Infinité des premiers congrus a a modulo n

Cas particuliers du théoréme de progression arithmétique

Premiers congrus a 3 modulo 4
Notons P34):={p € P : p=3mod4} I'ensemble des premiers congrus a 3 modulo 4.
Par I'absurde, supposons que Ps[4 fini et notons P :=[] P34 leur produit. Alors, on a

p2:<Hp)2:Hp25 I[ 1 = 1 mod4

PEP;3y pEP3y) pEP3y
car Vp € P3y), p=3mod4 donc p?=3>=9=1mod4. Ainsi,
P24+2 = 142 = 3 mod4
Soit ¢ € PNDiv(P?+2) diviseur premier de P? 4 2. Montrons que ¢ ¢ Psy).
En effet, si ¢ € P3py}, alors gdiv P%, or gdiv P2+ 2, donc ¢div2, donc ¢=2.
Impossible car 2 ¢ IP3y) car 2% 3mod4. Donc ¢={0,1,2} mod 4

Ainsi, par décomposition P2+2= ] #a(P*+2) o facteurs premiers, Juvg, v, 0 €N :

qePNDiv(P2+2) 4

P24+2 = (0.171.22 = {0,1,2} # 3 mod4

Contradiction.
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