Conjugaison, Sous-groupe normal, Normalisateur, Centre

(G, -) groupe quelconque de neutre e, H < G sous-groupe.

Action de conjugaison : C'est I'action de G sur lui-méme définie par

conj: GxG — G
(9,h) — ghg™*

Soit g € G. Le sous-goupe conjugué de H par g est isomorphe & H : | H =~ gHg~'| En particulier, |gHg!|=|H]| si H fini.

En effet, H— gHg™': h+ ghg™! est un morphisme, d'inverse gHg~! — H : ghg~'+ h bien défini car

Vhi,hy,  ghig™'=ghog™" = ghig~'g=ghyg™'g = ghi=ghy = hi=hs

. e , def P . .
H sous-groupe distingué/normal dans G & H est (globalement) stable par I'action de conjugaison :

Orbeonj(H)=GeconjHCH & | HLG & VgeG, gHg'CcH| & Vg9eG,VheH, ghg'e H

& VYgel, gH=Hg < VgeG,gHg'=H

On note H <G lorsque H est un sous-groupe strict.

L'intersection de deux sous groupes normaux est normale : VH , K < G sous-groupes,

HAG N KAdG = HNKJAG

En effet, Vge G, Vahe HNK, ghg~'€ H (car H1G) et ghg '€ K (car H AG) donc ghg e HNK.

Si p € Hom((G, ), (G’,-")) est un morphisme de groupes, alors ‘ HQG = f(H)Df(G) |et H' LG = f(H)<KG.

De plus, son noyau est toujours normal : | Ker ¢ < G

Tout sous-groupe d’un groupe abélien est normal : G abélienet H<G =— HJAG

caralors Vg€ G, Vhe H, ghg~'=gg *h=ch=h € H puisque G est abélien.

Quotient par un sous-groupe normal

To do

Groupe simple

Le sous-groupe trivial {e} et G sont toujours distingués dans G. Un groupe simple est un groupe n'ayant pas de sous-groupes
stricts normaux non triviaux :

G simple & (HaG = H={e})

Groupes abéliens simples :  Si G est abélien simple, il est monogene, et méme cyclique (donc fini ) d'ordre premier :

G abélien simple = 3JpeP : G = Z/,y

Démonstration Si G ={e}, c'est gagné. Sinon, montrons que GG ne posséde pas de sous-groupe strict non trivial.

Soit H <G un sous groupe non trivial et g€ H\{e}. Alors le sous-groupe (g) engendré par g est normal car G est abélien.
Or G est simple, donc par définiton (g) =G ou {e}, donc (g) =G = H puisque g=+e. On voit aussi que G est monogeéne.

De plus, G est fini. En effet, si ce n'était pas le cas, alors ord(g) = oo donc (g?) (X 27) serait un sous-groupe strict non trivial
de G=(h) (X Z), ce qui est impossible. Ainsi, G est cyclique, c'est a dire que G X Z/\G|Z avec |G| =ord(g).

Enfin, soit d € Div(|G|) un diviseur de I'ordre. Alors G posséde un sous-groupe G, d'ordre d (par exemple G/<g\G\/d> par le
théoréme de Lagrange). Comme G est simple, on a vu que G4 € {G,{e}}, donc d € {|G|,1}. Donc |G| €P. O



Normalisateur

Normalisateur de H dans G : C'est le sous-groupe qui stabilise (globalement) H par I'opération de conjugaison :

Centralisateur, Centre

N¢(H) := {gEG : gHg_le} = {gEG : gH:Hg}

Dit autrement, c'est le sous-groupe stabilisateur du point H € X :

Stab,(H) = Ng(H)
par |'opération de conjugaison de G sur I'ensemble X ={gHg™' : g€ G'} des conjugués de H dans G, définie par Vg € G,
VeHx'eX, gx(xHx ') :=gxHx 1g~1
C'est un sous-groupe de GG qui contient H : €H

~ ==~
— H est un groupe donc Vh € H, hHh™* C H et VW' € H, h’=hh 'h'hh~'e€ hHh™ donc hHh™' = H. Donc
H CNg(H), qui est donc non vide (ou encore > e).

~ V91,06 Na(H), (9192) H(9192) " = ng2Hgs 91" = g1 Hgr ' = H donc g1 g € No(H).

=H
/N En général, le normalisateur Ng(H) n'est pas distingué dans G. Par contre, H y est distingué par définition.

Ainsi, H < Ng(H) £ G

On dit que Ng(H) normalise H. C'est méme le plus grand sous-groupe de G qui normalise H. En particulier :

De plus, par définition, puisque H <G & VYgeG, gH=Hg < VgeG, gHg'=H,

H<G & Ng(H)=G

Centralisateur de H dans G Ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de H :

Cq(H) := {9€G :Vhe H, gh=hg}
N——

< ghgl=h

#ghgteH  — ColH)#Na(H) AN\

Un élément du centre respecte une condition bien plus forte que juste normaliser H : il stabilise localement H par |'opération
de conjugaison, c'est a dire que Yh € H, Cq(H) C Stabeon;(h). Réécrit difféeremment,

Ca(H)= (1) Stabeonj(h)
heH
C'est un sous-groupe distingué dans le normalisateur (/\ mais pas dans G en général ) :
— e€Cq(H) donc Ce(H) est non vide. De plus Vg1, g2 € Ca(H), Vh€ H, (g195")h=g1hgs ' =h(g1g5") car g; et
g2 (donc g5') commutent avec k. Donc gy g5+ € Cq(H). Donc Cq(H) est un sous-groupe de G.
— Il est immédiat que C(H) C Ng(H). De plus, Vg € Ng(H), Vo € Co(H), grg~' € Ng(H) car

=H =H =

—~ —~N —~
grg ' H(grg™")'=grg 'Hga 'g ' =gaoHa g7 ' =gHg'=H car g,g'€Ng(H)DCe(H)>x
Ainsi, Cg(H) ﬁ Ng(H) S G

En général, H ¢ Co(H)! Par contre, on a par définition d’un groupe abélien que

H abélien <= H < Cg(H)




Centre de GG Ce sont les élements de G qui commutent avec tous les autres éléments; c'est le centralisateur de G :

Z(G) == Cq(G) = {yeG:Vzed, gr=uag}

e Clest aussi I'ensemble des points fixes de I'action de G sur X = G' lui méme par conjugaison (mais A\, ¢a ne se généralise
pas a Cg(H) pour l'action de G sur un sous-groupe H, ce n'est valable qu'ici) :

Z(G) = FiXeonj:Gxcoc = {€G : |Orbey(z)| =1}

En effet, par le théoréme orbite-stabilisateur, Vo € G, |G| =|Stabonj(x)| X |Orbeoni(x)| donc

r€Z(G) & VgeG, geonjr=grg =1 & Stabemj(z) =G & |Stabeoj(2)| =|G| < |Orbeoj(z)| =1
=< EFiXCOHj

e Le centre est un sous-groupe abélien par définition : Vg, ¢’ € Z(G), gg'= ¢’ g car g € Z(Q).

e Onavugque | Gabélien & G = Z(G)

o C'est un sous-groupe distingué dans G : | Z(G) <4 G

En effet, Vg€ G, Vo € Z(G), grg € Z(G) car Vy € G, (gzg V) y=gg9 lay=ry=yr=yrgg =y (gzg™?)
car x commute avec tout le monde.

Tout p-groupe fini non trivial posséde un centre non trivial

Soit p €P et G un p-groupe fini non trivial. Alors 3n € N* : |G| =p". L'équation aux classes de I'action de conjugaison de
G sur lui-méme, avec dcon; I'ensemble des orbites que I'on sépare en orbites de cardinal 1 (points fixes) et de cardinal >1, donne :

Gl = > 10| = 1Z(G)| + > 10| car  ZG) = {x€G : |Orbeo(x)| =1}

OEQeon; OEQeon;
0] #1
De plus, VO € Qconj : |O|# 1, comme |O]div |G| =p™ (0sT), Im e N* : |O]=p™, donc pdiv |O|. Enfin, pdiv|G|, donc
pdiv |GI|=) 10| = |Z(G)| donc |pdiv|Z(G)| et Z(G)#{e} O
Ochonj
0] #1

Note : Et alors G/Z(G), donc Inn(G), est encore un p-groupe, plus petit que G.

Si G/7(G) est cyclique, G est abélien

Soit (G, -) un groupe fini tel que G/Z(G) est cyclique. Soit donc g € G tel que <gomod Z(G)> = G/z((;).

Ainsi, Vg€ G, Ik €N : gmod Z(G) = (gomod Z(G))* = g mod Z(G), c'est a dire que g5 * g € Z(G), c'est a dire que
VeeG, gifgr=xgy"g (1) et en particulier pour x = gf, g=ag"gg5 (2)

1 2
Montrons alors que g commute avec tout élément de G : Vx €G, gx W r90" g9k @ xg donc

G/7(G) cyclique = G abélien 0

Théoréme N/C

Soit H <G un sous-groupe. Puisque Cq(H) < Ng(H), on peut passer au quotient, et alors le groupe quotient est isomorphe
3 un sous-groupe de Aut(H) :

Pp: Ne(H) — Aut(H)

<N(H)/C(H),') =~ (Im(®py),0) — (Aut(H),0) avec g — (hwghg™)

Démonstration D'abord, Vg € Ng(H), ®(g) est un endomorphisme de H car Vo € H, ghg~' € H car g € Ng(H), et il
est inversible, d'inverse ®x(g) ™' =P (g™'), c'est donc bien un automorphisme (dit intérieur 3 H).



De plus, on vérifie que @ € Hom((Ng(H), ), (Aut(H), o)) est bien un morphisme : Vg, ¢’ € No(H),

1

®(gg") = x> g9'h(g9")™" = x—g(g’hg' g™ = x> gPulg)(h) g~ = Pu(g)o Puly’)

Calculons son noyau : Vg € Ng(H), geKer(®y) < Pu(g)=h— ghg™'=eau),o)=h+—h

<= VheH, ghgot=h
<= geC(H)={geG :Vhe H, gh=hg}

Donc ‘ Ker(®y)=Cq(H) | Ainsi, par factorisation canonique de ® par son noyau Cg(H) distingué dans N(H), on a :
N(H) — Aut(H)

! T O
N/ () +— Im(®n)

Conséquence : en prenant H =G, et puisque Ng(G) =G car G est un groupe, et que Cq(G) = Z(G), on obtient un
isomorphisme entre G/Z(G) et Im(®P¢), que I'on nomme groupe des automorphismes intérieurs de G, noté Inn(G) :

G/z(G) = In(G) = {z—grg™": geG} C Aut(G)

Le nombre d’automorphismes intérieurs est une mesure de la non-commutativité de la loi de (G, -).

Cceur d’un sous-groupe

Le caeur normal du sous-groupe H < G est l'intersection des conjugués de H par G :

Coreg(H) := ﬂ gHg™!

geG

e Le coeur normal est un sous-groupe (car N de sous-groupes) distingué dans G : Vg€ G, Va € Core(H),
Montrons que gzg~' € ﬂyeGyHy‘l. Soit y€G. Onaquex € (), ,2Hz""doncVze G, r€zHz"

Donc en particulier pour 2= g~ 'y, onaz € g lyH (g y)~!, d'ot grg~' € yHy . Donc grg~'€ Core(H).

Coreg(H) 4 G

e C'est un sous-groupe de H : Vx € Coreg(H), Vg€ G, v € gHg™ ", et en particulier pour g=e, x € H. Donc

Coreq(H) < H

e (C'est méme le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H : | VNG : NCH, N C Coreg(H)

En effet, soit # € N. Puisque N <G, onaque Vg€ G, grg '€ NCH,doncx € g1 Hyg.
Donc z € (. 9Hg ' =Coreg(H) avec g«» g~'. Donc N C Core(H).

e C'est le noyau du morphisme associé a I'action de G sur G/f définie par Vg€ G, Vo H € G/, gx(xH):= gx H

o: G — &(G/g)

Coreg(H) = Ker(®) avec g — (2H goH)

(/\ H n'étant pas forcément normal, on ne considére aucune structure de groupe sur G/fy)
C'est un morphisme de (G, ) dans (&(G/H),0) :

Vg,9'€G, ®(g9g9') = aH—=gg'tH = (tH—gaxH)o(xH— g'zH) = ®(g9)od(g")
Calculons son noyau : [#):yeH = yH=H = YheH, yhc H = yc H (carsinon eh¢ H) donc ye H < yH=H |

Ker(®) = {9e€G: P(g)=e} = {9e€G :2H—grH=axH—xzH}
= {9eG :VzeqG, gtH=xH}
———

—

(x) ©arlgreH & gexHa!
ﬂ {9€eG :gexHx'} = ﬂ rHx™' = Coreg(H)

zeG geG



e Ainsi, par factorisation canonique de ® par son noyau, G/Core(H) est isomorphe a un sous-groupe de G(G/H) :

(G/core(r).) = (m(@).0) — (&(G/m).)

Application :  Groupe simple admettant un sous-groupe strict d’indice fini
Supposons que G est simple. Alors comme Ker(®) = Coreg(H) < G, alors on a deux cas :

e Coreg(H)={e}, et alors (® est injective, quoi) G = G/{e} = G/Coreg(H) =~ Im(®), qui est un sous groupe de
&(G/H). Donc G est isomorphe a un sous-groupe de &(G/f).

e Coreg(H)=G, et alors puisque Coreg(H) < H, on a que H=G.

En particulier, si G admet un sous-groupe H < G strict d’indice fini n=indg(H) = |G/H|, alors GG est isomorphe 3
un sous-groupe de &, =~ &(G/H), et en particulier G est fini, et H aussi. Et par le théoréme de Lagrange, Im(®) étant
un sous-groupe de &, |G| = |Im(®P)|div |&,| =n!, donc I'ordre de G divise indg(H)!, ainsi que indg(Coreq(H)).

Et par contraposée, si G est infini et admet un sous-groupe strict d’indice fini, alors G n'est pas simple : il admet
alors un sous-groupe strict normal non-trivial.

Tout sous-groupe d’indice min (DivIP(|G|)) est normal

Soit (G, ) un groupe fini et H <G un sous groupe (si il en existe) d'indice indg(H) = p:=min (DivIP(|G|)), le plus petit
diviseur premier de I'ordre de G. Montrons que H est distingué dans GG, en montrant que le coeur de H vaut tout H.

G/Core(H) est isomorphe a un sous-groupe de &(G/fy), donc par la théoréme de Lagrange,
indg(Coreq(H)) = |G/Core(H)| div |S(G/H)| = |6, = p! = [[0_n

n=1

De plus, encore par le théoréme de Lagrange, |G/Core(H)| =|G|/|Core(H)| et comme p:=min (DivIP(|G])),
VYn <p, |G|, donc |G|/|Core(H)

, donc |G/Core(H)| n'admet pas n comme facteur. Donc nécessairement
ind(Coreg(H)) € {1, p)

Si H=G, c'est gagné. Sinon Core(H)< H <G, donc |G/Core(H)| #1 donc indg(Coreq(H)) = p=indg(H) donc, comme
Core(H) est un sous-groupe de H toujours distingué dans G, on a H = Coreg(H) < G. Ainsi,

indg(H) =min (DVP(|G])) = H <G O

Démonstration par action de H sur G/H
On considére le morphisme associé a I'action de H < G sur G/ définie par Vhe H, VaH € G/, hx(xH):=hxH :

*x: HxG/lgp — G/g
(h,xH) —— haH

Montrons que * agit trivialement, c’est a dire que tous les points sont fixes. Notons que emod H =eH = H en est un.

Supposons qu'il existe un point non fixe gmod H = gH € G/f. Alors |Orb,(gH)|# 1. Or |Orb,(gH)|div |H | div|G| par le
théoréme orbite-stabilisateur et par le théoréme de Lagrange, donc |Orb,(gH)| > p.

C'est strictement impossible car la formule des classe nous donne, en considérant les orbites de gH et eH :
p = |G/H| = > 0| > |Orb.(gH)|+|Orb,(eH)| = p+1 > p

0e,
Ainsi, toutes les orbites sont réduites & un point, donc Vh € H, Vo € G, x H = hx (v H)=hx H, donc 2 'hx H = H donc en
particulier pour e€ H et x=g !, Vge G, ghg '€ H. Donc H < G. O
Tout sous-groupe d’indice 2 est normal (cas particulier que I'on peut montrer a la main)

Soit (G, -) un groupe, non nécessairement fini, et H <G un sous groupe d'indice indg(H) =2. Ainsi, G/H ne comporte que
2 classes, dont H. Donc Vg € G,

— soit g€ H et alors gH = Hg= H car H est un groupe, donc gHg~'=H ; ou

—  soit g¢ H etalors G/ ={H,gH}={H,Hg}, donc ¢gH = Hg donc on a encore gHg ' = H

donc |indg(H)=2 = HJIG O




Divers

Un groupe fini n’est pas I'union des conjugués d'un sous-groupe propre

Soit (G, -) un groupe fini et H < G un sous-groupe propre (G, #{e}). Alors G n'est pas |'union des conjugués de H.

En effet, Vg € G, au sein d'une méme classe modulo H, Vgh=gH, ghH(gh)'=ghHh 'g~'=ghh *Hg '=gHg ! donc
en notant §=gmod H, Vx € §, v Hx~' = H donc on peut réduire 'union a un systéme de représentants :

U etg'= U 9Hs™

gel

gel

U gHg‘l\{e}

geaG

U gHg"\{e}

(9Hg '=H)

(théoréme de Lagrange : |G|=|G/f| x |H|)

(|G| = |H| car H est un groupe strict)

donc

U gHg™

ge@

< |G|

g€
= | U gHg "\{e}
g€
< 3 |oHg e}
§E€y =
=|H\{e}]
= [H\{e}| x Z 1
g€y
= (-1 x|6/u| = (11 % L
_ _ gl L
= |G| | < G =1 = [G\{e}]
donc U gHg™' ¢ G O
geG
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