
Conjugaison, Sous-groupe normal, Normalisateur, Centre

(G; �) groupe quelconque de neutre e, H �G sous-groupe.

Action de conjugaison : C'est l'action de G sur lui-même dé�nie par

conj : G�G ¡! G
(g; h) 7¡! ghg¡1

Soit g 2G. Le sous-goupe conjugué de H par g est isomorphe à H : H =� gHg¡1 . En particulier, jgHg¡1j= jH j si H �ni.

En e�et, H! gHg¡1 : h 7! ghg¡1 est un morphisme, d'inverse gHg¡1!H : ghg¡1 7!h bien dé�ni car

8h1; h2; gh1g
¡1= gh2g

¡1 =) gh1g
¡1g= gh2g

¡1g =) gh1= gh2 =) h1=h2

H sous-groupe distingué/normal dans G ,def H est (globalement) stable par l'action de conjugaison :

Orbconj(H)=G conjH �H , H EG ,def 8g 2G; gHg¡1�H , 8g 2G; 8h2H; ghg¡12H

, 8g 2G; gH=Hg , 8g 2G; gHg¡1=H

On note H CG lorsque H est un sous-groupe strict.

L'intersection de deux sous groupes normaux est normale : 8H;K �G sous-groupes,

H EG ^ KEG =) H \KEG

En e�et, 8g 2G; 8h2H \K; ghg¡12H (car H EG) et ghg¡12K (car H EG) donc ghg¡12H \K.

Si '2Hom((G; �); (G0; �0)) est un morphisme de groupes, alors H EG ) f(H)E f(G) et H 0EG0 ) f (H 0)EG.

De plus, son noyau est toujours normal : Ker ' E G

Tout sous-groupe d'un groupe abélien est normal : G abélien et H �G =) H EG

car alors 8g 2G; 8h2H; ghg¡1= gg¡1h= e h=h2H puisque G est abélien.

Quotient par un sous-groupe normal --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

To do

Groupe simple ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Le sous-groupe trivial feg et G sont toujours distingués dans G. Un groupe simple est un groupe n'ayant pas de sous-groupes
stricts normaux non triviaux :

G simple ,def
¡
H CG ) H = feg

�
Groupes abéliens simples : Si G est abélien simple, il est monogène, et même cyclique (donc �ni !) d'ordre premier :

G abélien simple =) 9p2P : G =� /Z pZ

Démonstration Si G= feg, c'est gagné. Sinon, montrons que G ne possède pas de sous-groupe strict non trivial.

Soit H �G un sous groupe non trivial et g 2Hnfeg. Alors le sous-groupe hgi engendré par g est normal car G est abélien.
Or G est simple, donc par dé�niton hgi=G ou feg, donc hgi=G=H puisque g=/ e. On voit aussi que G est monogène.

De plus, G est �ni. En e�et, si ce n'était pas le cas, alors ord(g)=1 donc hg2i (=�2Z) serait un sous-groupe strict non trivial
de G= hhi (=�Z), ce qui est impossible. Ainsi, G est cyclique, c'est à dire que G =� /Z jGjZ avec jGj= ord(g).

En�n, soit d 2Div(jGj) un diviseur de l'ordre. Alors G possède un sous-groupe Gd d'ordre d (par exemple /G hgjGj/di par le
théorème de Lagrange). Comme G est simple, on a vu que Gd2fG; fegg, donc d2fjGj; 1g. Donc jGj 2P. �
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Normalisateur -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Normalisateur de H dans G : C'est le sous-groupe qui stabilise (globalement) H par l'opération de conjugaison :

NG(H) :=
�
g 2G : gHg¡1=H

	
=

�
g 2G : gH=Hg

	
� Dit autrement, c'est le sous-groupe stabilisateur du point H 2X :

Stab?(H) = NG(H)

par l'opération de conjugaison de G sur l'ensemble X=fgHg¡1 : g2Gg des conjugués de H dans G, dé�nie par 8g2G;
8xHx¡12X; g? (xHx¡1) := gxHx¡1g¡1.

� C'est un sous-groupe de G qui contient H :

¡ H est un groupe donc 8h 2H; hHh¡1�H et 8h0 2H; h0=hh¡1h 0h
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{2H

h¡12hHh¡1 donc hHh¡1 =H. Donc
H �NG(H), qui est donc non vide (ou encore 3 e).

¡ 8g1; g22NG(H), (g1g2)H (g1g2)
¡1= g1g2Hg2

¡1|||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
=H

g1
¡1= g1Hg1

¡1=H donc g1 g22NG(H).

� ⚠ En général, le normalisateur NG(H) n'est pas distingué dans G. Par contre, H y est distingué par dé�nition.

Ainsi, H E NG(H) � G

On dit que NG(H) normalise H . C'est même le plus grand sous-groupe de G qui normalise H. En particulier :

� De plus, par dé�nition, puisque H EG , 8g 2G; gH=Hg , 8g 2G; gHg¡1=H,

H EG , NG(H) =G

Centralisateur, Centre --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Centralisateur de H dans G Ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de H :

CG(H) :=
�
g 2G : 8h2H; gh=hg

	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }

, g h g¡1=h
, g h g¡12H ¡! CG(H)=/ NG(H) ⚠

� Un élément du centre respecte une condition bien plus forte que juste normaliserH : il stabilise localementH par l'opération
de conjugaison, c'est à dire que 8h2H; CG(H)� Stabconj(h). Réécrit di�éremment,

CG(H)=
\
h2H

Stabconj(h)

� C'est un sous-groupe distingué dans le normalisateur (⚠ mais pas dans G en général ) :

¡ e2CG(H) donc CG(H) est non vide. De plus 8g1; g22CG(H); 8h2H; (g1g2
¡1)h= g1hg2

¡1=h(g1g2
¡1) car g1 et

g2 (donc g2
¡1) commutent avec h. Donc g1 g2

¡12CG(H). Donc CG(H) est un sous-groupe de G.

¡ Il est immédiat que CG(H)�NG(H). De plus, 8g 2NG(H); 8x2CG(H); gxg¡12NG(H) car

gxg¡1H (gxg¡1)¡1= gxg¡1Hg
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{=H

x¡1g¡1= gxHx¡1
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{=H

g¡1= gHg¡1
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{=H

=H car g; g¡12NG(H)�CG(H)3 x

Ainsi, CG(H) E NG(H) � G

� En général, H �/ CG(H) ! Par contre, on a par dé�nition d'un groupe abélien que

H abélien () H � CG(H)
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Centre de G Ce sont les éléments de G qui commutent avec tous les autres éléments; c'est le centralisateur de G :

Z(G) := CG(G) =
�
g 2G : 8x2G; gx=xg

	
� C'est aussi l'ensemble des points �xes de l'action de G sur X =G lui même par conjugaison (mais ⚠, ça ne se généralise

pas à CG(H) pour l'action de G sur un sous-groupe H , ce n'est valable qu'ici) :

Z(G) = Fixconj : G�G!G =
�
x2G : jOrbconj(x)j=1

	
En e�et, par le théorème orbite-stabilisateur, 8x2G, jGj= jStabconj(x)j � jOrbconj(x)j donc

x2Z(G) , 8g 2G; g conjx= gxg¡1= x , Stabconj(x)=G , jStabconj(x)j= jGj , jOrbconj(x)j=1

, x2Fixconj
� Le centre est un sous-groupe abélien par dé�nition : 8g; g 02Z(G); g g 0= g 0 g car g 2Z(G).

� On a vu que G abélien , G = Z(G)

� C'est un sous-groupe distingué dans G : Z(G) E G

En e�et, 8g 2G; 8x2Z(G); gxg¡12Z(G) car 8y 2G; (gxg¡1) y= gg¡1xy=xy= yx= yxgg¡1= y (gxg¡1)
car x commute avec tout le monde.

Tout p-groupe �ni non trivial possède un centre non trivial
Soit p2P et G un p-groupe �ni non trivial. Alors 9n2N� : jGj= pn. L'équation aux classes de l'action de conjugaison de
G sur lui-même, avec 
conj l'ensemble des orbites que l'on sépare en orbites de cardinal 1 (points �xes) et de cardinal >1, donne :

jGj =
X

O2
conj

jO j = jZ(G)j +
X

O2
conj
jO j=/ 1

jO j car Z(G) =
�
x2G : jOrbconj(x)j=1

	
De plus, 8O 2
conj : jO j=/ 1, comme jO j div jGj= pn (OST), 9m2N� : jO j= pm, donc p div jO j. En�n, pdiv jGj, donc

p div jGj ¡
X

O2
conj
jO j=/ 1

jO j = jZ(G)j donc p div jZ(G)j et Z(G) =/ feg �

Note : Et alors /G Z(G), donc Inn(G), est encore un p-groupe, plus petit que G.

Si /G Z(G) est cyclique, G est abélien
Soit (G; �) un groupe �ni tel que /G Z(G) est cyclique. Soit donc g02G tel que



g0modZ(G)

�
= /G Z(G).

Ainsi, 8g 2G; 9k2N : gmodZ(G)= (g0modZ(G))k= g0
kmodZ(G), c'est à dire que g0

¡k g 2Z(G), c'est à dire que

8x2G; g0
¡k g x=x g0

¡k g (1) et en particulier pour x= g0
k, g= g0

¡k g g0
k (2)

Montrons alors que g commute avec tout élément de G : 8x2G; g x =(1) x g0¡k g g0k =
(2)
x g donc

/G Z(G) cyclique ) G abélien �

Théorème N/C ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Soit H �G un sous-groupe. Puisque CG(H) E NG(H), on peut passer au quotient, et alors le groupe quotient est isomorphe
à un sous-groupe de Aut(H) :

�
/N(H) C(H) ; �

�
=�

¡
Im(�H); �

�
,¡!

¡
Aut(H); �

�
avec

�H : NG(H) ¡! Aut(H)
g 7¡! (h 7! ghg¡1)

Démonstration D'abord, 8g 2NG(H), �H(g) est un endomorphisme de H car 8x2H; ghg¡12H car g 2NG(H), et il
est inversible, d'inverse �H(g)¡1=�H(g

¡1), c'est donc bien un automorphisme (dit intérieur à H).

3



De plus, on véri�e que �H 2Hom
¡
(NG(H); �); (Aut(H); �)

�
est bien un morphisme : 8g; g 02NG(H),

�(g g 0) = x 7! gg 0h(gg 0)¡1 = x 7! g(g 0hg 0¡1)g¡1 = x 7! g�H(g
0)(h) g¡1 = �H(g) ��H(g 0)

Calculons son noyau : 8g 2NG(H), g 2Ker(�H) () �H(g)=h 7! ghg¡1= e(Aut(H);�)=h 7!h

() 8h2H; ghg¡1=h
() g 2C(H)= fg 2G : 8h2H; gh=hgg

Donc Ker(�H)=CG(H) . Ainsi, par factorisation canonique de � par son noyau CG(H) distingué dans N(H), on a :

N(H) ¡! Aut(H)

� ,!

/N(H) C(H)  ! Im(�H)
�

Conséquence : en prenant H =G, et puisque NG(G) =G car G est un groupe, et que CG(G) = Z(G), on obtient un
isomorphisme entre /G Z(G) et Im(�G), que l'on nomme groupe des automorphismes intérieurs de G, noté Inn(G) :

/G Z(G) =� Inn(G) :=
�
x 7! gxg¡1 : g 2G

	
� Aut(G)

Le nombre d'automorphismes intérieurs est une mesure de la non-commutativité de la loi de (G; �).

C÷ur d'un sous-groupe ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Le c÷ur normal du sous-groupe H �G est l'intersection des conjugués de H par G :

CoreG(H) :=
\
g2G

gHg¡1

� Le c÷ur normal est un sous-groupe (car \ de sous-groupes) distingué dans G : 8g 2G; 8x2Core(H);
Montrons que gxg¡12

T
y2G yHy

¡1. Soit y 2G. On a que x2
T

z2G zHz
¡1 donc 8z 2G; x2 zHz¡1

Donc en particulier pour z= g¡1y, on a x2 g¡1yH (g¡1y)¡1, d'où gxg¡12 yHy¡1. Donc gxg¡12Core(H).

CoreG(H) E G

� C'est un sous-groupe de H : 8x2CoreG(H), 8g 2G; x2 gHg¡1, et en particulier pour g= e, x2H . Donc

CoreG(H) � H

� C'est même le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H : 8N EG : N �H; N �CoreG(H)

En e�et, soit x2N . Puisque N EG, on a que 8g 2G; gxg¡12N �H , donc x2 g¡1Hg.
Donc x2

T
g2G gHg

¡1=CoreG(H) avec g$ g¡1. Donc N �CoreG(H).

� C'est le noyau du morphisme associé à l'action de G sur /G H dé�nie par 8g 2G; 8xH 2 /G H; g ? (xH) := gxH :

CoreG(H) = Ker(�) avec
� : G ¡! S( /G H)

g 7¡! (xH 7! gxH)

(⚠ H n'étant pas forcément normal, on ne considère aucune structure de groupe sur /G H )

C'est un morphisme de (G; �) dans (S( /G H); �) :

8g; g 02G; �(g g 0) = xH 7! gg 0xH = (xH 7! gxH) � (xH 7! g 0xH) = �(g) ��(g 0)

Calculons son noyau : [ (�) : y 2H ) yH =H ) 8h2H; yh2H ) y 2H (car sinon eh2/H) donc y 2H , yH =H ]

Ker(�) = fg 2G : �(g)= e�g = fg 2G : xH 7! gxH = xH 7!xHg
= fg 2G : 8x2G; gxH = xH||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }g

(�) , x¡1gx2H , g 2xHx¡1

=
\
x2G

fg 2G : g 2xHx¡1g =
\
g2G

xHx¡1 = CoreG(H)
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� Ainsi, par factorisation canonique de � par son noyau, /G Core(H) est isomorphe à un sous-groupe de S( /G H) :�
/G Core(H); �

�
=�

�
Im(�); �

�
,¡!

�
S( /G H ); �

�
Application : Groupe simple admettant un sous-groupe strict d'indice �ni

Supposons que G est simple. Alors comme Ker(�)=CoreG(H)EG, alors on a deux cas :

� CoreG(H) = feg, et alors (� est injective, quoi) G =� /G feg = /G CoreG(H) =� Im(�), qui est un sous groupe de
S( /G H). Donc G est isomorphe à un sous-groupe de S( /G H).

� CoreG(H)=G, et alors puisque CoreG(H)�H , on a que H =G.

En particulier, si G admet un sous-groupe H <G strict d'indice �ni n= indG(H) =
���� /G H

����, alors G est isomorphe à
un sous-groupe de Sn=�S( /G H), et en particulier G est �ni, et H aussi. Et par le théorème de Lagrange, Im(�) étant
un sous-groupe de Sn, jGj= jIm(�)j div jSnj=n!, donc l'ordre de G divise indG(H)!, ainsi que indG(CoreG(H)).

Et par contraposée, si G est in�ni et admet un sous-groupe strict d'indice �ni, alors G n'est pas simple : il admet
alors un sous-groupe strict normal non-trivial.

Tout sous-groupe d'indice min (DivP(jGj)) est normal

Soit (G; �) un groupe �ni et H �G un sous groupe (si il en existe) d'indice indG(H) = p :=min (DivP(jGj)), le plus petit
diviseur premier de l'ordre de G. Montrons que H est distingué dans G, en montrant que le c÷ur de H vaut tout H.

/G Core(H) est isomorphe à un sous-groupe de S( /G H), donc par la théorème de Lagrange,

indG(CoreG(H)) =
���� /G Core(H)

���� div
����S( /G H )

���� = jSpj = p! =
Q

n=1

p
n

De plus, encore par le théorème de Lagrange,
���� /G Core(H)

����= jGj/jCore(H)j et comme p :=min (DivP(jGj)),
8n< p, jGj, donc jGj/jCore(H)j, donc

���� /G Core(H)
���� n'admet pas n comme facteur. Donc nécessairement

indG(CoreG(H))2f1; pg

Si H=G, c'est gagné. Sinon Core(H)�H<G, donc
���� /G Core(H)

����=/ 1 donc indG(CoreG(H))= p= indG(H) donc, comme
Core(H) est un sous-groupe de H toujours distingué dans G, on a H =CoreG(H)EG. Ainsi,

indG(H)=min (DivP(jGj)) =) H E G �

Démonstration par action de H sur /G H

On considère le morphisme associé à l'action de H �G sur /G H dé�nie par 8h2H; 8xH 2 /G H; h? (xH) :=hxH :

? : H � /G H ¡! /G H
(h; xH) 7¡! hxH

Montrons que ? agit trivialement, c'est à dire que tous les points sont �xes. Notons que emodH = eH =H en est un.

Supposons qu'il existe un point non �xe gmodH = gH 2 /G H . Alors jOrb?(gH)j=/ 1. Or jOrb?(gH)jdiv jH jdiv jGj par le
théorème orbite-stabilisateur et par le théorème de Lagrange, donc jOrb?(gH)j> p.

C'est strictement impossible car la formule des classe nous donne, en considérant les orbites de gH et eH :

p =
���� /G H

���� =
X
O2
?

jO j > jOrb?(gH)j+ jOrb?(eH)j = p+1 > p

Ainsi, toutes les orbites sont réduites à un point, donc 8h2H; 8x2G; xH =h? (xH)=hxH, donc x¡1hxH =H donc en
particulier pour e2H et x= g¡1, 8g 2G; ghg¡12H . Donc H E G. �

Tout sous-groupe d'indice 2 est normal (cas particulier que l'on peut montrer à la main)

Soit (G; �) un groupe, non nécessairement �ni, et H �G un sous groupe d'indice indG(H)= 2. Ainsi, /G H ne comporte que
2 classes, dont H . Donc 8g 2G,
¡ soit g 2H et alors gH =Hg=H car H est un groupe, donc gHg¡1=H ; ou
¡ soit g 2/ H et alors /G H = fH; gHg= fH;Hgg, donc gH =Hg donc on a encore gHg¡1=H

donc indG(H)= 2 =) H E G �
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Divers ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Un groupe �ni n'est pas l'union des conjugués d'un sous-groupe propre

Soit (G; �) un groupe �ni et H <G un sous-groupe propre (=/G;=/feg). Alors G n'est pas l'union des conjugués de H.

En e�et, 8g2G, au sein d'une même classe modulo H , 8gh= gH; ghH(gh)¡1= ghHh¡1g¡1= ghh¡1Hg¡1= gHg¡1 donc
en notant g�= gmodH , 8x2 g�; xHx¡1=H donc on peut réduire l'union à un système de représentants :[

g2G

gHg¡1=
[

g�2 /GH

gHg¡1

�������� [
g2G

gHg¡1
�
feg

��������= �������� [
g2G

gHg¡1nfeg
�������� =

�������� [
g�2 /GH

gHg¡1nfeg
��������

6
X
g�2 /GH

����gHg¡1nfeg����||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
= jHnfegj

(gH g¡1=�H) = jHnfegj�
X
g�2 /GH

1

(théorème de Lagrange : jGj=
���� /G H

����� jH j) = (jH j ¡ 1)�
���� /G H

���� = (jH j ¡ 1)� jGjjH j

(jGj> jH j car H est un groupe strict) = jGj ¡ jGjjH j 6 jGj ¡ 1 = jGnfegj

donc
�������� [
g2G

gHg¡1
�������� 6 jGj donc

[
g2G

gHg¡1  G �
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