Sous-Espaces Totalement Isotropes (SETI)

On se place dans un espace quadratique (E, ®), avec ® une forme quadratique/hermitienne, de dimension
finie non nulle. On note ¢ sa forme polaire associée.
Un sous-espace totalement isotrope (SETI) F' est un sous-ev de E sur lequel ® est isotrope :

olr = 0

Inclusion dans I'orthogonal
Si F' est un SETI, alors
FcCF+

Démonstration. Ft={zcF :VyeF, ¢(z,y)=0}.
SoitzeF. VyeF, gb(m,y)z%(@(w—ky) —®(z—y))=0 car F est un SETL.
—— ——
Donc z € F+. Donc F C F*. €F €F O

Dimension d’un SETI

Si F' est un SeTI, alors
rg ®

dimF < dimF — 5

Démonstration. On a vu que F C F'+.
Donc dimF < dim F+ = dim E —dim F +dim(F NKer ®) (dimension de I'orthogonal)
——_———
= Ker® car FCKer® (x) car F seTI
Or, par théoréme du rang, dim(Ker ®) = dim £ —rg®. Donc comme (x) dim F' < dim(Ker ®),
dim F'+dim F < dimF —dim F+dim E —rg®

C'est a dire que dim F' < dim F —%rg . O

1. Sous-Espaces Totalement Isotropes Maximaux (SETIM)
Un sous-espace totalement isotrope maximal (SETIM) F' est un SETI maximal pour |'inclusion :
VG seTide (E,®), FCG = F=G

En dimension finie, tout SETI est inclus dans un SETIM :

VG seTl, dF seTim : GCF

Démonstration.  Soit G un SeTi de (F,®). Notons S I'ensemble des SeTI contenant G :

Sg:={F sousevde E : F seTide (E,®) et GCF}
Sc # @ car G € Sg, et puisque |'on est en dimension finie, {dim F}FGSG est majoré par dim F < oo,
donc admet un maximum. On prend alors le SETI de £ maximal en dimension :

Fr:=argmax (dim F')
FeSqg



Alors F,, est un SETIM contenant G :

Soit H un seTi de (E, ®) tel que F,,C H.
G C F,CH donc HeSg. Donc par maximum, dim H < dim F,, donc H C Fy,.
Donc H =F,,. Donc F,, est un SETIM.

Dimension des SETIMs invariante dans un espace non dégénéré

Lorsque ® est une forme non dégénérée, la dimension des SETIM est commune :

Fl,FQ SETIM de (E,(ID) — dlmFlzdlmFQ

Démonstration.  Soient F et F» SETIvs de (E, ®).
FoS =K

Posons I':=F 1N F, et S 2 les supplémentaires de F' dans I 5 : FoS,—F
2=1I'2

1. Soit z € 51N S

2. 51 C Fy SECTI Fit = (F+8))* = F-nS{  (identité toujours vraie) donc
SiNS3 C F+rnS3nsSt
= (F+S)tnsSt
= F3-NSt
Donc z € Fs-.

3. Alors G:=F5+ K x est un SeTI. En effet, c'est un sous-Ev, et Vg € G,
HfLNERXK: g=f+Ax
etalors ®(g) = O(f+Ax) = O(f) +2 o(f,z) + ®(x) =0 donc ®|g = 0.
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(a) car ®|p =0 car Fy SETI
(b) ze Fs, feF, donczl f
(c) xestisotrope: z€S; donczeF+S;=F orFysett donc ®(z)=0

4. GG estunseTiet F5CG. Or Fy est un sSeETiM.  Donc Fr=(.
5. Donc Fo=F5+ Kz, donc nécessairement x € Fb.
6. OnavuquezeFietxeFy, doncxeF. Alorsze FNS;={0} car F®S;.
Ainsi, et par symétrie des roles,
S1NSy={0} et S,NSi={0}
Montrons enfin que dim F'; = dim F5. Par les sommes directes, on a
dim F'+dim S; = dim F;
dim F' +dim Sy = dim F5
Il suffit donc de montrer que dim S; =dim .S :

dim(S; + S3) = dim(S;) 4+ dim(S5 ) — dim(S; N S3)
N —

——————
=dimE =0

En effet, (S1+95)% =) 5t 58t S A S, = {0} done S5+ St 2 (81 + S )L = {0} = E

(%) car F+1+=F pour tout sous-ev ® est non dégénérée
(#x) identité toujours vraie



Donc dim$S; = dimF —dim Sy = dim Sy car Ker ® = {0} car ® est non dégénérée.

(dimension de |'orthogonal)

Dimension des SETIMs et signature

Alors, toujours lorsque ® est non dégénérée, et si sa signature est sig(®) = (p, ¢), on a que

VF seTim de (E,®), dim F=min(p,q)

Démonstration.
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