Supplémentaires et Ev Quotients

Soit E¥ un IKK-Ev et F' un sous-Ev. Alors

F' est de codimension finie <= F admet un supplémentaire S de dimension finie

Et dans ce cas, codim(F') =dim(S)

1. Par restriction de la projection canonique 7 au supplémentaire.

Soit S un sous-ev de E. Alors S est supplémentaire de F’ si et seulement si :

FeS=F <<= F+S=FEetFnNS={0} <= 7TF|S:S<—>E/F isomorphisme

Surjectivité :
F+S=F < VxeFk, dfeF,seS : x=f+s
r—s €eF
< (r—s)mod F=0
<= xmod F'=smod F
<~ 7p(z)=mp(s)

VereFE, dse S :

!

Vo€ B, mp(x) € Im(rp|g)
Im(7rF) C Im(ﬂ'F|S)

F :Im(ﬁF|5) car mp =Im(7p) car sujective
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all® surjective

Injectivité :

Ker(mp)NS={0} car Ker(np)=F

Ker(mr|g) ={0}  par restriction de I'ensemble de départ

FnsS={0}
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alp® injective

EV
Ainsi, si F' admet un supplémentaire S de dimension finie, alors E/F ~ S est de dimension finie, et

dim(S) = dim(E/F) = codim(F)

Réciproquement, si F' est de codimension finie n, posons (€; =e; mod F)1 <<y, une base de E/F avec

des représentants quelconques. Alors en posant S = Vect(e;)7—1, on a que
dim(S) =n = codim(F)

et donc .S induit un isomorphisme TF| g donc S est un supplémentaire de F' de dimension finie.



2. Directement avec les bases.

Montrons que :

(é;=e;mod F')1<i<yp base de E/F <= (e;)1<ig<n base d'un suplémentaire S de F' dans E

Plus précisémment, on a
(€;); génératrice de E/F <= F+ Vect(e;);i=F
et (&) libre <= FnNVect(e;);={0} et (e;); libre

Sens direct : Soit (€;)1<i<n une base de E/F Posons S := Vect(e;)1<i<n. Alors

o FF+S=F: SoitzecFE. Considérons T=xmodF
(€;); base de E/F donc soient (A\;)1<i<n € K" tels que T=3"_X\i¢&;
Sil'on pose s:=3) . Aie; €Vect(e;);=S, alors 5=3)". A é=2 puisque - morphisme.
Donc £ —s=0modF donc xz—s€F. Ainsi, x=x—s+ s €F+S
—~—

~—
eF €S
e FNS={0}: SoitzxecFNS.

Puisque x € S = Vect(e;);, soient (X\i)1<i<n €K™ tels que z=3".A;e;
Alors puisque x € ', x=0mod F' donc (- morphisme) z=3". Ni€;=0
Or (€;); libre, donc Vi, \;=0. Doncxz=7)" Aie;=0.

Réciproquement : Soit S tel que F'& S =FE, de base (€;)1<i<n-

e (€&;); génératrice : Soit T € E/F avec un représentant = € E quelconque.
E=F+ S doncsoit s€ Stelque z—s€F. Doncz=smodF.
s € S=Vect(e;); donc (~ morphisme) = =35 & Vect(é&;);.

e (&) libre: Soient (\i)igi<n €K™ tels que Zikie}-:(—)
Sil'on pose s:=3} . Aje; alors 5222.)\1'6_1':(_) puisque - morphisme.
s€ Vect(e;); =95 et se&F puisque s=0mod F. Donc se F'NS={0}.
s=3y .Xie;=0 or (e;);libre donc Vi, \;=0.
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