Théoréme chinois “traditionnel”
Soient (m;)1<i<r € Z" des entiers premiers entre eux deux-a-deux : Vi # j, pged(mg, m;)=1. Alors
V(ai)i<i<r €Z7, Fxe€Z, Iki)i<i<r €Z" @ {x=a;+km; Vie[l,r]

et toute autre solution est de la forme &' =z +k [];_, m; avec k € Z.

De fagon moins verbeuse,
V(ai)1i<i<r €47, Fzx€Z : {x=a; mod m; Vie[l,r]

c'est a dire qu'il existe une solution au systéme linéaire de congruence { z=a; mod m; Vi .

Preuve effective efficace : Soit i € [[1,7], posons

mi = H my;

1<5<r
J#i
Alors, point crucial, pged(m;, m;) =1. On peut donc trouver r relations de Bezout :
Vie[l,r], Juj,v€Z : umj+uv;m;=1

Posons e; := v; m;. On observe alors que

e, = 1l—u;m; = 1 modm;

Vi#i, e = vm; = 0 modm; car mjdiviny
doncVj, e = 1;,—; modm,

Ainsi, (e;)1<i<r forme une « base de solutions » du systéme : on vérifie que

™ ™
T o= E a;e; = E a;l;—; = a; modm;

est bien une solution du systéme.
Résolution pour r =2 :

r=a+kn r=a+kn
vz, kL€ Z, {x:b+£m {k”—fm:b_“:”

Puisque pged(a, b) =1, donnons-nous une relation de Bezout

nu+muv=1 quidonnealors nuc+muvc=c

donc si I'on prend k=uc=u(b—a) et L=vec=wv(b—a), on voit que (xt=a+ kn, k, {) est solution
particuliére du systéme.

Autre solution particuliére du systéme, plus simple & mémoriser :
r=nub+muva
en effet, la relation de Bezout donne nub=b—movb et mva=a —nwua donc

xr=a+nu(b—a)=a modn
x=b+muv(a—b)=bmodm

Maintenant, si (x’,k’,¢") est une autre solution, on a

dx :=x—x'" = (a+kn)—(a+k'n)=(k—k")n
= (b+Lm)—(b+0'm)=(L—-0")m

donc m div éx et n div dx donc, par le lemme de Gauss, mn div éz donc x=x'+nmr avec r € Z.



Théoréme chinois de Z /nZ

Soient (m;)1<i<r € Z" des entiers premiers entre eux deux-a-deux. Vi€ [1,7], posons

w4 =5 Z/miZ la projection canonique dans Z/miZ

Alors on a une surjection

e = i>:<17Ti T (m(x))1<i<r de 7 — i>:<1 Z/miZ

qui se factorise en un unique isomorphisme d’anneaux

Z / .

1=

(Hr 1mi)Z — i>:<1Z/miZ

Lien avec la formulation traditionnelle :

surjectivité < existence de solutions, injectivité < unicité modulo H:Zl m;
Mais c'est un énoncé plus fort : on a une bijection, linéarite, ...

Et plus fort encore qu'une simple isomorphisme d'anneau, cet isomorphisme descend de 7 !

Théoréme chinois dans un anneau A commutatif

Théoréme de Bezout : soient a,be A,

e SidePGCD(a,b) estun Ppccd, aA+bA=dA

Et si A est principal, il existe toujours un PGCD.
e SimePPCM(a,b) est un PPcM, a ANbA=mA

Théoréme chinois général :

Soient (I;)1<i<r des idéaux de A comaximaux deux-a-deux : Vi# j, I; +1;=A (c'est a dire que si
Ii;=m; A et [;=m; A, ce qui est toujours le cas dans un anneau principal, on ait m; A+m; A=1A4,
c'est a dire 1 est un PGCD, c'est a dire m; premier avec m;).

Alors on a une surjection
T

Ty = i>:<17TZ' g — (ﬂ-i<x))1<i<r

T
can
de A —» XA/ avec m:A 5 A
i=1 7" ’ ¢
qui se factorise en un unique isomorphisme d’anneaux

A X A
/ﬂizlli A =1 /Iz
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