Soit IK un corps de caractéristique #2. On se place dans le K-espace quadratique (E, ®), avec ¢
la forme polaire associée a la forme quadratique ®. Par défaut, | dénote la ®-orthogonalité.

1 Sommes directes orthogonales

Soient (F})1<i<k des sous-EV de E et (7g,)1<i<k les projections associées. On a que

k k k
z@J-Fi — Ez@ F; et 3(®;: F;— K quadratique)1 ik : @:Z D, 0mp, (1)

i=1 i=1 1=1

et alors Vi € [1, k], et on note (E,®) = @le (F;, @;).

Démonstration.  Supposons E = @le F,

= Posons Vi € [1, k], la forme quadratique ®;:=®|p, = ¢ (45 0).

Soit x € E et Vi€ [1,k], x;=7p,(z) € F;. Alors V(i, j) €1, k]]i, puisque F; LFj, z; L x;.
Donc (z;)1<i<k est une famille orthogonale, donc par Pythagore,

d(z) = (Z ) i@ Z (®;0mp)(x

i=1 i=1

<= Soient (®;: F;— K quadratique); <<k telles que @ = Zle D, 0mp,.
Alors V(i, j) € [1,k]%, VzeF, VyeF;,

ox,y) = - (P(z+y)—P(x—y))

((bl(mml(:ﬁ— y)) — @y 7r(z — y)))

Il
i

sil=1

(@i(z) — Dy(x) + @;(y) — ®j(—y)) car ﬂFz(xiy)—{gtyvsil—j
car  ®j(—y) =;(y)

Donc F; LF;. Donc la somme est orthogonale.

I
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De plus, Vi €[1, k], on a que ®; = |, puisque Vz € F},

= Z@l(ﬂ'Fl(fE)):@i(x) car wr(x)=0; %

Soient F', G sous-EV de E. Alors

(E,®)=(F,®r)® (G, ®5) avec ®p non dégénérée =— G=F=* (2)

Démonstration.  Supposons que E=F &1 G et que ®r=®|r = ¢|rx (-, ) est non dégénérée.
En particulier, F L G donc G C F* par définition.
Réciproquement, soit x € Fl zeE=F®G donc soient zr € F, z¢€G : z=xpr+ 2.
OnaqueVyeF, ¢(x,y)=o(zpr,y)+ d(xg, y) =0, donc ¢(zp,-)=0.

—_——

=0car F LG
Donc zp € Ker(z+— ¢|pxp(z,-)) =Ker(®p) = {0} car ®|r est non dégénérée. Donc zp =0.
Donc z=2¢ € G. Ainsi, F+CG. a
Soit x € E,
r non isotrope = E=Kz@’{z}t+ (3)

Démonstration.  On a évidemment que Kz | {z}+ par définition.

Montrons que E =Kz + {z}1. Soit y € E. Puisque x est non isotrope, ®(x) # 0 et on peut poser :

z = —(b(w’y)x € Kz

¢(z, )
Maintenant, y — z € {z}* puisque ¢(z,y — 2) = ¢(x,y) — ¢(z, 2) = ¢(z, y) — igzzg (r,2)=
Donc y=z+ (y — 2) e Kz + {z}.
Enfin, montrons que Kz N {z}+={0}. Soit y € Kxn{z}+ #0ar non isotrope
Alors IN€K : y=Az. De plus y € {z}+ donc ¢(y,r) =A¢(z,x) =0, donc A=0 donc y=0 O

Soit F' un sous-EV de FE,

Ker(®|p)=FNFtL (4)

Démonstration. C’est simplement une réécriture des définitions :

Ker(®|p) = Ker(w»—)qﬂpxp( ))
= {x S ¢)|F><F 0}
= {x eF :VyeF, 0}
= Fﬂ{xEE VyEF gbzy O}
= FNnFt
O
Tout espace quadratique non dégénéré et non nul posséde un vecteur non isotrope :
E#{0} et ® non dégénérée =— Cone(P)+FE (5)

Démonstration. Par absurde, supposons que Cone(®) = E (tout vecteur est isotrope) et que
Ker(®)={0} (non dégénérée). Soit z€ E. VyeFE, ¢(z,y) :% (®(z+y)—P(z—y))=0.
Donc ¢(z,) =0, donc x € Ker(®), donc z=0. Contradiction. =0 =0 O

Finalement, soit z € F,

E=Kzat{z}t+
®|k, et ®|y1 non dégénérée

(6)

T non isotrope —- {

Ainsi, on obtient que tout espace quadratique (F,®) non dégénéré non nul est décomposable en
une somme directe orthogonale de deux sous-espaces sur lesquels @ est encore non dégénérée.

Démonstration.  On a déja vu (3) que E =Kz &+ {z}+ puisque z est isotrope. De plus,
avec le résultat (4) précedent, Ker(®|k,) =Kz N (Kz)t=KzN{z}+={0} (somme directe).
Donc ®|k, non dégénérée. De méme, Ker(®|(,y1) = {z}n{z}++ C {a}-nKz = {0} O

2 Isomeétries

On notera systématiquement ¢ la forme polaire associée & une forme quadratique @, .

a.i) Soient
(B, ®5) —— (F,0p) —L— (G, 9¢)

des isométries. Alors f~! est une isométrie, car f isomorphisme donc f~! isomorphisme, et car

Yo,y P, u( £ ), £ ) TR e (£ @), £ ())) = b, )

Et go f est une isométrie, car une composition d’isomorphismes est un isomorphisme et que

Ve,yeF, ¢c(g9(f(x)),9(f(y))) or(f(2), f(y))

g isométrie f isométrie

or(r,y)

a.ii) Soient f: (E,®)— (E, ®’) une isométrie et F' un sous-EV de E. Alors

f|F: (Fv(I)|F) —>(f(F)7(I)/|f(F))
est une isométrie. En effet, la restriction et co-restriction associée d’un isomorphisme reste un
isomorphisme, et

f isométrie

Vo,yeF,  ¢lrmyx s (flr@), flr(y) =o'(f(2), fy) " = oé(z,y)=¢lr(z,y)

b) Soit (F,®) un espace quadratique et x, yo € F tels que ®(xg) = P(yo) # 0, non isotropes.
i) Par contraposée, supposons que xo+ yo et xg— yo sont isotrope, alors
4 (0, yo) = (0 + yo) — P(z0—y0) =0 donc (w0, yo) =0
Donc par Pythagore ®(xq+ y) = ®(zg) + ®(yo) =2 P(x9) =0 donc P(xy) =0. Contradiction.
Donc zg+ yo ou g — yo non isotrope.
ii) On fait une distinction suivant ces deux cas :
e Cas xg+ yp isotrope : Par le résultat précédent (3), en notant F:=K (294 yo), on a
E=F gt r+
Notons m:=7p et m) :=7p1 les projections associées sur cette somme directe. Posons
§ = mT—my
C’est une involution car c¢’est un endomorphisme et
§08 = MOS—mW|OS
= mo(mr—my)—mro(m—m])

= MOM—TOM| —TT | OM+T | OT |
v N——
=0 =0 =T
= w4+, = idg

-1

donc s est un isomorphisme (et s™*=s). De plus, c’est une isométrie : Vo, y € E,

¢(s(z),s(y)) = o(r(x),7(y)) —d(rL(x),n(y)) = o(m(@), mL(y)) + (7L(x), mL(y))
= o(n(@),m(y)) +¢(mi(2), 7(y)) + ¢(m(x), 71(y)) + ¢(mi(x), 71 (y))

O((m+m1) (@), (r+71)(y))

= ¢($,y)

C’est donc une isométrie. Enfin, z se décompose en zo= (xo+ Yo) + = L (xo —Yo)-

Or W € F, donc par unicité (somme directe), 7(zg) =

© et w1 (20) = =52 donc

s(xo) = m(x0) —mL(x0) = Yo

ce qui était voulu.
e Cas xg— yo isotrope : Meéme chose, avec F:=K (xg—yo) et s:=7 —m, on a

m(wo) =5 (wo—y0) et mi(z0)=75(z0+y0) dout s(wo)=1yo

Ainsi,

D(x0)=P(yo) #0 = 3Ts: E— E d-isométrie : s(xg) = yo (7)

c) Soient f: (E,®g) — (F,®p) une isométrie et G un sous-Ev de E. Alors

(G =f(G*P) (8)

Démonstration.  Par double inclusion (cachet d’aspirine non inclus) :

Soit 2 € £(G7). f~!(x) €G1¥ done Vg €G, 6p(f7(), 9) =0,

Alors Yy € f(G), ¢r(z,y) = ¢p(f'(x), f'(y)) =0 car f~}(y). Donc z € f(G)**

Posons G':=G*~. Alors, en appliquant ce que I'on vient de démontrer sur G’, on a
()
FIGNYL 5 £(GF) (x). Or G2 E GLete 5@, done f(G) C F(G™F) C F(GI)EF (x4),

Ainsi, f(G0) % p@) ¢ pantete ) payte. 0

3 Théoréme de simplification de Witt

Supposons que l'on a des espaces quadratiques tels que

(B, @) = (F1, %) @ (G1,51)

[« I
(B2, @2) = (Fo,W2) @ (Go,Zs)

(C’est a dire W1 o= Py 2|, , et 1= Py 2|q, , grace au résultat (1)) et :
— Ju: (B, P1) — (B9, ®2) et Ju: (F1,¥1) — (F2, V) isométries
—  (F1,7y) et (Fy, ¥3) sont de dimension finie et non dégénérés

Alors on a une isométrie

(Gb 51) — (GQ, 52)

Démonstration. Puisque F} est de dimension finie, on raisonne par récurrence sur dim Fj.
e Si F1={0}, alors Fo={0} par isomorphisme, et le théoréme est trivial en prenant w:=wu.

e Supposons le théoréme vrai en dimensions n. Prenons des espaces quadratiques vérifiant les
hypothéses du théoréme et dim Fy =dim Fo=n+1>0.

Puisque (F}, ¥1) est un espace non dégénéré non nul, par le résultat (5), il posséde un vecteur non
isotrope x1 € F1\Cone(¥;). Posons z2:=v(z1) € Fb.

Alors par l'isométrie v, ®o(x2) = Wa(x2) = Us(v(21)) = ¥1(21) #0 donc z2 non isotrope.

Le résultat (6) indique alors que

Fy =D&t H ot Fr=Dy®* H,
®4|p, et Pq|y, non dégénérée Ds|p, et Poly, non dégénérée

avec D;:=Kux; et H;:= (Di)J‘Fi C F; pour i=1,2, dou

(Ei®;) = ( ;) ®( m) @ (Gi, Zi)
avec o, = (I)i|DiO7TDi+‘bi|HiO7THi—|-E.Z-O7TGi

i) iy

puisque par hypothése, &, =V, o g, + Z;0mg,.
De plus, en posant y1 :=u~!(x2) € E1, avec ce que I'on vient de voir et puisque u ! est une isométrie,
@1 (y1) =1 (u"(w2)) = Pa(z2) = ®1(x1) # 0. Le résultat (7) nous donne alors une isométrie

s: (E1, ®1) — (E1, ®1) telle que s(xi) =

Posons alors f:=wuo s|m,eq,, qui est & valeurs dans Hy @ G3. En effet,

uos(Hi®Gp) = uos(DlLEl) avec (2) car ®1|p, non dégénérée
= wos(Dy)t”2 avec (8) car u et s, donc uo s isométries
= wos(Kz)™" = (Kxg)™P2 car u(s(z1)) =u(y1) =22
= D;EQ = Hy® Gy avec (2) car ®o|p, non dégénérée

Alternativement, sans utiliser (8), avec (1)1 2 les formes polaires associées & ®1 5 : Vo € H1 ® Gy,

Pa(f(x),22) = @o(u(s(x)),v(z1)) par définition
= gbg(u(s xl))) car u(s(z1)) =u(y1) =x2=v(x1)
= ¢1(s(x s(xy) ) car u isométrie
= ¢i(z,m1) car s isométrie
=0 car v Lxy car e HH® Gy L Dy

donc f(z) € (Kay)P2= D;Ez =

Par composition des isométries u et s, c’est donc une isométrie

f: (Hl et G1,P1) — (H2 et G27q)2)

H; @ G en utilisant le résultat (2) car ®3|p, non dégénéree.

De plus, v|g, est & valeurs dans Hs. En effet,

v(Hy) = U(DllFl) avec (2) car Uq|p, non dégénérée
= u(Dy)*tr avec (8) car v isométrie
= (lKgcl)LF? = (lKgcg)LF? car v(x1) =2
= DJ‘F2 = H, avec (2) car Uy|p, non dégénérée

Ainsi, en posant v’ la co-restriction de v|g, & Ha, on a une isométrie v’: (Hy, ®1) — (Ha, ®2).

(Hiet G, 1) = (H, ) & (G1,51)

/
En résumé : I ! IU

(Hy®F G, @) = (Ha, U3) @ (Ga,Es)

avec @] := O;|g.cc, et U] 1= On se retrouve donc dans les hypothéses du
théoréme avec dim Hy = dim H; = dim F; — dim D; +dim(Ker(®4|p,)) = n+1-1 = n.
N——

———
=dimKzi=1 ={0} (non dégénérée)

Donc (01751) et (Gg, Eg) isomorphes par hypothése de récurrence. O
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