Critére d’auto-diffeomorphisme

On se place dans (E, ||-||) un EVN de dimension finie. Soit f: £ — E une fonction de classe C! telle que

Hk>0: Vi, jeE, k|Z-glI<If(@) - @ (1)

Montrons que c'est un difféfomorphisme de E dans lui méme.

e Soit Z € E. Montrons que d f(Z) est inversible.

Soit 4 € Ker(df(Z)). Alors Vt € R*, || f(Z+td) — f(Z)| =k || + td — Z| =k |t] |d]|, donc,
comme f(Z+tid)= f(Z)+t-df(Z)(id)+ o (t) puisque f est différentiable, on a
—— t—0
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donc 4 =0. Donc Ker(d f(Z)) ={0} donc d f(Z) est injective donc bijective (dimension finie).

d f(Z) est inversible

Ainsi, par le théoréme d'inversion locale, f est un difféeomorphisme local en tout point :

AUz, Vz € O(E) tels que f|‘£ soit un diffeomorphisme. Et alors f(E) est la réunion d'ouverts
f(E)=U Vz, donc est un ouvert.
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e De plus, f est injective : Vz', 75 € E tels que f(z7)= f(z52),

kllzy =zl < [[f(z1) = f(@2)]| = 0
donc ||z7 — @5|| =0, donc 7' = .

Ainsi, f est un diffeomorphisme local injectif, donc

f: E— f(E) estun Cl-diffeomorphisme

e En précomposant par f~! dans (1), on a que VZ,j€ F, ||f_1(f) — f_l(ﬂ)” g% |Z — ¥||. Donc

f =1 est /,-lipschitzienne pour ||-||

e Montrons que f est un difféeomorphisme sur f(E)= E tout entier, par connexité de F :
—  f(E) est un ouvert (déja vu, car union des ouverts Vz)
—  f(F) est un fermé de E. En effet, par caractérisaton séquentielle :
Soit (77)nen € f(E)XN telle que 37, — YEeE (/\ Ne pas écrire f~1(%))

Alors (f_l(y}))neN est une suite convergente car c'est une suite de Cauchy dans
I'espace complet (E, ||-||) (car EvN de dimension finie) :

Vp, g €N, 7N ) — W) < 241 — dalh ——= 2 0

P,q—>00
car f~! est 2-lipschitzienne et car (7,,)neN est convergente donc de Cauchy.

Notons Z:= lim f~!(4;). Alors par continuité de f,
n— oo

F@)=7( lim f )= tm f(7 7)) = lim g, =7
Donc 4= f(Z) € f(E).
—  f(FE) est non vide

or E est connexe (car espace vectoriel), donc f(E)=FE :

f: E—E est un C!'-diffeomorphisme




Exemple

f:R? — R?
T sin(Ys) —x
Ml e
f est de classe C! car ses dérivées partielles, de formules

,y) €R?,

)

sont définies et continues. On peut alors montrer que Vi = (x

3

det Jac f(u) = 1—%008(2) cos(f) > 7

5 5 >0

donc que d f() est inversible. Mais on le sait déja grace a la propriété (1) que I'on vérifie :

Soient et w0y = (21, y1), Uz = (T2, y2) € R%. On a alors par définition de f que

f(d,l) . f(JQ) _ l sin(sz) — To ] . l sin(%) —x1 ] _ l sin(Z—zz) —sin(%) ] + ( _,2 . _,1)

sin(T) — Y2 sin(%) — Y1 sin(T) — sin(%)

I3 — sl = Hf(@)—f(ﬁl)—[:jgi_jﬁ;jjﬁﬁi]

1
< If (@) = f(@)]lr + |sin(£) —sin(%)] + |sin(22) —sin( )|
< f (@) = F@)lh + 5lye—yil +5 w2 — 1]
= |[f(u2) = flan)[x + %”172 — il
[ (*1) : puisque |Osin| < 1, par accroissements finis, Va,b € R, [sin(%) — sin(%:)| < |% — b5] ]
donc
Vi, @ €R?, g [ld — sl < || (@) — f(@)|

Ainsi, en utilisant le théoréme précédent f: IR?> — IR? est un C!-difféeomorphisme.
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