
Complétude de la sphère unité

Soit (E; k�k) un evn. Montrons que

(E; k�k) complet ()
¡
S :=Sk�k(0E ; 1); k�k

�
complet

=). Comme S=@ Bk�k(0E ; 1) étant une partie fermée de (E; k�k) complet, elle l'est aussi. �

(=. Supposons que (S; k�k) est complet. Montrons la complétude de (E; k�k).
Soit x=(xn)n2N2Ecauchyk�k

N une suite de Cauchy de E. Montrons qu'elle converge.

On a bien envie de poser xne := xn/kxnk 2 S(0E ; 1), mais ce n'est pas forcément une suite de
Cauchy, par exemple dans le cas où la suite tend vers 0E en spirale, où xne trourne indé�niment :

S(0E ; 1)

0E

xn

� Cas 0E 2Adh(x). C'est une suite de Cauchy possédant une valeur d'adhérence, donc
elle converge vers cette valeur : xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
0E. C'est gagné.

� Cas 0E 2/ Adh(x) : par négation,

9"a> 0; 9Na2N : 8n>Na; kxnk> "a
Fixons de tels "a et Na. Posons alors 8n>Na,

xne :=
xn
kxnk

2 S(0E ; 1)

Soit "> 0. Puisque (xn)n2N est une suite de Cauchy,

9N"2N : 8p; q>N"; kxp¡xqk|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }<"����kxpk¡ kxqk���� 6
On remarque donc que la suite des normes

¡
kxnk

�
n2N2Rcauchyj�j

N est une suite de Cauchy.
Or (R; j�j) est complet, donc elle converge :

kxnk!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

� 2R

Montrons que (xne )n>Na est de Cauchy. Posons N :=max (Na; N"). Alors 8p; q>N ,xp~ ¡xq~ =

 xp
kxpk

¡ xq
kxqk

 =

xp¡xqkxpk
+xq

� 1

kxpk
¡ 1

kxqk
�

6 kxp¡xqk
kxpk

+ kxqk
� 1
kxpk

¡ 1
kxqk

�
=
kxp¡xqk+ kxqk¡kxpk

kxpk

6 kxp¡xqk+
����kxqk¡kxpk����
kxpk

(kxnk> "a + Cauchy) 6 "+ "
"a

6 cste/" � " avec cste= 2

"a

Ainsi, (xne )n>Na2Scauchyk�k
N est une suite de Cauchy. Or (S; k�k) est complet, donc

xne !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k�k

n!1
x~ 2S donc xn=xne � kxnk!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

k�k

n!1
x~ �� 2E

par produit de limites. Ainsi, (xn)n2N converge. �
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