Complétude de la sphére unité

Soit (E, ||-||) un EVN. Montrons que

(E,||-|l) complet <= (S:=S).;(0g,1),|||) complet

=>. Comme S=0B.(0g, 1) étant une partie fermée de (£, ||-||) complet, elle I'est aussi. [

<=. Supposons que (S, ||-||) est complet. Montrons la complétude de (E, ||-]|)-
Soit & = (Zn)neN € E}E;TuchwH une suite de Cauchy de E. Montrons qu’elle converge.

On a bien envie de poser T, :=xy/ ||zl € S(0g, 1), mais ce n’est pas forcément une suite de
Cauchy, par exemple dans le cas o la suite tend vers Og en spirale, ot T, trourne indéfiniment :

T et S(0p, 1)

e Cas Og € Adh(x). C’est une suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence, donc
elle converge vers cette valeur : z,, — O0g. C’est gagné.
n oo

e Cas Og ¢ Adh(x) : par négation,
Jea>0, AN,EN : V= N, ||| = ea

Fixons de tels €, et IV,. Posons alors Vn > N,,

Ty = ES(OE, )

Tlzall nH
Soit € > 0. Puisque (z,)nen est une suite de Cauchy,
AN.eN :Vp,q= N, ||zp— x4l <e
el = llzgll] <

On remarque donc que la suite des normes ( |zl )nEN € IE-L]E\aIuchyH est une suite de Cauchy.
Or (IR, |-|) est complet, donc elle converge :

|zn|| —— a €R
n— oo

Montrons que (%,)n>n, est de Cauchy. Posons N :=max (N, NE). Alors Vp,g= N,
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Ainsi, (Zp)n>nN, € Sﬂclf.juchyu_H est une suite de Cauchy. Or (S, ||-||) est complet, donc

Tn —)“ I es donc Ty =T+ || 0| —>H I a el

par produit de limites. Ainsi, (z)neN converge. O



