Complétude de I'espace de convergence uniforme des suites bornées

(E,d) espace métrique complet == (EN{* d..) complet
avec ENg .= {(ack)m cEN . diamd({xk}k@) < —l—oo}

et avec doo((:rk)k, (yk)k) := sup d(zg, yk)
kEN

Démonstration. C’est 'espace de convergence uniforme des fonctions bornées N — E,
avec IN muni de la topologie discréte.

Démonstration. Dans un EVN (E, |.|) complet.
Soit (€n = (T, k)rex)nen € (ENEOO)E\;uChy“‘Hw suite de Cauchy. Soit € >0. On a donc que

AN €N :Vp,g=> Nee, ||Xp—24lc<e
N————

= Sup |2p,k — Tqk|
EEN N e’

donc < ¢

Convergence ponctuelle. Ainsi, Vk € N,
AN €N :Vp,q2> Neo, |p s —xq.x| <e. Donc (zn k). € Eguchy‘_‘ est de Cauchy.
Or (E,|-|) est complet, donc on a convergence ponctuelle (zp k), cx € ng,‘_‘

Posons alors Teo p:= lm Zp 1k €t Too= (Too,k)rex
n— oo ’

Convergence uniforme. On a vu que

Vp,q>=Noe, YEEN, |2y — 24, 1| <& donc par passage & la limite p— oo,
Vg> Nee, VEEN, | Im xp k — Tq k| = |Too,k — Tq,k| <€
p*}OO

donc Ve >0, INEN : Vn>2 N, ||€p — Toolloc <€ donc ||mnfmoo||oo+;—-%0
n o0

Convergence uniforme. Alternativement, par convergence ponctuelle on a que
Vk e 1N, E|Nk7€ :Vn> Nk,e; |5L'n,k — $m7k| <e
Alors Vn> N, ., Vk €N, en posant N(k):=max (Nc,c, Ng.),

[T,k = Too k| < |Tn,k — TN (), k] + | TN (R) & — Too k| < 26

< & (Cauchy) < € (conv. ponct.)
car n,N (k) >N ¢ car N(k)> Ny

Donc Vn = Ng e, SUD |Tn k — Too,k| = ||Tn — Toolloo <2 donc  ||&)n — Tool|oo —— 0
keN n— oo

Bornée. Il reste & montrer que o, € ENI®.  Avec n:= Ne,e
[Zoolloo = [|[Too — Tnlloo + [[Tnllee <400
——

< 2e <400 <400
(convergence) car ENgo

Vérification dans un espace métrique (E,d) :
Yk, 1EN, d(Took) Too,l) < A(Too ks Tnk) + A(Tn by Tnt) +d(Tn 1, Too 1)

< 2 <+ gdiam({mn,k}k) <2 <40
<+o0
Donc diam({xw7k}k) = sup d(Too,k)Too,l) <400

k, N

Finalement, on a que x, M X € ENU® | donc toute suite de Cauchy est convergente.
n—oo



Complétude de I'’espace de convergence uniforme des fonctions

(E,dg) espace métrique et (F',dr) espace complet — (FBy.(E, F),d) complet
avec FBy,(E,F):= {f €F(E,F) : diamg,( f(E)) < +oo}
et avec doo(f, g) := suI;3 d(f(x), g(m))
[AS

Démonstration. Dans un EVN (E, |.|) complet.

Soit (fn)ex € (FBup(E, F))2

cauchy.| o

HNC,EGN : vpaq2NC75’ ”fp_ quOC<E
N— ———

=sup | fo(z) — fo()]
N————

reE

suite de Cauchy. Soit € > 0. On a donc que

donc < ¢

Convergence ponctuelle. Ainsi, Vz € E,
AN, €N :Vp,q= N, | folz) — fo(z)] <e. Donc (fn(ﬂé’))"EN € FéliuchyH est de Cauchy.
Or (F,|-|) complet, donc on a convergence ponctuelle (fn(a:))gN € FCHjH

Posons alors f:z+— f(z):= lim f,(z) O
n—oo

Convergence uniforme. Par convergence ponctuelle on a que
Ve€E, 3N, : V= Ny o, | fulz) — f(2)| <e
Alors Vn > N.:= N, ., Ve € E, en posant N :=max (Nc ¢, Ny )
| Fule) = @) <[ fule) = In@)| + | dv@) - J(@)] < 26

< & (Cauchy) < € (conv. ponct.)
car n,N >N car N>Ng ¢

Donc Vn = N¢, sup |fn(x) - f($)| =Ifn—fllo<2e donc | fn— fHOOT>O U
zelE n— oo

Bornée. Il reste & montrer que f est bornée. Dans un espace métrique (E,d) :

On a par convergence uniforme, et puisque Vn € N, f,, bornée,

< 2 <+o0 gdiam(fNE(E)) < 2 <+
<+o00
Donc diam( f(E)) = sup d( f(z), f(y)) <+oo O
z,yeE

Finalement, on a que f, i_lﬂl;ﬁﬁ f€FBy.(E, F), donc toute suite de Cauchy est convergente. [
n [ee]

Fonctions continues sur un compact

(K ,dk) espace compact et (F,dr) espace complet = (CJ. 4.(K,F),do) complet
Démonstration. Toute fonction continue sur un compact est bornée, donc
Che ap(K,F) C FByu(K,F). De plus, c’est une partie fermée de (FBu,(E, F),dwo) :
doo .. . . .
Soit (fn)wex GCL?K,dF(K, F)N—= f. C’est une limite uniforme de fonctions continues,

donc elle méme continue : f € CgK_’dF(K, F). |



Non-complétude de (LP(E, F), d,.)
Méme si (E, |-|) complet, (EN(P, ||-||oo) pas forcément complet pour p € [1, +o0]

—+o0
p p
p;:;;o P < +oo}

Contre-exemple. En effet, RN¢?» ¢ RN¢>®

(car par contraposée, si ||(xk),||cc = 400, alors (|xk|")k non

avec EN(P = {(fﬂk)m e BN - || (zx).

. sos 00 ) . R
bornée et sa série 2:20 |z, |P diverge grossiérement)

Pourtant, RN/ est non fermé dans (RN ||| ) :

Considérons Vn,k € N, x,, 1= ——"——
+c>oyl€ pV k + 1

Alors Vn €N, ||z, |, = Z |xn,k Il[[om]](k:)|p = Z |2, k|P < +00 (somme finie) donc x,, € RN¢P

k=0 k=0
+o0 1
=Y =t O
k=1

et Ty = (Tn k)ren

n

+oo
[RIES 1 ) N ,
Oraz, —— oo = 57— | ¢RP car |x|}= E
n— 0o <p\/k‘+1 k P k=0

p

1

VEF1

Non-complétude de (C°(K, F), ||-]|1)

(CO(K, F),||]]1) n’est pas forcément complet, avec || f||1 ::/ |f| (vraie norme sur C°(K, F) car
K

VFeCUK,F): | flli=0, |f]| est positive continue d’intégrale nulle, donc | f|=0 donc f=0)

Démonstration. Considérons (legl/KerH-Hp H||1~> et ®: L1—L: f—s f proj. canonique
Alors (CO(K, F),||]l1) est isométrique a (®(CO(K, F)), |[-l1~)
(CI)’%CO) bijective car ® injective, et ||:||1~ =]|:||1 o ® donc isométrique)
Or ®(C°([0,2],R)) non fermé dans I'espace métrique (L([0,2], R), ||-[1~) donc non complet.
Ainsi, par isométrie, (CO([O, 1, R), HHI) est non complet. O
fn: 0,2 — R

Contre-exemple. Posons la suite de fonctions continues z— 2" sizel0,1]
r+——1 sinon

SuppOSOns que Elf GCO([O’ 1]a IR) : fn alll*—)
n—

o0

f- On a que fp +:% 11,2

Alors (| fn,— f|)nen suite décroissante de fonctions mesurables (car continues) donc par

convergence monotone/|]l[172] - f|:/‘ lim f,, — f‘ = lim /|fnf fl=lm || fn— fll1=0
n— 00 n— 00 n—r oo

111,91 — f] positive d’intégrale nulle donc f =" 1j; 5. Or 0=1lim L o # lim Ly g = 1.
1~ 1

donc 1y 9 posséde une discontinuité d’ordre 1 donc f ne peut étre que discontinue. Absurde.

Donc (®(fa)) _ ¢ ®(CO([0, 2],]R))N donc ©(C°([0,2],R)) partie non fermé. O

neN CVH‘H1,~



Complétude d’un espace produit

n

Vie[l,n], (E;d;) complet — <Ex = X E;, dx> complet, avec dy = du, d1, ... équivalentes
i=1

Démonstration. Posons 7; les projections canoniques.

Soit (n).cx € (Ex)g\;uchydx suite de Cauchy. Soit £ >0. On a donc que
AN. €N : Vp,q¢> N;, doo(xp, xq) <€
——————

)

donc < e
Ainsi, Vi €1, n],

Ve>0, AN, €N, VYp,q> N, di(m(mp), m-(a:q)) <& donc (m(mn))n S (Ei)g\;uchYdi de Cauchy.
Or (E;,d;) complet, donc m;(x,,) T Tooi € E;
n oo

d
Chaque composante converge, donc par topologie produit, @, +;5-—> (Too.i)i<icn € (BEx)N O
o0

n



