
Complétude de l'espace de convergence uniforme des suites bornées

(E; d) espace métrique complet =) (EN`1; d1) complet

avec EN`1 :=
n
(xk)k2N 2EN : diamd

¡
fxkgk2N

�
<+1

o
et avec d1

¡
(xk)k; (yk)k

�
:= sup

k2N
d(xk; yk)

Démonstration. C'est l'espace de convergence uniforme des fonctions bornées N¡!E,
avec N muni de la topologie discrète. �

Démonstration. Dans un evn (E; j:j) complet.

Soit (xn=(xn;k)k2N)n2N 2 (EN`1)cauchyk�k1
N suite de Cauchy. Soit "> 0. On a donc que

9Nc;"2N : 8p; q>Nc;"; kxp¡xqk1|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }<"

= sup
k2N

jxp;k¡xq;kj|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
donc < "

Convergence ponctuelle. Ainsi, 8k 2N,

9Nc;"2N : 8p; q>Nc;"; jxp;k¡xq;kj<". Donc (xn;k)n2N 2Ecauchyj�j
N est de Cauchy.

Or (E; j�j) est complet, donc on a convergence ponctuelle (xn;k)n2N 2Ecvj�j
N

Posons alors x1;k := lim
n!1

xn;k et x1=(x1;k)k2N �

Convergence uniforme. On a vu que

8p; q>Nc;"; 8k 2N; jxp;k¡xq;kj<" donc par passage à la limite p!1,

8q>Nc;"; 8k 2N;
������ lim
p!1

xp;k¡xq;k
������= jx1;k¡xq;kj6 "

donc 8"> 0; 9N 2N : 8n>N; kxn¡x1k16 " donc kxn¡x1k1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

0 �

Convergence uniforme. Alternativement, par convergence ponctuelle on a que

8k 2N; 9Nk;" : 8n>Nk;"; jxn;k¡x1;kj<"

Alors 8n>Nc;"; 8k 2N; en posant N(k) :=max (Nc;"; Nk;"),����xn;k¡x1;k

����6 ����xn;k¡xN(k);k����|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
< " (Cauchy)

car n;N(k)>Nc;"

+
����xN(k);k¡x1;k
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< " (conv. ponct.)
car N(k)>Nk;"

< 2 "

Donc 8n>Nc;"; sup
k2N

jxn;k¡x1;kj= kxn¡x1k16 2 " donc kxn¡x1k1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

0 �

Bornée. Il reste à montrer que x12EN`1. Avec n :=Nc;"

kx1k1= kx1¡xnk1||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
6 2" <+1

(convergence)

+ kxnk1|||||||||||||||||||||||||{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}
<+1

car EN`1

<+1

Véri�cation dans un espace métrique (E; d) :

8k; l2N, d(x1;k; x1;l)6 d(x1;k; xn;k)|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
6 2" <+1

+ d(xn;k; xn;l)|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
6 diam

¡
fxn;kgk

�
<+1

+ d(xn;l; x1;l)||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
6 2" <+1

Donc diam
¡
fx1;kgk

�
= sup

k;l2N
d(x1;k; x1;l) <+1 �

Finalement, on a que xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k�k1
n!1

x12EN`1, donc toute suite de Cauchy est convergente. �



Complétude de l'espace de convergence uniforme des fonctions

(E; dE) espace métrique et (F ; dF ) espace complet =) (FBdF(E;F ); d1) complet

avec FBdF(E;F ) :=
n
f 2F(E;F ) : diamdF

¡
f(E)

�
<+1

o
et avec d1(f ; g) := sup

x2E
d
¡
f(x); g(x)

�
Démonstration. Dans un evn (E; j:j) complet.

Soit (fn)n2N 2
¡
FBdF(E;F )

�
cauchyk�k1

N
suite de Cauchy. Soit "> 0. On a donc que

9Nc;"2N : 8p; q>Nc;"; kfp¡ fqk1|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }<"

= sup
x2E

����fp(x)¡ fq(x)
����||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }

donc < "

Convergence ponctuelle. Ainsi, 8x2E,

9Nc;"2N : 8p; q>Nc;";
����fp(x)¡ fq(x)

����<". Donc
¡
fn(x)

�
n2N
2Fcauchyj�j

N est de Cauchy.

Or (F ; j�j) complet, donc on a convergence ponctuelle
¡
fn(x)

�
n2N
2Fcvj�j

N

Posons alors f : x 7¡! f(x) := lim
n!1

fn(x) �

Convergence uniforme. Par convergence ponctuelle on a que

8x2E; 9Nx;" : 8n>Nx;";
����fn(x)¡ f(x)

����<"

Alors 8n>N" :=Nc;"; 8x2E; en posant N :=max (Nc;"; Nx;")����fn(x)¡ f(x)
����6 ����fn(x)¡ fN(x)
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< " (Cauchy)
car n;N>Nc;"

+
����fN(x)¡ f(x)
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< " (conv. ponct.)

car N>Nx;"

< 2 "

Donc 8n>N"; sup
x2E

����fn(x)¡ f(x)
����= kfn¡ f k16 2 " donc kfn¡ f k1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
0 �

Bornée. Il reste à montrer que f est bornée. Dans un espace métrique (E; d) :

On a par convergence uniforme, et puisque 8n2N; fn bornée,

8x; y 2E, d
¡
f(x); f(y)

�
6 d

¡
f(x); fN"(x)
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6 2" <+1

+ d
¡
fN"(x); fN"(y)
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6 diam

¡
fN"(E)

�
<+1

+ d
¡
fN"(y); f(y)
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6 2" <+1

Donc diam
¡
f(E)

�
= sup

x;y2E
d
¡
f(x); f(y)

�
<+1 �

Finalement, on a que fn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�k1
n!1

f 2FBdF(E;F ), donc toute suite de Cauchy est convergente. �

Fonctions continues sur un compact

(K; dK) espace compact et (F ; dF) espace complet =) (CdK;dF
0 (K;F ); d1) complet

Démonstration. Toute fonction continue sur un compact est bornée, donc

CdK;dF
0 (K;F ) � FBdF(K;F ). De plus, c'est une partie fermée de (FBdF(E;F ); d1) :

Soit (fn)n2N 2CdK;dF
0 (K;F )N!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

d1
f . C'est une limite uniforme de fonctions continues,

donc elle même continue : f 2CdK;dF
0 (K;F ). �



Non-complétude de (Lp(E ; F ); d1)

Même si (E; j�j) complet, (EN`p; k�k1) pas forcément complet pour p2 [1;+1[

avec EN`p :=

�
(xk)k2N 2EN :





(xk)k



pp :=X
k=0

+1

jxkjp<+1
�

Contre-exemple. En e�et, RN`p � RN`1

(car par contraposée, si k(xk)kk1=+1, alors
¡
jxkjp

�
k
non

bornée et sa série
P

k=0
+1 jxnjp diverge grossièrement)

Pourtant, RN`p est non fermé dans (RN`1; k�k1) :

Considérons 8n; k 2N; xn;k :=
1J0;nK(k)
k+1

pp et xn=(xn;k)k2N

Alors 8n2N; kxnkp
p=

X
k=0

+1 ����xn;k 1J0;nK(k)����p=X
k=0

n

jxn;kjp<+1 (somme �nie) donc xn2RN`p

Or xn !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k�k1

n!1
x1 :=

�
1

k+1
pp

�
k

2/ RN`p car kx1kp
p=

X
k=0

+1 �������� 1

k+1
pp

��������p=X
k=1

+1
1
k
=+1 �

Non-complétude de (C0(K ; F ); k�k1)

(C0(K;F ); k�k1) n'est pas forcément complet, avec kf k1 :=
Z
K

jf j (vraie norme sur C0(K;F ) car

8f 2C0(K;F ) : kf k1=0, jf j est positive continue d'intégrale nulle, donc jf j=0 donc f =0)

Démonstration. Considérons
�
L1= /ℒ1

Kerk�k1;k�k1�
�
et � : ℒ1¡!L1 : f 7¡! f~ proj. canonique

Alors
¡
C0(K;F ); k�k1

�
est isométrique à

¡
�
¡
C0(K;F )

�
; k�k1�

�
(�

����
C0
�
¡
C0

�
bijective car � injective, et k�k1�= k�k1 �� donc isométrique)

Or �
¡
C0([0; 2];R)

�
non fermé dans l'espace métrique

¡
L1([0; 2];R); k�k1�

�
donc non complet.

Ainsi, par isométrie,
¡
C0([0; 1];R); k�k1

�
est non complet. �

Contre-exemple. Posons la suite de fonctions continues
fn : [0; 2]¡!R

x 7¡!xn si x2 [0; 1]
x 7¡! 1 sinon

Supposons que 9f 2C0([0; 1];R) : fn !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k�k1

n!1
f . On a que fn !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
1[1;2]

Alors (jfn¡ f j)n2N suite décroissante de fonctions mesurables (car continues) donc par

convergence monotone
Z
j1[1;2]¡ f j=

Z ������ lim
n!1

fn¡ f
������= lim

n!1

Z
jfn¡ f j= lim

n!1
kfn¡ f k1=0

j1[1;2]¡ f j positive d'intégrale nulle donc f =
�-pp

1[1;2]. Or 0= lim
1¡
1[1;2]=/ lim

1+
1[1;2]=1.

donc 1[1;2] possède une discontinuité d'ordre 1 donc f ne peut être que discontinue. Absurde.

Donc
¡
�(fn)

�
n2N

2/ �
¡
C0([0; 2];R)

�
cvk�k1;�

N
donc �

¡
C0([0; 2];R)

�
partie non fermé. �



Complétude d'un espace produit

8i2 J1; nK; (Ei; di) complet =)
�
E� :=�

i=1

n

Ei; d�

�
complet, avec d�= d1; d1; ::: équivalentes

Démonstration. Posons �i les projections canoniques.

Soit (xn)n2N 2 (E�)cauchyd�
N suite de Cauchy. Soit "> 0. On a donc que

9N"2N : 8p; q>N"; d1(xp;xq)||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }<"

= max
16i6n

di
¡
�i(xp); �i(xq)
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donc < "

Ainsi, 8i2 J1; nK,
8"> 0; 9N"2N; 8p; q>N"; di

¡
�i(xp); �i(xq)

�
<" donc

¡
�i(xn)

�
n
2 (Ei)cauchydi

N de Cauchy.

Or (Ei; di) complet, donc �i(xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

x1;i 2Ei
Chaque composante converge, donc par topologie produit, xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

d�

n!1
(x1;i)16i6n2 (E�)N �


