Convolution

1. Deéfinitions et propriétés

Soient f, g € M(IR?) deux fonctions mesurables.

f et g convolables &L ‘v’a:peled, y— f(z —y) g(y) € LHRY)

On définit alors la convoluée / le produit de convolution de f et g par

f*g: wHAddyf(w—y)g(y)

défini sur R\ N avec N négligeable. Par la suite, lorsque f: R\N;— F et g: RY\N, — F définies
en dehors de parties négligeables Ny, N,, Ny U N, étant négligeable, on utilisera la notation

def
f=g9g <= ‘v’a:ECNfﬂCNg, f(z)=g(x)

Par le changement de variable y — 2 —y, on a alors [dy f(z —vy) 9(y) = [dy f(y) g(x — y). Le produit
de convolution est donc commutatif :

[xg=gx*f

Par linéarité de l'intégrale, le produit de convolution est bilinéaire : lorsque f, g et f,h sont convolables,
et A€ K, f et Ag+ h sont convolables et

fxANg+h) =XNfxg+ fxh

Compatibilité avec les translations. Soient f, g deux fonctions convolables. Alors :

VaeRY, | trsly(f)*g = trsly(f * g)

Support. Soient f, g deux fonctions convolables. Alors :

SUPPess f * § C SUPPess | + SUPPess g

[ rappel : si f EM( ), le support est le complémentaire du plus gros ouvert sur lequel f est nulle presque

partout : SUpPess( f Q\U {Ue o f|U 0} ]

2. Convolution dans LP

Algébre de convolution L. Soient f, g 63}, alors f et g convolables et f* g€ Z£!. De plus, f*g
est indépendant des représentants choisis pour f,§ € L', donc *: L' x L' — L! est bien défini.

De plus, le produit de convolution est associatif dans L' et ||-||; est une norme d’algébre :

Vg helt,  fx(gxh) = (fxg)xh| et |Vf geLt, |fxgllh <Iflh-llgl

Soient f, g€ Z*'. On montre alors que (z,y) — | f(z — y) g(x)| est mesurable, donc par le théoréme de Fubini-
positif puis par le changement de variable z — y+—x, on a

1f1=1glll, = /dif/dy flz—y) g(y)| = /dylg(y)l/dx [fl@—y) | = fll gl <+oo

donc (z,y) — f(x —y) g(x) est intégrable. Donc par Fubini-L!, Vx ERY, y— f(x—y) glx) €L donc f et
g sont convolables, et z+— [dy f(z —y) g(x) = (f*g)(a )Efl Alors par inégalité triangulaire,

I 59ll, = [az| [dus—v) gty ] [ax (415 =) 9@l = 151 gl

Ainsi, (LYR?), +, k. *, ||-[|1) algébre de Banach commutative non-unitaire

Non existence d'un neutre : En effet, siJue £ : Vf € L, ux f= f, avec J=1p,q € Z1NZ> fonction
porte, par régularisation L, f =wux* f devrait étre continue, ce qui n'est pas le cas.
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Convolution dans LP. Soient f € ZP et g€ L' avec p€[1,+0o0]. Alors f et g convolables et

On a méme par Fubini-L! que

frgeZ? et |[[fxglly <Ifllp-lglh

Pour p <1 (sinon déja vu). Convolabilité : VK C RY compact, par I'inégalité de Hélder, on a
vyeR?, sl £ Txell, < llowsly fllp- [ Lxclly = N1l 15T

avec ¢ conjugué a p. Donc aprés avoir montré la mesurabilité, par Fubini-positif,

Jao [avis@= o)1) = [aylow] [1nsd, Fl1x = /d,m ) |ty £1 L],

< 1Ml 114 Diglh < oo

Donc par Fubini-L!, Vz €K, y— f(z —vy) g(y) Ixley € Z(R?). Donc Vz €RY en choisissant K. >z,
y— f(x —y) g(y) € LM donc fetg convolables.

Pour L°° : <1 F oo

(suppess < supp)

N
VzeRY, |fxgl(z) < /qyf(flf—yﬂg(y) < [ fllssliglly done [[f % glloe < [[flloo- [lglla <+o0

Pour L? avec 1 <p<+oo: Vaxc€RY puisque 1 :l—kl et par |'inégalité de Holder,

voeRe, £ g0l = 17— Nlal™lalll, < 15— llgl], 1o

9

q

S
IRt (/ dy |f(z — ) g<y>|)p -
[a( favis—n o) Lol

(Fubini) = HJH%/dJ lg(y /dl | f(x—y)|P

ot r=p+chvar) = |lgll " 1A12 = (IFllp-llglh)” <-+oo

Donc

P

[Ea

N

N

(inégalité précédente)

Inégalité de Young. Soient 1 < p, ¢ <r < +oo tels que %—k%: 1 —l—% et feZLP et ge L.
Alors f et g convolables et

frgeZ™ et |Ifxgle <Ifllp-llgllq

Quand 1 <p q <1 < 4oo (sinon déja vu), on a, grace a l'inégalité de Holder a trois termes appliquée avec
17,_'_ —I—— avec p’, ¢’ conjugués a p, q, que

veeRY,  ((F1+1gD@) < IFIE7 gl (1£17+1gl9) @)
avec |f|Px|g|?7€ £ puisque L' x L' C L' et | f|?, \J|q€§fl Donc (| f|*|g|)" € £ donc f et g convolables par
Fubini-L!, et fx g€ #". De plus, en utilsant cette inégalité et ||-* || <|||[x- [|||1,
I1f*gllv < ||[£]+] < AR Nally = P lglell, < IFN5- gl
N ————
<IAIG-Nlgllg

Approximations de I'unité dans L',
Une approximation de I'unité pour la convolution est un noyau (u,)n,en € Z* tel que
e VYneN, wu,=>0 positif et ||un||1 = fun =1 unitaire (c'est a dire une loi de proba)
e V9 >0 arbitrairement petit, lim U, = 0
n—00 JCB(§)

Et alors, on a

- la convergence uniforme (ponctuelle) de la suite des convolées avec f bornée uniformément continue :

Vfealne=, e f =< f| (lim flups S = fllao=0)

n—oo

Soit £ > 0. Puisque f est uniformément continue, 3n=1n.>0 : Va,b, [a —b|<n = |f(a) — f(b)| <&
‘('u,,,l,* x) — f(I)’ = /dy (flx —y)— f(x)) un(y)’ car 1= f[uy,

(f € £ + cont.u.) < / dy‘f(a:fy)—f x)‘un(y) + / dy’f x—y)— f(x ’un Y)
L 7 Jyl=7
lyl<n <ol iz <271~

(Jun,=1) < € /”n + 2||foc/ Up < 5'( )
“B(n)

lorsque . > N, de la limite [CB(U)

Up* [ — f’——>0

n— oo

Uy, — 0. Donc ||u,* f — f|lec =sup
n— oo

On peut aussi utiliser directement la continuité des translations d'une fonction uniformément continue.

- la convergence LP (intégrale) de la suite des convolées lorsque p € [1, +o0] :

Vier, wnxf—"2s | (lim flux S~ f]l,=0)

n— oo

Pour L1. Vn € N,
lun* f— flli = /dx /d?/(f(if —y) - f(x))un(y)‘ car 1= [uy
< /(1;1/ 'u,,,l,(y)/ ‘trsly f— f’ (Inégalité triangulaire 4+ Fubini)

< / dy un(y) trsly £ — flly + / dy wn(y) (|[bxsly £ 11+ 1 £111)
ly|<Yn ly|=Yn
< sup trsly, f— fllh- /un + 2f||1-/ Uy, — 0
. JEB(Yn)

yEB(Yn) neres

N—— ——
0 =1 o

n— oc n— oc

En général. Par densité de Cfsupp dans LP.
[Topo]

Exemples d'approximations de |'unité :

e SurR: ueZYR%LRy) telle que fluli=1 = |u, = ndily (u) = x—>nu(nx)

Lorentzienne (loi de Cauchy) Exponentielle (loi de Laplace) Gaussienne (loi normale)
1 Le—lzl I o—2?
T Trse Ty —=e

On peut montrer directement la convergence L' de u,, =ndily, (u) * f par convergence dominée :

‘ Uy * [ — le ffny /d:l:/dt ‘trsl//n f— f’(r) u(t) < /dt |trsly, f— fll1u(t) — 0

Fubini .
L2 flirweZt Vn
puisque ||trsl,, f — f|[1 —— O par continuité de la translation.
n— oo
n . 2
. n—lk| . 1 (sin(0n/2) .
e SurT: noyau de Féjer u, := 0~ E #e‘ke = n( sm@/2) ) SLOEL
: o k| nik6 _ 1—r?
noyau de Poisson w, := 0% _ r"le = T Trem@ T (relo,1])

3. Régularisation

Régularisation CUU°. Soient p, ¢ € [1, +00] conjugués (%—k%: et feLPet ge L1

f*g € CU'NZL>(RY) définie partout bornée uniformément continue et || f* glloo < || fllp-1l9llq

en particulier lorsque f € Z! et g .

Convolabilité et norme : Par inégalité triangulaire puis inégalité de Holder, Vo € R¢,

[fxgl(z) < [[f(x—-)gOll < If@=)p-llgllg = I fllp-llglly <—+oo
donc f x g définie partout et || f* g|| = sups|f*g|(x) < [ fllp-1lgllg

Continuité uniforme par densité de Cp,,,, dans L? :

e Supposons que f GCESUPP continue sur le compact K :=supp f, donc uniformément continue <
Ve>0, 3n.>0 : Va,beR?, (Ja—bl<n. = |f(a)— f(b)|<e-(Lk(a)+ 1k (D)) )

donc lorsque Va1, 22 € RY: |21 — x| < 7.,
|(f*9)(@1) — (fxg)(x2)|] < /de( v1—y) — flzz—y)|l9(y)|
< ( [avtten =)o)+ [y Ltz =) g<y>|)

2¢ [K["||glly = csteya,z, e

car, par l'inégalité de Holder, fdJ T(zi—y) lg(y)| = ||Lx(z1—-)|g(- \Hl < o lgllq

Donc, quitte a choisir 1 plus petit, f* g € CU° uniformément continue lorsque f GCksupp.

e Quitte 3 p<> ¢, prenons p < +oo. Supposons que f € ZP. Par densité, 3(fn)nen GCksupp

-1l ineg. convo.
P

fo ———f donc |[fxg—fuxgllec = I(f = fn)*gllc < IIf = Fullp-llglly —= 0

Convergence uniforme d'une suite de fonctions uniformément continues :

Jaxg —=—> frg et Vn, fuxgECU car [ €Clupy => [rgECU°

Dérivation d'ordre 1. Soient f EC&SUPP a support compact, ou f €S de Schwartz, et g€ L. Alors

frxgeCl et Vi, 9i(f*g)=(if)

c'est a dire que la dérivation passe sous le signe d'intégration.

Cas d=1. Puisque f €L et g€ ZL?', fx*g est définie partout (et continue). Sif € Clupp: alors f € Chuupp
est continue & support compact donc uniformément continue. Sif €S, df € S aussi, donc unif. continue. Donc

Ve>0, dn.>0 : VzeR, V|h|< 0., |0f(z+h)—0f(2)] < ch
Par le théoréme fondamental de I'analyse (Of continue), f(z+h) — [; Of (z+t)dt donc
h )
/ of(z+1) dt/ Of (z)dt
h ucC Q E)h, 70
< / 0f(z+1) —0f ()| dt < / cdt = he
0 0

[t]<ne «

[rester(f)(z,h)| = |f(z+h)— f(z) —hOf(2)] =

donc Vz € R, V|h|<n., [0f €L et g€ L' donc convolables et Jf x g définie partout et CUUO N L ]
|(F*g)(@+h)—(f*g)(x)—h(Of xg)(z)| = ’/dy(.f(fc —y+h)— flx—y)—hof(x—y)) .q(y)‘

/ ‘restel(f)(.’lf -y, h)‘ ‘g(g)’ dy < hellg]h = (gh)
. h—

Donc f* g est dérivable et O(f* g) = Of x g € CU° N L donc fxgeCl.

Le théoréme reste vrai pour lorsque g € P avec 1 < p < 4o00.

Par récurrence, on obtient un théoréme similaire pour f de classe Cfsupp et les dérivées d'ordre k.

Régularisation. Soient ¢ € Cig,pp lisse a support compact, et f € ZP avec 1 < p < +o00. Alors

froeC™® et VkeN9 OF(fxp)=fx0Fp

On dit alors que f * ¢ est la régularisée de f.

—| Espace de Schwartz I

L'espace de Schwartz est I'espace des fonctions C°° de dérivées a décroissance rapide a tout ordre :

S(RY) := {feC=(R?) : Vk,leN? | flsjk,<+oo} avec ||f||8|k’l = ||z 2k ot f(a)]|

- stable par addition, dérivation, multiplication interne

- stable multiplication par les fonctions C°° de dérivées a croissance polynomiale, en particulier par les polyndmes
alx

- contient D := Ci5,,pp (donc les fonctions plateau) et les gaussiennes x +— e~ | pour a > 0.

Les fonctions de |'espace de Schwartz sont uniformément continues car, par le théoréme des accroissements finis,

sup [||df(@)]||co < ma:);]]||8if||oo<+oo = f lipschitzienne = f uniformément continue
d €1,

T e
OnaDCSCZP pour 1< p<+oo, et I'espace de Schwartz est dense dans LP pour 1 < p < 4o0.
En effet, on utilise souvent I'astuce suivante : Vf € S(R),

|x|k+2
/ dz |z |F |01 (x)] + / dz 2077 10t ()
lz| <1 o] >1 ||

||x»—>xk8lf(:c)||1

N

1
lems et @ [ 1+ et 2o, [ S5

lz|>1|T
2 (\|f||5|k,l+ ||f||5|k+2,l)

N

Autre majoration utile :

C €S

. < @
VfeS(R), VYa>0, 3IC>0: |f|\W (c:||(1+|.|) f||$|0’0)

Convolution dans I'espace de Schwartz. L'espace de Schwartz est stable par convolution :

f,9eSRY) = [fxge SRY

Dans I'espace de Schwartz, tout est intégrable et les convolutions sont définies partout.

Pour d=1. Puisque f €S et g€ &L, par dérivation a tout ordre, on a encore f* g € C™, ainsi que VI € N,

O f*g)=0"f+gavec d'f€S. DoncVk,l€eN, €s
Hj * gHS\k.z = sup ‘:1,""‘01(]' * g)(:l;)’ = sup ’:1:]‘"’ (0'f x g) (1)’ < + oo
! zE€R rEeR

Il suffit donc de le montrer pour [=0: VzelR,

A 2 . cste cste - dy
2 (@] < [dylat fa=u)l- 1o < [feste Q4D Sy = [ =estey,

En effet, Vz,y € R, par la formule du bindme,

h=(x—y+yk = Zf‘zo(i’)(:lz—y)"yk*" donc
k k
[ =) < D0 (5)|@=) fla—y|lyl* < max [ fllsio- ) (5)lylF
=0 </ Tsimo - =0

= cste- (1+ |y|)A

4. Convolution des distributions
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