Etudes qualitatives générales

1. EDO linéaire d’ordre 1 a coeff constant et second membre

Soit ke R et f€C%R,R). On considére I'équation différentielle
(E) x'—kx=f
Elle vérifie les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Solutions de (F) :
Solutions maximales de I'équation sans second membre 2’ —kx =0 :

SEssm: {R — Rkt . CGR}
t — ce

Méthode de la variation de la constante :
Posons  : t+— c(t) ek avec ¢ € C}(R). Alors
x solution de (E) <= VteR, z'(t) = kz(t)+ f(¢)
— VteR, c/(t)e* (t)kekt = ke(t)eft + (1)
& VteR, c(t) = f(t)e "
<= cest une primitive de g: t+ f(t)e !

Donc si G est une primitive de g sur R, on a S =S gssm + {t|—>G(t) ekt} car c'est un espace affine
de solutions de (F) de dimension 1, et (E) est linéaire d'ordre 1, donc c'est Sg par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz.

Donc les solutions maximales de (F) sont

SE:{% : i—FG(t))ekt : CER}

Proposition 1.  Supposons f bornée et k> 0. Alors (E) admet une unique solution bornée sur R.

Démonstration.  Unicité :
Soient x1, o € Sg des solutions maximales bornées. Alors
ri—kxi=f et xy—kxa=f donc (z1—mx2) —k(x1—22)=f—f=0
donc x1 — 2 € SEssm = {t»—>ce : c€R}. De plus, x1 — z2 est bornée, et I'unique solution bornée

sur R dans Sggsm est t+— 0 car k#0. Donc 1 — 22 =0, donc x1 = 2.

Existence : Posons
+oo
Go:t— — f(s)e *sds primitive de g sur R
t

bien définie car f bornée sur R et ¢+ e~** intégrable en +o00. Alors la solution sur R

x: t— Go(t) et



est bornée : si on note M :=supgr |f|, VteR,

+oo
[z(8)] =

— f(s)e *sds

t

+oo
< ot [l et as
t

ekt

+oo 1
< ektM/ e ksds = ektM[——e_ s
'

Proposition 2.  Supposons que lim f =0 et k <0. Alors Vx € Sg solution de (E), limz=0.
+ oo + oo

Démonstration.  Prenons comme primitive de g sur R
t
G : tr—)/ f(s)e *sds
0
Soit x € Sg une solution maximale. Sg = Sgssm + {t — Gt kt} donc
t
JeeR: VLeR, z(t) = (c+G(t))ert = cekt+ekt/ f(s)e Fsds
0
le premier terme s'annulant en 400 car k < 0. Le point délicat est de montrer que

t
kt/f(s)e_ksds 0
0

t—+4o0

kt

car e #3 explose quand s — +oo car k < 0. Ce comportement est contrebalancé par e*t et le fait que

f(s) —+—> 0. Pour montrer cette limite, on pourrait se donner ¢ > 0 et découper l'intégrale en une
5—

zone s >t. ou | f(s)| <e, et I'autre zone ou I'on peur contréler e~ 5. Mais on peut faire plus direct :

/f Ye~Fsds| < /|f e *sds

= o [P o et
0

—kt/g _ 1 e —kt _ e—kt/g
< et sup| f| + e sup |f|
—k Ry —k [a,+o]
ekt _ ekt/g ekt
= -sup | f| + sup [f| ———0
k R k [t/ +OO[ t— 00
N e’ + N—— 2
——0 < 0o g‘—l borné
t—+oo k m) 0

En effet, f est continue et hm f=0donc f bornée sur R, et sup | f] == hm |f| = 0.

Ainsi, toujours avec k <0,
t
VteR,, x(t) = ceft +eft [ f(s)e7*ds —— 0 O
—— 0 t—+00

t— 4 oo

2. EDOL1 a coeff non constant et second membre
Soit ¢ €C°(IR,R) et f € C°(IR,R). On considére I'équation différentielle
(E) a'—qz=f



Théoréme de Cauchy-Lipschitz :
L'équation différentielle est de la forme 2’ = ¢(-, x) avec

p:RxR — R
(t,x) — q(t)z+ f(t)

qui est continue : ¢ € C%(R x R) car f, g€ C°(R). De plus, elle est localement lipschitienne par
rapport a la seconde variable : soient (tg, zo) € R x R, alors on peut prendre n'importe quel cylindre
fermé C'=1 x BCR x IR centré en (%o, xo) sur lequel ¢ est lipschitzienne par rapport a ¢ :

v(thl)v(tva)ec_’v |90(t7x1)_§0(t7x2)| = |Q(t)x1+f(t)_Q(t)x2_f(t){
= lq(®)] |21 — 22|
< Kz — a9 avec K ::ilél}) lq(t)]

q étant bonée sur I car continue et I compact.

Solutions de (FE) :

Solutions maximales de I'équation sans second membre 2’ — gz =0 :

R — R o
SEssm:{ b eemQ) CER} avec () primitive de ¢ sur R

Par la méthode de la la variation de la constante, on montre alors que si
G primitive de t+— f(t) e~ @®)
alors puisque (E) vérifie les hypothéses de Cauchy-Lipschitz, les solutions maximales de (E) sont

R — R

SE = SEssm"—{tHG(t) e_Q(t)} — { PN (C+G(t))e_Q(t) . CER}



	1. EDO linéaire d'ordre 1 à coeff constant et second membre
	2. EDOL1 à coeff non constant et second membre

