
Théorème d'Euler
Fonctions �-homogènes

On se place dans (E; k�kE); (F ; k�kF) des K-evns pour K=R ou C.

1. Théorème d'Euler

Soit U 2O(E) un R+
� -cône ouvert (c'est à dire que 8t > 0; 8x~ 2U ; t x~ 2U) et un exposant �2K.

Soit f : U ¡!F di�érentiable sur U . Alors

f positivement homogène de degré � :
()

f véri�e la condition d'Euler pour � :

8x~ 2U ; 8t> 0; f(t x~ )= t� f(x~ ) 8x~ 2U ; df(x~ )(x~ )=�f(x~ )

Si (E; h�j�i) euclidien et f : U ¡!R réelle di�érentiable, puisque 8x~ 2U ; hr~ f(x~ )j�i := df(x~ ),

f positivement homogène de degré � () 8x~ 2U ; � f(x~ )=


x~ j r~ f(x~ )

�
=

X
i=1

n

xi @if(x~ )

dans une base orthonormée (ei~ )16i6n de E.

Démonstration. Soit x~ 2U .

f positivement �-homogène en x~ () 8t > 0; t¡� f(t x~ )= f(x~ )

() �x~ : t 7¡! t¡� f(t x~ ) est constante à f(x~ )

((� car on a toujours �x~(1)= f(x~ )) () @�x~ =0

(�) () 8t > 0; � t¡�¡1 f(t x~ )= t¡� df(t x~ )(x~ )
() 8t > 0; � f(t x~ ) = t df(t x~ )(x~ )|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }

(linéarité de di�érentielle) =df(t x~ )(t x~ )

() 8y~ 2Cx~; df(y~)(y~)=�f(y~)
() f véri�e la condition d'Euler sur Cx~ := f t x~ : t > 0 g

Puisque U est un R+
� -cône, U =

S
x~2UCx~ donc

f véri�e la condition d'Euler sur U () 8x~ 2U ; f véri�e la condition d'Euler sur Cx~
() 8x~ 2U ; f est positivement �-homogène en x~

(�) Calcul de la dérivée à x~ 2U �xé de �x~ : t2R+
� 7¡! t¡� f(t x~ ) :

�x~ est dérivable par produit de t 7! t¡� avec la fonction dérivable  x~ : t 7! f(t x~ ) :

0 = @�x~(t) = ¡� t¡�¡1 f(t x~ )+ t¡� @ x~(t)
= ¡� t¡�¡1 f(t x~ )+ t¡� df(t x~ )(x~ )

En e�et,  x~ est di�érentiable par di�érentiabilité de f sur U :

 x~ = f � �x~ avec �x~ : t 7¡! t x~

donc d x~(t) = df(�x~(t)) � d�x~(t)
= df(t x~ ) � (@�x~(t) id)
= df(t x~ ) � (x~ id)

donc @ x~(t) = d x~(t)(1) = df(t x~ )(x~ )

�

2. Applications

2.1. Fonctions C1 de R2 homogènes de degré 0

On se place dans E=R2 et dans le demi-plan U =
�
(x; y)2R2 : x> 0

	
qui est bien un R+

� -cône.

Déterminons les fonctions de classe C1 positivement homogènes de degré 0, c'est à dire les fonctions
constantes sur les rayons provenant de l'origine :

ℋ0 :=
�
f 2C1(U ;R) : 8u~ 2U ; 8t > 0; f(t u~ )= f(u~ )

	
Soit f 2ℋ0 homogène de degré 0, di�érentiable car de classe C1. Par le théorème d'Euler,

8(x; y)2U ; x @xf(x; y) + y @yf(x; y)= 0 =0 f(x; y)

c'est à dire, avec le changement de variable polaire � : (r; �) 7! (x = r cos �; y = r sin �) sur
U~ = ]0;+1[� ]¡ /� 2;+ /� 2[ tel que U = �(U~), C1-di�éomorphisme, et avec f~= f � � de classe C1 :

8(r; �)2U~ ; r @rf~(r; �)= 0 ; () @rf~(r; �)= 0
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. Donc en intégrant /r, il existe

h : ]¡ /� 2;+ /� 2[¡!R di�érentiable : 8(r; �)2U~ ; f~(r; �) =h(�)

Et puisque f~ est C1, @h=@�f~(1; �) est continue, donc h est C1. Ainsi, 8(x; y)2U ,

f(x; y)= f~� � (x; y)=h
�
arctan
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. Puisque h= h � arctan � tan et tan 2 C1

¡
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�
, on a de façon

équivalente que 9g 2C1(R;R) : f =(x; y)2U 7¡! g
¡ y
x

�
.

Réciproquement, on véri�e que 8g 2C1(R;R), en posant f : (x; y)2U 7¡! g
¡ y
x

�
, on a

x @xf(x; y)+ y @yf(x; y) =x
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et f di�érentiable de classe C1 sur U par composition. Donc d'après le théorème d'Euler, f 2ℋ0.

Ainsi,

ℋ0=
n
(x; y) 7! g
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