Théoréme d’Euler

Fonctions a-homogénes

On se place dans (E, ||-||g), (F, |||lr) des K-EVNs pour K= ou C.

1. Théoréme d’Euler

Soit U € O(FE) un R -cone ouvert (c’est a dire que V¢ >0, VZ €U, tZ €U) et un exposant a € K.
Soit f: U — F différentiable sur U. Alors

f positivement homogéne de degré « : f vérifie la condition d’Euler pour « :
—
VZeU,Vt>0, f(tZ)=1t*f(Z) VZeU, df(Z)(@)=a f(Z)

Si (E, (-].)) euclidien et f: U — R réelle différentiable, puisque VZ € U, (V f(Z)]-) := d f (),

f positivement homogéne de degré o = vZeU, af(@)= <i’ | @f(i')> = Z x; 0 f (Z)
i=1

dans une base orthonormée (€;)1<i<n de E.

Démonstration. Soit € U.

f positivement a-homogéne en ¥ <= Vt >0, t~° f(tZ) = f(Z)

¢z t——t~* f(tZ) est constante & f(Z)

Opz=0

V>0, at™* L f(tZ)=t">df(tD)(T)

Vi>0, af(td)=tdf(tZ)(Z)
———

(<= v car on a toujours ¢z(1) = f(Z))

(*)

1117

(linéarité de différentielle) =df(tZ)(t@)

= Vjels df(H)H) =af(7)
<= f vérifie la condition d’Euler sur Cz:={tZ : t>0}

Puisque U est un R -cone, U = UerOf donc

f vérifie la condition d’Euler sur U <= VZ e U, f vérifie la condition d’Euler sur Cz

< VZeU, f est positivement a-homogéne en &
(x) Calcul de la dérivée a Z € U fixé de ¢pz: t€ R —t~ f(tZ) :
¢z est dérivable par produit de ¢t —¢t~¢ avec la fonction dérivable ¢z : t+— f(tZ) :
0 = 0pz(t) = —at=> L fD)+t*Na(t)
= —at " )+t df(tD)(T)
En effet, vz est différentiable par différentiabilité de f sur U :

Yz = forg avec Tz:t——tx

donc dyz(t) = df(rz(t))odrz(t)

= df(t)o (9rz(t)id)
— df(tF) o (Fid)
)

donc  Oyz(t) = dyz(t)(1) = df(tZ)(Z)

2. Applications

2.1. Fonctions C! de IR? homogénes de degré 0

On se place dans E =12 et dans le demi-plan U = {(J:, y)ER?: x> 0} qui est bien un R%-cone.

Déterminons les fonctions de classe C! positivement homogénes de degré 0, c’est & dire les fonctions
constantes sur les rayons provenant de 1’origine :

Ho:={feC (U, R): ViieU, Vt>0, f(ti)=f(i)}

Soit f € #, homogéne de degré 0, différentiable car de classe C'. Par le théoréme d’Euler,

V@, y)eU, [2duf(e,y)+yduf(x,y)=0]=0f(z,y)

)

c’est a dire, avec le changement de variable polaire ¢: (r,0)— (z=rcosf,y=rsinf) sur
U =10, +00[ x | ="/, +/5[ tel que U = ¢(U), Cl-diffeomorphisme, et avec f = fo ¢ de classe C! :

V(r,0)eU, r0.f(r,0)=0 ; <= |8,f(r,0)=0

d o ox o oz ) ) d d L o
(« TE_TEW"'ra_ya_y_TCOSH%+rsm90_y_$%+ya_y >>). Donc en intégrant /r, il existe

h i |=/y, +7/o[ — R différentiable : V(r,0)¢€ U, Flr,0)=n(0)

Et puisque f est C1, thagf(l, -) est continue, donc h est C1. Ainsi, V(z,y) €U,
o 7 o . 2
flz,y)=fo¢ (L,y)—h(arctan(m))

(« 0= arctan(%) >>). Puisque h = h o arctan o tan et tan € C1<]—”/2, +7/a, ]R), on a de fagon
équivalente que 3g €CY(R,R) : f=(x,y) €U +— g(%)

Réciproquement, on vérifie que Vg € C1(R,R), en posant f: (z,y) €U +— g(%), on a

20uf (. y) +yOuf(x,y) =2 —Lg(L) +y-dg(L)=(1-1)Lag(L) =0=0 f(z, )
et f différentiable de classe C! sur U par composition. Donc d’aprés le théoréme d’Euler, f € #.

Ainsi,

Exemple. (z,y) »—>% (niveaux) Exemple. (z,y)— arctan(%) (niveaux)
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