
Étude de la fonction-accroissement dans R2

Soit f 2C2(R;R). Notons �= f(x; x) : x2Rg et posons la fonction

F : R2 ¡! R

(x; y) 7¡! f(x)¡ f(y)

x¡ y
sur R2n�

(x; x) 7¡! @f(x) sur �

Plot de F pour f : x 7! e¡x
2
sur R2n� Plot de F pour f : x 7! e¡jxj sur R2n�

On veut montrer que F est de classe C1 et calculer sa di�érentielle.

� (x; y) 7! 1

x¡ y
est C2 sur R2n�, et (x; y) 7! f(x) et (x; y) 7! f(y) aussi. Donc par somme et

produit de fonctions C2, F est de classe C2 sur l'ouvert R2n� .

� Sa di�érentielle est donc dé�nie, et on calcule que 8(x; y)2R2n�,

Jac f(x; y) = [ @xf(x; y) @yf(x; y) ] =
h

@f(x)

x¡ y
¡ f(x)¡ f(y)

(x¡ y)2
¡@f(y)

x¡ y
+

f(x)¡ f(y)

(x¡ y)2

i
� Montrons que F est continue en tout point de � en e�ectuant un développement limité de f

avec le théorème de Rolle :

8x; y 2R; 9cx;y 2 [x; y] : f(y)= f(x)+ (y¡ x) @f(cx;y)

Ainsi, 8(a; a)2�, F est continue en (a; a) car 8x; y 2R2n�,

F (x; y) =
f(x)¡ f(y)

x¡ y

=
f(x)¡ f(x)+ (x¡ y) @f(cx;y)

x¡ y

= @f(cx;y) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
(x;y)!(a;a)

@f(a) = F (a; a)

puisque [x; y]3 cx;y !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
(x;y)!(a;a)

a et puisque @f est continue en a car f 2C1(R).

� F étant continue surR2 et C1 sur l'ouvertR2n�, il su�t de montrer que sa di�érentielle se prolonge
par continuité en tout point de �. On va pour cela passer par les dérivées partielles.

E�ectuons un DL1 de f quand x! y et y!x avec la formule de Taylor-Lagrange-Rolle:

8x; y 2R; 9cx;y0 2 [x; y] : f(y)= f(x)+ (y¡x) @f(x)+ (y¡x)2

2
@2f(cx;y

0 )

f(x)= f(y)+ (x¡ y) @f(y)+
(x¡ y)2

2
@2f(cy;x

0 )

Ainsi, 8(a; a)2�, @xF et @yF sont continues en (a; a) car 8x; y 2R2n�,

@xF (x; y) =
@f(x)

x¡ y
¡ f(x)¡ f(y)

(x¡ y)2

=
@f(x)

x¡ y
¡

f(x)¡
�
f(x)+ (y¡x) @f(x)+ (y¡x)2

2
@2f(cx;y

0 )
�

(x¡ y)2

=
@f(x)

x¡ y
¡ (x¡ y) @f(x)

(x¡ y)2
+

1

2
@2f(cy;x

0 )

= +
1

2
@2f(cy;x

0 ) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
(x;y)!(a;a)

+
1

2
@2f(a)

de même @yF (x; y) = +
1

2
@2f(cy;x

0 ) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
(x;y)!(a;a)

+
1

2
@2f(a)

puisque [x; y]3 cx;y0 !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
(x;y)!(a;a)

a et puisque @2f est continue en a car f 2C2(R).

Ainsi, puisque @xF et @yF sont continues sur tout R2, F 2C1(R2) et 8(a; a)2�,

Jac f(a; a) =
h

1

2
@2f(a)

1

2
@2f(a)

i


