Etude de la fonction-accroissement dans IR?

Soit f €C?*(R,R). Notons A={(z,z) : z € R} et posons la fonction
F:R? — R
(r,y) — —f(x;:];(y) sur R\ A
(x,x) — Of(x) sur A

Plot de F pour f: z+ e~ %l sur R2\ A

On veut montrer que F' est de classe C! et calculer sa différentielle.

xiy est C? sur R?\A, et (z,y)— f(z) et (z,y)+ f(y) aussi. Donc par somme et

produit de fonctions C?, | F' est de classe C2 sur I'ouvert R?\A |

o (v,y)—

e Sa différentielle est donc définie, et on calcule que V(z, y) € R?\A,

of (x ) — 0 ) —
Tac f(.9) = [9:f(w.y) Of(wy)] = | 5 - L@=00 G0 SO |

e Montrons que | I est continue en tout point de A | en effectuant un développement limité de f

avec le théoréme de Rolle :
V$,y€R, E|C$7y€[l',y] : f(y):f(:z:)+(y—x)8f(c$,y)
Ainsi, V(a,a) € A, F est continue en (a,a) car Vo, y € R%\A,

Floy) = H=7

) i) + ) 9 (er.)
z—y

= af(cx,y) I 3f(a) = F(a,a)
(z,y)—(a,a)

puisque [z,y] D cy,y ——— a et puisque Of est continue en a car f €CH(R).
(x,y)—(a,a)

e [ étant continue sur R% et C! sur I'ouvert R?\ A, il suffit de montrer que sa différentielle se prolonge
par continuité en tout point de A. On va pour cela passer par les dérivées partielles.

Effectuons un DL1 de f quand x— y et y — = avec la formule de Taylor-Lagrange-Rolle:
Vo,yeR, 3l eleyl o f(y)=f@)+ (y—2)0f(2) + LT 0% (e )
f(@) = F(y) + (@ =) Of (y) + 52 0%f (e} )
Ainsi, ¥(a,a) € A, 0, F et 9,F sont continues en (a,a) car Vz,y € R?\A,
0,F(z,y) = of(x) _ f(z)— f(y)

r—y (mfy)Q
_ Of(®) f%:)*(f%?)Jr(yfa:)af(m)Jr@an(c;’y))
= x—y_ CESTE
_ ) @—w)br@) 1 gap,
el (z £ y)? +30°f(cy.q)
! 1
= +_82 c/ . _|__82 u
2 f( Y, ) @) (@a) 5 f( )
de méme OyF (z,y) = +%82f(c;,x) +%32f(a)
(z,y)—(a,a)

puisque [z, y] S ¢y, —— a et puisque O?f est continue en a car f € C*(R).
(z,y)—(a,a)

Ainsi, puisque 0, F et O, F sont continues sur tout R? | F € C1(RR?) | et V(a,a) € A,

Jac f(a,a) = | $0*f(@) 0%f(a) |



