Soient p, g € [1,400[ conjugués : %—f—%: 1. On note ¢7:=¢P(N,C) et £7:=¢1(N, C).

1. Inégalité de Holder et Minkowski dans les espaces £P.

Remarque : c’est tout a fait similaire & ce que 'on a pour 'espace des fonctions intégrables LP.

1.1. Inégalité de Young.

LaP + ¢~ b%. En effet, puisque In: Ry — R est concave,

Soient z,y € R4. Montrons que ab< p~
puisque p~t4+ ¢ 1 =1,
concave

ln(p_1 aP +q~ ! bq) >  ptln(a?)+ ¢ tIn(b?) = In(a)+1In(b) = In(ab)

En composant par I’exponentielle, croissante, on a bien I'inégalité de Young :

P q
ab < LY
p q

Note : Ce n’est rien d’autre que 'inégalité arithmético-géométrique pondérée H )‘L < 22;1 i X5

1.2. Inégalité de Holder.

Soient u € ¢P et v € £9. Posons les suites unitaires @ = (ly)nen:= H u” et 0= (Up)nen:= ” vH
Ullp Ullq
Alors VN € N, par l'inégalité de Young pour les |iy|, |0,] € R4,
N Young N ~ |p q
R a 0

>l €Y (el 1) z anl+ L z R

n=0 n=0
En effet, puisque 4 € /7, Zﬁfzo | T 5 || ullp,= I:Z”p =1, et de méme pour ©. Ainsi,

[l H .
= ||lav||, = hrn |t ©
o Toly = |l Forll, = 122 Z nnl <
On a donc I'inégalité de Holder :
luv|i<llullp [vlly <+oo | avec |uvel (1)

1.3. Inégalité de Minkowski dans #P.

? ?
Soient z,y € (P. On se demande si u:=x + y € (P, c’est & dire si ||ul/, <oo. On veut pour ¢a
montrer 'inégalité de Minkowski, en utilisant 'inégalité de Holder.

Soit u € CN. Montrons tout d’abord que, si 'on note la sphére unité S, := S)-1,(0,1) de £9, on a

sup [luw|li=[u],
weS,



Soit N € N. Considérons uy := (un ]]'ngN)nEN € (P (car support fini) la suite tronquée au rang N.
Alors, par I'inégalité de Holder,

1)
Vwe Sy, VNEN,  Jluywlli < flunl, [wlly = [luxllp

donc par passage a la limite,

Vwe S, Juwlh = lim Juywly < lim [Juy], = |ul,
N—o00 N— o0

Montrons maintenant que cette borne peut étre atteinte par une suite (wy)yeN € SéN , c’est a dire

p—

1 .
P~ )nenN pour que uwy soit sommable, de

que ||uwy|1 o lw||p. L’idée est de tronquer (u
[ee]
normaliser, et surtout de remarquer que, puisque %/,+ Y, =1, on a (p—1) g=p.

Posons alors VN € N,

wy = %N(uﬁflllngN)neN € ¢4 (support fini)

avec les oy € R% tels que wy €5, :

=P

%} q 1 N —_—— 1 N
q 1 p-1 o
HwNHq = Z a_Nqu 1n<N = a—qz |un|(p Dq = a—qz |’u,n|p =1
n=0 Nn:O Nn:O
on doit donc prendre
N 1/q
aN = <Z |un|p)
n=0
Enfin, puisque 1—1Y,="1,,
o0 N N 171/
1 p—1lq 1 p p !
lwwnll, = > o lunun™ Loan| = == " fual? = (Y Jual = lull
n=0 Nn:O n=0
Donc on a bien construit
(wn)yen €55 telle que [Juwnl, <= [lull, | don | [ele= sup [lewlh @)

On peut enfin montrer linégalité de Minkowski pour ||-||,. Soient x,y € (7.

Avec 'inégalité de Minkowski pour ||-||1, on a Vw € S; la majoration :
[@+y)w|, = lzwt+ywl < lzwlh+|yw|i = sup [lzw|i+ sup [yw’: (3)
w’'e S, w’'E S,
Donc avec le résulat précédent pour u=x+y, x et y,

@) ) @)
lz+yll, = sup [[(z+y)w|, < sw |zwli+ suw [ywli = |z],+|yl, <+oo
weS, weS

4 wES, M~ =~
< <

car ¢,y € /. On a enfin I'inégalité de Minkowski dans ¢P :

Ve, yelt, |ztyel? | et | fzt+ylp<|ul,+lyl,

Ainsi, /P(N, C) est un sous espace vectoriel de CN.



—{ Si ’on veut juste montrer pour u € /P I

Par I'inégalité de Holder, Vw € Sy, |lu w1 < |lullp [|w]lq=||u|lp.

Montrons maintenant que cette borne est atteinte par un élément w € S;. L’idée est de poser
1, p—1
w = o (Uﬁ )nE]N

avec aw € R% que l'on déterminera. On aura alors

oo

_ u ?
Juwly = 3 luul™| = Zl wlp = e 2y,

n=0

Il faut normaliser pour que w € S;, en remarquant que puisque 14 l =l,ona(p—1)g=p:

1 poild H“Hp
lw|d = > |Sub ZI I(p 1)" = — =1
n=0
Il faut donc prendre
7 el Pt
a = |lull,” etalors  Juw|i = —F= = [lull, © = |ul,
l[wll,
—2_ _Ly_r_ ; -
car p—- p(l q) . 1. Donc on a bien construit
wes, telque |uw|i=]ul, d’ou [wllp= sup luwl;
weES,

2. Identification des formes linéaires continues sur ¢P.

Soit v = (vp)nen € £%. Notons la forme

Ty : 17 — C
oo
(Un)nelN — Z Un Un
n=0

T, est linéaire par linéarité de la somme et de la limite.

Yu = (up)nen € £P, puisque v € £9, par I'inégalité de Holder,

° (1)
S funval = uvls < [ull|oll, <oo
n=0

<oo < oo

Donc la série > (un vn)nen est absolument convergente, donc convergente. Donc

To(u)= ZZOZO Uy, U, est bien défini

2.1. Continuité de T,,.

Montrons que c’est une forme linéaire continue et déterminons sa norme subordonnée a ||-||,.

11 suffit en fait de réutiliser le résultat (2) en intervertissant p<> g (car %—i— % =1 symeétrique) :

sup [luvlly = [jv],
ucsS),

11 ne reste plus qu’a montrer que ’on peut remplacer |[uv||; par |T,(u)|. On a évidemment

oo

> upv,

o0
Z |t vn| = ||luvl]ls donc sup |T ’ < sup |luvl

n=0 ucsS, ucsS,

VueS, |To(u)




Réciproquement, montrons que |Tv()| peut atteindre supyes, [[uv||1. Par caractérisation séquen-

tielle de la borne sup, soit (u; =: (Uk,n)neN)keN € SN telle que [lugv||: 5o SUPues, [uvl:.

Uk s
Vke N, ||ukv|\1fz |uknvn|*z | k.n Un| Z Uk Un=Tp(up) € Ry

n=0 n=0
:?“k,n

avec wj, = (Uf n)neN € Sp car Vn €N, |uy, | = ‘luku—’lv"‘ |ug n| lv"l = |uk, | donc [Jugll,=||ukl,=1.
On a donc une suite (u)ren € Sp telle que

()| =l 50> sup fluwlh
Finalement,

Il = sup |T(uw)| = sup[luvi = [v, <oo (4)
u€eSs, ueS,

Donc T, est une forme linéaire continue (€ au dual topologique (£7)'= L., || (¢, C)).

2.2. Identification des formes linéaires a T,,.

Soit T'€ Ly.,,|-|c (¢, C) une forme linéaire continue sur ¢”. Posons ¥n € N,
0, := (5n,k)k€]N€£p et ’Un::T((sn)
Montrons alors que T'=T,, avec v:= (v,)nen. 1l faut tout d’abord montrer que v € ¢9.

Assertion : ||v]|q < ||T|-

Posons VN € N, vy := (v, ]lngN) ~ €7 (support fini). On a alors ||vNHp7V:-% lv]|p.
o0
De plus, on a vu (4) que VN € N, ||vn ||, = |||Tox || = sup |TDN | Or VN €N, Vu = (un)nen € Sp,
u€S),
oo N
]]_ngN’u,n Z T((Sn)u
= n=0
N
(lincaritc) T(Z n 5n> — | T(uley)|
n=0
(definition de || 7]]) < T NluLenll
(norme d’un suite tronquée) < TN - e ||p
(ueSy) = Il

Donc par passage au sup, on a ||lon||p = |[|Twxlll <|I|T]|l, et donc par passage a la limite N — oo,
u€Sy

loll, < Tl <oo 0

T, est donc bien définie et continue. Montrons enfin qu’elle est égale a T'. Soit © = (un)nenN € £P.

VN €N, évaluons en la suite tronquée u L¢y :

N N
U1<N Z Up U, 1 n<N = Z T(én)un = T(Z un5n> = T(UﬂgN)

n=0 n=0
—_——

:u]l<N

S



De plus,

o0
I P .
uﬂgNT;)u car ||u—ullgN||p = EN 1 [tn|P Noo 0
n=N+

(reste d’'une série convergente). Donc par continuité de T et de T, pour |-||p,
Tv(u) = ngnooTv(u 1<N) = J\}E}nocT('u, 1<N) = T(u)

Ainsi, lorsque T est une forme linéaire continue sur 7, Vu = (uy)nenN € 07,

Tw) = Tgsy, (W) = 3 . T(5,)
n=0

On a ainsi identifié les formes linéaires continues sur ¢? a :

(ép)/: {T, - ver}
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