
Soient p; q 2 [1;+1[ conjugués : 1
p
+

1

q
=1. On note `p := `p(N;C) et `q := `q(N;C).

1. Inégalité de Hölder et Minkowski dans les espaces `p.

Remarque : c'est tout à fait similaire à ce que l'on a pour l'espace des fonctions intégrables Lp.

1.1. Inégalité de Young.

Soient x; y 2R+. Montrons que a b6 p¡1 ap+ q¡1 bq. En e�et, puisque ln : R+!R est concave,
puisque p¡1+ q¡1=1,

ln
¡
p¡1 ap+ q¡1 bq

�
>

concave
p¡1 ln(ap) + q¡1 ln(bq) = ln(a)+ ln(b) = ln(a b)

En composant par l'exponentielle, croissante, on a bien l'inégalité de Young :

a b 6 ap

p
+
bq

q

Note : Ce n'est rien d'autre que l'inégalité arithmético-géométrique pondérée
Q

i=1
n xi

�i 6 Pi=1
n �ixi.

1.2. Inégalité de Hölder.

Soient u2 `p et v 2 `q. Posons les suites unitaires u~ = (u~n)n2N :=
u

kukp
et v~= (v~n)n2N :=

v

kvkq
.

Alors 8N 2N, par l'inégalité de Young pour les ju~nj; jv~nj 2R+,

X
n=0

N

ju~n v~nj 6
Young X

n=0

N �
ju~njp
p

+
jv~njq
q

�
=

1
p

X
n=0

N

ju~nj+
1
q

X
n=0

N

jv~nj !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
N!1

1
p
+
1
q
=1

En e�et, puisque u~ 2 `p,
P

n=0
N ju~nj !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

N!1
ku~kp=

kukp
kukp

=1, et de même pour v~. Ainsi,

kuvk1
kukp kvkq

=

 uv
kukp kvkq


1

=
u~ v~

1
= lim

N!1

X
n=0

N

ju~n v~nj 6 1

On a donc l'inégalité de Hölder :

kuvk16 kukp kvkq<+1 avec uv 2 `1 (1)

1.3. Inégalité de Minkowski dans `p.

Soient x; y 2 `p. On se demande si u := x+ y 2
?
`p, c'est à dire si kukp<

?
1. On veut pour ça

montrer l'inégalité de Minkowski, en utilisant l'inégalité de Hölder.

Soit u2CN. Montrons tout d'abord que, si l'on note la sphère unité Sq := Sk�kq(0; 1) de `
q, on a

sup
w2Sq

kuwk1= kukp
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Soit N 2N. Considérons uN :=
¡
un1n6N

�
n2N2 `

p (car support �ni) la suite tronquée au rang N .
Alors, par l'inégalité de Hölder,

8w 2Sq; 8N 2N; kuNwk1 6
(1)

kuNkp kwkq = kuNkp

donc par passage à la limite,

8w 2Sq; kuwk1 = lim
N!1

kuNwk1 6 lim
N!1

kuNkp = kukp

Montrons maintenant que cette borne peut être atteinte par une suite (wN)N2N2SqN, c'est à dire
que kuwNk1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

N!1
kukp. L'idée est de tronquer (un

p¡1)n2N pour que uwN soit sommable, de
normaliser, et surtout de remarquer que, puisque /1 p+ /1 q=1, on a (p¡ 1) q= p.

Posons alors 8N 2N,

wN :=
1

�N

¡
un
p¡11n6N

�
n2N 2 `q (support �ni)

avec les �N 2R+
� tels que wN 2Sq :

wNqq =
X
n=0

1 ������ 1
�N

un
p¡11n6N

������q =
1

�N
q

X
n=0

N

junj(p¡1)q
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz z}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ {= p

=
1

�N
q

X
n=0

N

junjp :=1

on doit donc prendre

�N =

�X
n=0

N

junjp
� /1 q

En�n, puisque 1¡ /1 q= /1 p,

uwN1 =
X
n=0

1
1

�N

����ununp¡11n6N���� = 1
�N

X
n=0

N

junjp =

�X
n=0

N

junjp
�1¡ /1 q

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
N!1

kukp

Donc on a bien construit

¡
wN
�
N2N2Sq

N telle que
uwN1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

N!1

u
p

d'où kukp= sup
w2Sq

kuwk1 (2)

On peut en�n montrer linégalité de Minkowski pour k�kp. Soient x; y 2 `p.

Avec l'inégalité de Minkowski pour k�k1, on a 8w 2Sq la majoration :(x+ y)w

1
= kxw+ ywk1 6 kxwk1+ kywk1 = sup

w 02Sq
kxw 0k1+ sup

w 02Sq
kyw0k1 (3)

Donc avec le résulat précédent pour u=x+ y, x et y,

kx+ ykp =
(2)

sup
w2Sq

(x+ y)w

1
6
(3)

sup
w2Sq

kxwk1+ sup
w2Sq

kywk1 =
(2)
kxkp|||||||{z}}}}}}}
<1

+ kykp|||||||{z}}}}}}}
<1

<+1

car x; y 2 `p. On a en�n l'inégalité de Minkowski dans `p :

8x; y 2 `p; x+ y 2 `p et kx+ ykp6 kukp+ kykp

Ainsi, `p(N;C) est un sous espace vectoriel de CN.
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Par l'inégalité de Hölder, 8w 2Sq, kuwk16 kukp kwkq= kukp.
Montrons maintenant que cette borne est atteinte par un élément w2Sq. L'idée est de poser

w :=
1

�
(un

p¡1)n2N

avec �2R+
� que l'on déterminera. On aura alors

kuwk1 =
X
n=0

1
1

�

����ununp¡1���� = 1
�

X
n=0

1

junjp =
kukp

p

�
=
?
kukp

Il faut normaliser pour que w 2Sq, en remarquant que puisque 1

p
+

1

q
=1, on a (p¡ 1) q= p :

kwkq
q =

X
n=0

1 ������ 1
�
un
p¡1
������q =

1
�q
X
n=0

1

junj(p¡1)q
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz z}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ {= p

=
kukp

p

�q
:=1

Il faut donc prendre

� = kukp
/p q et alors kuwk1 =

kukp
p

kukp
/p q

= kukp
p¡p

q = kukp

car p¡ p

q
= p

¡
1¡ 1

q

�
=

p

p
=1. Donc on a bien construit

w 2Sq tel que kuwk1= kukp d'où kukp= sup
w2Sq

kuwk1

Si l'on veut juste montrer pour u2 `p

2. Identi�cation des formes linéaires continues sur `p.
Soit v=(vn)n2N2 `q. Notons la forme

Tv : `
p ¡! C

(un)n2N 7¡!
X
n=0

1

un vn

Tv est linéaire par linéarité de la somme et de la limite.

8u=(un)n2N2 `p, puisque v 2 `q, par l'inégalité de Hölder,X
n=0

1

jun vnj = kuvk1 6
(1)

kukp|||||||{z}}}}}}}
<1

kvkq||{z}}
<1

<1

Donc la série
P
(un vn)n2N est absolument convergente, donc convergente. Donc

Tv(u)=
P

n=0
1

un vn est bien dé�ni

2.1. Continuité de Tv.

Montrons que c'est une forme linéaire continue et déterminons sa norme subordonnée à k�kp.
Il su�t en fait de réutiliser le résultat (2) en intervertissant p$ q (car 1

p
+

1

q
=1 symétrique) :

sup
u2Sp

kuvk1 = kvkq

Il ne reste plus qu'à montrer que l'on peut remplacer kuvk1 par jTv(u)j. On a évidemment

8u2Sp;
����Tv(u)���� = ��������X

n=0

1

un vn

�������� 6 X
n=0

1

jun vnj = kuvk1 donc sup
u2Sp

����Tv(u)���� 6 sup
u2Sp

kuvk1
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Réciproquement, montrons que
����Tv(�)���� peut atteindre supu2Sp kuvk1. Par caractérisation séquen-

tielle de la borne sup, soit
¡
uk :=(uk;n)n2N

�
k2N2Sp

N telle que kukvk1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k!1

supu2Sp kuvk1.

8k 2N; kukvk1=
X
n=0

1

juk;n vnj=
X
n=0

1 juk;n vnj
vn||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
:=uk;n
0

vn=
X
n=0

1

uk;n
0 vn=Tv(uk

0 )2R+

avec uk0 :=(uk;n0 )n2N2Sp car 8n2N, juk;n0 j=
������ juk;n vnj

vn

������= juk;nj jvnjjvnj
= juk;nj donc kuk0 kp=kukkp=1.

On a donc une suite (uk0 )k2N2SpN telle que����Tv(uk)����= kukvk1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k!1

sup
u2Sp

kuvk1

Finalement,

9Tv9 = sup
u2Sp

����Tv(u)���� = sup
u2Sp

kuvk1 = kvkq <1 (4)

Donc Tv est une forme linéaire continue (2 au dual topologique (`p)0=Lk�kp;j�jC(`p;C)).

2.2. Identi�cation des formes linéaires à Tv.

Soit T 2Lk�kp;j�jC(`p;C) une forme linéaire continue sur `p. Posons 8n2N,

�n := (�n;k)k2N2 `p et vn :=T (�n)

Montrons alors que T =Tv avec v := (vn)n2N. Il faut tout d'abord montrer que v 2 `q.

Assertion : kvkq69T9.
Posons 8N 2N, vN :=

¡
vn1n6N

�
n2N2 `

p (support �ni). On a alors kvNkp!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
N!1

kvkp.

De plus, on a vu (4) que 8N 2N, kvNkp=9TvN9= sup
u2Sp

����TvN(u)����. Or 8N 2N; 8u=(un)n2N2Sp,

����TvN(u)����= ��������X
n=0

1

vn1n6Nun
�������� =

��������X
n=0

N

T (�n)un

��������
(linéarité) =

����������T
�X
n=0

N

un �n

����������� =
����T (u16N)����

(dé�nition de 9T9) 6 9T9 � ku16Nkp
(norme d'un suite tronquée) 6 9T9 � kukp

(u2Sp) = 9T9

Donc par passage au sup
u2Sp

, on a kvNkp=9TvN969T9, et donc par passage à la limite N!1,

kvkp 6 9T9 <1 �

Tv est donc bien dé�nie et continue. Montrons en�n qu'elle est égale à T . Soit u=(un)n2N2 `p.

8N 2N, évaluons en la suite tronquée u16N :

Tv
¡
u16N

�
=
X
n=0

1

vnun1n6N =
X
n=0

N

T (�n)un = T

 X
n=0

N

un �n|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
=u16N

!
= T

¡
u16N

�
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De plus,

u16N !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k�kp
N!1

u car
u¡u16Npp =

X
n=N+1

1

junjp !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
N!1

0

(reste d'une série convergente). Donc par continuité de T et de Tv pour k�kp,

Tv(u) = lim
N!1

Tv
¡
u16N

�
= lim

N!1
T
¡
u16N

�
= T (u)

Ainsi, lorsque T est une forme linéaire continue sur `p, 8u=(un)n2N2 `p,

T (u) = T¡T (�n)�n2N
(u) =

X
n=0

1

unT (�n)

On a ainsi identi�é les formes linéaires continues sur `p à :¡
`p
�0
=
�
Tv : v 2 `q

	
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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