Si Re C(X,Y) est une fraction rationnelle n’ayant pas de péle sur le cercle unité C'=C(0,1), alors
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fonction méromorphe sur C, sans pdle sur C, et avec D =D(0, 1).

Démonstration. En effet,
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Et par le théoréme des résidus sur un disque a peine plus grand que D et contenant uniquement les péles
de fr sur D (toujours possible car R n'a qu'un nombre fini de poles, et aucuns sur 0D),

%CfR(Z) dz = QWiZ res(fr)(z) (somme finie) O
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Exemple. Soit a > 1 réel, alors
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(intégrale bien définie car a +sinf >0 car a > 1) c'est a dire
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de déterminant Ag = (2ia)?—4-—1=4(1—a?) <0 car a > 1, donc ayant deux racines simples en
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(en effet, a —/a?’—1<lcara—1<+/a?—1 car (a71)2:(/272a+1<(/271car —2a<—2cara>1l,etat++a’-1>a>1)

Et alors f(z)= (zfz,)Q(z7z+) a deux poles simples z; et z_ et
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Soit f € H(Q2\Z) une fonction méromorphe sur un ouvert €2 tel C,
que C4 C et possédant un ensemble fini de péles Z C C dans
le demi-plan supérieur C; ={z€ C : Jm(z) >0} (donc pas de W N

poles sur I'axe réel). On pose alors Ry > max,¢cz |z|. X \{%0
1 . . X \‘\
On suppose que f tend vers 0 a l'infini sur C, : : . ‘
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Montrons alors que Vk € R%,

/+Oof($) elbrdy = 2%12 res(f)(z) avec fr: z+ f(z)elk?
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De facon similaire, pour k € R*, on se place sur le demi-plan inférieur C_={z€ C : Jm(z) <0} et on
consideére les pdles qui sont dans ce demi-plan.

Soit R> Ry. Le théoreme des résidus appliqué a f sur le contour fermé I'y tel que (I'g)int C 2 et (IR)int
simplement connexe, sur lequel f est méromorphe, donne (puisque Z C (I'r)int puisque R > Ry)

: fe(z)dz = 2mi Z res( fx)(z0)
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Il reste 3 montrer que l'intégrale sur le demi-cercle Cr disparait lorsque R — 0o :
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En effet, puisque I'on a I'inégalité de corde V6 € [0, /5], sin(6) 2%0, ona —kRsinf < —#0 donc
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et de plus,

Mp:= max {f(Reie){ 5= 0 car | f(2)] o= 0
o<o<n
zeCy
Ainsi, on a bien
+R too
2mi Z res( fx)(z0) = fe(z)dz + [ fi(2)dz 5= fr(x)de
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avec la somme des résidus constante par rapport 3 R, que I'on peut donc identifier avec I'intégrale limite.



