Applications des inégalités de Cauchy et du principe
du maximum

On munit € de sa topologie usuelle de C- ou R-EVN.

Théoréme 1. (Théoréme de Liouville) Soit f € H(C) holomorphe sur C (entiere).

Alors si f est bornée, elle est constante :

IM>0:|fI<M = f=f(0)

Démonstration. Inégalités de Cauchy a I'ordre 1 en tout point :

1! M
< — < — =
VzeC, VR>|z|, |0f(2)] < Rle(glt})%)|f| <7 =0 donc Of(2)=0

Puisque C est connexe, on peut intégrer sur [0, z| la dérivée Of, de primitive f :

L
VzeC, f(z) = f(0)+ af(¢)d¢ = f(0) O

[0, 2]

Théoréme 2. (Théoréme fondamental de I'algébre)

Tout polynéme non constant P € C[X]: deg(P) >0 posséde au moins une racine : 3z € C: P(z)=0.

Démonstration. Supposons par |'absurde que P =: Z::Oaka avec n:=deg(P) > 0 ne posséde aucune
racine : Vz € C, P(z) #0. Alors z+— Yp(,) € H(C) holomorphe sur tout C puisque z — P(z) € H(C).

Montrons qu’elle est bornée pour appliquer le théoréme de Liouville. Puisque
VzeC, |P(2)] —— lan||2z|" —— 400 (carn>1)
|z| =00 r— 00
on a une minoration sur C\D(0, R) :
dJR>0: VzeC, (|z|>R = |P(2)|>|P(0)|>0)
Par ailleurs, puisque z+> P(2) est continue sur le compact D(0, R) sans s'annuler, elle est minorée :

J20€D(0, R), VzeC, (|z|<R = |P(z)|>|P(20)|>0)
Ainsi, sur C=C\D(0, R) UD(0, R),

1 1 1 .
VZECD, m < max(m,m) =:M>0

Donc par le théoréme de Liouville, puisque 2z +—> 1/p(z) € H(C) est bornée sur C, elle est constante. Donc
z+> P(z) est constante, donc P est un polynéme constant : deg(P) < 0. Contradiction. O

Théoréme 3. (Principe du maximum n°1)  Soit f € H () holomorphe sur § ouvert connexe.



Si | f| admet un maximum local, alors f constante :

(3V=D(zm,r)CQ : VzeV,[f)|<|f(zm)]) = [=F(zm)

On note les fonctions holomorphes sur un ouvert §) et continues sur € jusqu'au bord 95 :

COM(Q) ={f€CQ) : flaeH ()}

Théoréme 4. (Principe du maximum n°3)
Soit f € co H(2) holomorphe sur ) ouvert connexe borné et continue jusqu'au bord Of2.

Alors sur le compact Q, le maximum du module est toujours atteint au bord :

= ‘est 3 di VzeQ <
max|f| = max|f|  cest 4 dire 2€Q, [f(2)] < max|f]
Démonstration.  Par contradiction, supposons que
S0€® ¢ |fo) > maxlfl (4

Puisque | f| est continue sur le compact €, elle est majorée et atteint sa borne :

T2m€Q ¢ VzeQ, |[flzm)| = |f(2)]
En particulier en zg,

[f(zm)] = |f(z0)] > max|f]

donc nécessairement z, ¢ 9€). Donc | f| admet un maximum local en z,, € Q2 intérieur, donc par le principe
du maximum n°1, f|g = f(z,) constante, donc f constante par continuité, ce qui contredit (x). [

Théoréme 5. Soient f, g€ CPH(Q2) holomorphes sur 2 ouvert connexe borné et continues jusqu’au
bord 052, et ne s’annulant pas. Alors si elles sont égales en module sur 052, elles le sont sur tout §2, et
sont méme égales a une phase globale prés :

|f‘|3Q:‘gH6Q = HQER:f:eigg

f

Démonstration.  Supposons que | f ||, =[g]| 5 Posons hy:== et ho ::%:hi.
1

Puisque f et g ne s'annulent pas, h, hQEC_OH(Q). Par le principe du maximum n°3,

:m =1

VzeQ, |hi(2)| < I%%x|h1\ =1 car, sur le bord ‘hl‘\aﬂ ol e

De méme, en applicant le principe du maximum sur hg, on a

= 1
VzeQ, —— = |ho(2)| <1 d hi(2)]>1
< ‘h1<z)‘ | 2(2)| onc | 1(Z)|

Donc |h1| =1. Le maximum de h; est alors atteint en un point intérieur (n'importe quel z,, € Q2), donc
par le principe du maximum n°1, h; est constante sur tout 2. Or |hi| =1 de module unité, donc
HcR : hi= i6

=e d'ou f=elfyg O

Q |~

Remarque 6.  Clest faux si on relache I'hypothese de non-annulation : avec f: z+—1et g: 22
holomorphes sur D(0, 1) connexe borné, on a |f||C(0 n= |g||C(0 1) =1, pourtant I f1# gl



Remarque 7.  On applique souvent ce théoréme avec g =1.

Corollaire 8.  Soit f € co H($2) holomorphe sur € ouvert connexe borné et continue jusqu'au bord.

Alors si f prend des valeurs réelles sur 0X), elle est constante sur Q:

f(0)) c R = f=cste

Démonstration.  Considérons g: z+— e /(*) € COH(Q) par composition COH(Q) de exp et f.

L'exponentielle ne s'annulant pas, g ne s'annule pas. De plus z+> 1 est holomorphe et ne s'annule pas.
On peut donc appliquer le théoréeme précédent a (g, z+ 1), car

V2edQ, |g(z)|=1e®|=1 car /P eC(0,1) car f(z)eR
Ainsi,
R : g=el? donc VzeQ, /P = donc In.eZ: f(z)=60+2mn,
Donc f est a valeurs dans un ensemble discret :

f(Q) c 0+27Z

Or ) connexe et f continue, donc f(£2) connexe dans un ensemble discret, donc f est constante. O

Théoréeme 9.  Soit f € co H($2) holomorphe sur € ouvert connexe borné et continue jusqu'au bord.

Alors si sa partie imaginaire est négative sur OS) et qu'elle prend une valeur réelle intérieure, elle est
constante :

(Jm(f)lo <O et FzeQ: f(zo0)eR) = [f=cste

Démonstration.  Considérons g: z+— e /(*) € CO(Q) par composition COH(€2) de exp et f.

Donc par le principe du maximum n°3, V2 € Q, |f(2)| < maxgq|f|. Majorons ce maximum :
VzedQ, |g(z)| = |e—i(9%f(z)+i:imf(z))|

e ()] [ImI2)

|ejmf(z)| <1 car Jmf(2)<0

donc max|g| < 1
o0

Or f(z0) €R donc |g(z0)|=|e#(*0)| =1 > maxgq |g| donc nécessairement |g(z0)| = maxaq |g| =1.
Donc g admet un maximum en zg € €) intérieur, donc par le principe du maximum n°1, g = cste.

Puisque |g| =1, on a donc 3 € R : g=e'? donc
VzeQ, e /) =¢lf donc f(Q) C 6+2rZ

donc comme dans la preuve précédente, puisque €2 est connexe, f est constante. O



