
Une norme sur K[X]

Soit K[X] l'espace vectoriel des polynômes sur K=R ou C, muni de la norme

k�ks : K[X] ¡! R+

P 7¡! sup
k2N�

����P¡ /1 k�����=S(P )1 avec
S : K[X] ¡! K cv

N

P 7¡!
¡
P
¡
/1 k
��
k2N�

C'est une norme sup, bien dé�nie car S(P ) est une suite convergente donc bornée. En e�et,

8P 2K[X], x 7¡!P (x) est polynomiale donc continue, donc P
¡ 1
k

�
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
k!1

P
�

lim
k!1

1

k

�
=P (0)2K

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Non complétude de K[X]; k�ks
�

L'espace
¡
K[X]; k�ks

�
n'est pas complet. En e�et, montrons que (Xn)n2N2K[X]N

est une suite de Cauchy pour k�ks et qu'elle ne converge pas pour k�ks.

Suite de Cauchy :

⚠ (x 7!xn)n2N n'est pas une suite de Cauchy pour k�k1;[0;1]. Alors que pour k�ks :

8p; q 2N;
Xp¡X q


s
= sup

k>1

������� 1
k

�p
¡
�
1

k

�q������ = max

 
j1p¡ 1q j||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }

= 0

; sup
k>2

�������� 1kp ¡ 1
kq

��������
!

Or 8p; q>N , 8k> 2, 1

kp
;
1

kq
6 1

kN
6 2¡N. Donc

8"> 0; 9N 2N : 8p; q>N; kXp¡X qks 6 2¡N <"

Non convergence :

Supposons par l'absurde qu'il existe P 2K[X] tel que Xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�ks
n!1

P .

Alors
Xn¡P


s
=
S(Xn¡P )


1!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
0. Donc (C.U. ) C.S.) 8k> 1,

S(Xn¡P )k =
1
kn
¡P

� 1
k

�
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

0 donc P
� 1
k

�
= lim

n!1

1
kn

=

�
0 si k> 2
1 si k=1

Ainsi, P possède une in�nité de racines (J2;1J) donc c'est le polynôme nul.

Or P (1)= 1=/ 0. Contradiction. Donc (Xn)n2N n'est pas convergente pour k�ks.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

On remarque du même coup que S n'est pas surjective :

on vient de montrer que S 
¡
f�0g

�
=?, et plus généralement S 

¡
Kksupp

N nf0g
�
=?.

Mais...
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Densité des "suites polynomiales" S(K[X]) dans K cv
N

On se place dans l'EVN
¡
K cv

N ; k�k1
�
.

S étant linéaire de K[X] dans K cv
N , S(K[X]) est un sous-EV de K cv

N . Montrons qu'il est dense :

� On va utiliser le fait que l'EV des suites à support compact Kksupp
N� est dense dans K cv(0)

N�

� Mais Kksupp
N� �/ S(K[X]). On veut alors montrer que Kksupp

N� � S(K[X]), c'est à dire que l'on

peut approcher une suite à support compact par des suites polynomiales.

� Pour cela, on utilise la base (111111111J1;pK)p2N� de Kksupp
N� et la linéarité de S, après avoir montré que les

111111111J1;pK peuvent être approchées par des suites polynomiales S(Rn;p).

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Soit p2N�. On veut une suite polynomiale S(Rn;p) telle que S(Rn;p)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�k1
n!1

111111111J1;pK.

Posons les polynômes interpolateurs :

8n2N; Rn;p :=

 
1¡

Y
j=1

p

(1¡ jX)

!n

Alors, 8k> 1, Rn;p( /1 k) :=
�
1¡

Q
j=1
p
�
1¡ j

k

��n
, et

� si 16k6 p, pour j=k, on a 1¡ j

k
=0, donc

Q
j=1
p
�
1¡ j

k

�
=0, donc

����Rn;p( /1 k)����=1n=1

� si p+16 k, 8j 2 J1; pK, j

k
6 p

p+1
donc 1¡ j

k
> 1

p+1
donc

Q
j=1
p
�
1¡ j

k

�
> 1

(p+1)p

donc
����Rn;p( /1 k)����6�1¡ 1

(p+1)p

�n
avec 1¡ 1

(p+1)p
2 ]0; 1[

On a alors queS(Rn;p)¡111111111J1;pK1 = max
�

sup
16k6p

����Rn;p( /1 k)¡ 1����zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz z}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ {= 0

; sup
k>p

����Rn;p( /1 k)¡ 0�����
= sup

k>p

����Rn;p( /1 k)����
6
�
1¡ 1

(p+1)p

�n
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

0

Ainsi, 8p2N�, S(Rn;p)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�k1
n!1

111111111J1;pK .

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Soit u=(uk)k2N�2Kksupp
N� suite à support �ni. Notons N =max (supp(u)) et posons la suite :

8n2N; sn :=S

0@X
p=1

N

�p �Rn;p

1A2S(K[X]) avec
8p2 J1; NJ; �p := up¡up+1

�N := uN

Alors par linéarité de S et de la limite,

sn =
X
p=1

N

�pS(Rn;p) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�k1
n!1

X
p=1

N

�p 111111111J1;pK = u
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En e�et, 8k 2N�;�
lim
n!1

sn
�
k
=
X
p=1

N

�p
¡
111111111J1;pK

�
k
=
X
p=1

N

�p

�
1 si k6 p
0 sinon

=
X
p=k

N

�p

=
X
p=k

N¡1

(up¡ up+1)||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
(télescope)
= uk¡uN

+uN = uk

Ou encore, puisque T :=

26666664
1 0 ::: 0
��� ��� ��� ������ ��� 0
1 ::: ::: 1

37777775
N
N

est inversible (detT =1 car matrice triangulaire), il existe

un vecteur (�p)p=1N 2KN tel que 8k2 J1;NK; P
p=1
N �p

¡
111111111J1;pK

�
k
=
P

p=1
N �pTk;p=

¡
T � (�p)p=1N

�
k
=uk

Ainsi, 8u2Kksupp
N� , 9(sn)n2N2S(K[X]) : sn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !k�k1

n!1
u. Donc Kksupp

N �Adhk�k1
¡
S(K[X])

�
.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

En�n, soit c2K cv
N une suite convergente vers `= lim c.

Posons ` := (`)k2N. Alors c0 := c¡ ` 2 K cv(0)
N .

Or Kksupp
N est dense dans K cv(0)

N pour k�k1, donc K cv(0)
N =Kksupp

N �S(K[X]). Donc c02S(K[X]).

Maintenant, `2S(K[X]) car `=S(` � 1K[X]) est l'image d'un polynôme constant.

S(K[X]) étant un espace vectoriel, son adhérence S(K[X]) est aussi un espace vectoriel.

Donc c= c0+ ` 2 S(K[X]). Ainsi, S(K[X])=K cv
N :

S(K[X]) =
n¡
P
¡
/1 k
��
k2N� : P 2K[X]

o
est dense dans

¡
K cv

N ; k�k1
�

3


	Non complétude de \(ᵔ 뀅者퀂숁戬刁怅々쀂�
	Suite de Cauchy :
	Non convergence :

	Densité des "suites polynomiales" ᵇꀅ쀂臕䈀嬀堀崀尀⤀ 搀愀渀猀”吠עᅐװ׀ʀȀذݠ׀ʐ

