Une norme sur K[ X]

Soit IK[X] I'espace vectoriel des polynémes sur IK =1R ou €, muni de la norme

[lls : K[X] — Ry S K[X] — K,
P sup [PCA)|=[[S(P)], v P — (P(%))pex

C’est une norme sup, bien définie car S(P) est une suite convergente donc bornée. En effet,

VP € K[X], x+— P(x) est polynomiale donc continue, donc P(%) — P< lim l) =P(0)eK
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Non complétude de K[X], ||||s)

L'espace (IK[X], ||-||s) n'est pas complet. En effet, montrons que (X™),cn € K[X]N
est une suite de Cauchy pour ||-||s et qu’elle ne converge pas pour ||-|s.
Suite de Cauchy :

/N (> 2™),en n'est pas une suite de Cauchy pour |“lsc,[0,1]-  Alors que pour ||-[|s :
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OrVp,g>= N, Vk>2, LI <i§2_N. Donc
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Ve>0,INEN : Vp,q=>N, || XP—- X9, < 27V <e

Non convergence :

Supposons par I'absurde qu'il existe P € IK[X] tel que X" —L P.
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Alors HX”—PHs:HS(X”—P)” —— 0. Donc (c.u. = c.s.) Vk >1,
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S(X" =Pl = = P(E) —— 0 donc P(E> = lim o = {1 S
Ainsi, P posséde une infinité de racines ([2, 00[) donc c’est le polynéme nul.

Or P(1)=1+#0. Contradiction. Donc (X™), en n'est pas convergente pour ||||s.

On remarque du méme coup que S n'est pas surjective :
on vient de montrer que S ({0} ) =@, et plus généralement S (Kii,p,\{0}) =2.

Mais. ..



Densité des "suites polynomiales" S(K[X]) dans K%,

On se place dans I'evN (KT, || [l ).
S étant linéaire de IK[X] dans K%, S(IK[X]) est un sous-Ev de IKK%,. Montrons qu'il est dense :
e On va utiliser le fait que I'EV des suites a support compact IKE\;:pp est dense dans Kﬂx(o)

e Mais IKksupp¢ S(K[X]). On veut alors montrer que IKksupp C S(K[X]), c'est a dire que I'on
peut approcher une suite & support compact par des suites polynomiales.

e Pour cela, on utilise la base (11, ,])pen- de ]Kfiupp et la linéarité de S, aprés avoir montré que les

1[1,,] peuvent &tre approchées par des suites polynomiales S(R,, ).

Soit p € N*. On veut une suite polynomiale S(R,, ,) telle que S(R,, ;) e, 1,
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Posons les polyndémes interpolateurs :

P n
vneN, RW::<1— 11 (1—jX)>

Jj=1

Alors, Vk =1, Ry, p(Vi) := (1— §:1<1—i>>n, et

e sil<k<p, pourj= konal—— 0, doncH <1—%):O, donc|Rn’p(1/k)|:1”:1
e sipt+1<k, Vje[l,p], %g# doncl—%}p—il donc Hz.?:l(l—%)}m
1 n 1
donc|Rn7p(1/k)|<<1—m) avec 1—W6]0,1[
On a alors que —0
e N
||S —1p, PHH = ma,x< sup |Rn’p(1/k)—1|, sup‘Rn’p(l/k)—OO
1<k<p k>p

= sup | R p(Y2)]
k>p
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< <1_(p+1)p> n— 00 0

Ainsi, Vpe N*, | S(R,,.,) ‘M)]l[[l,p]] :
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Soit u = (ux)ken+ € Kinupp suite a support fini. Notons N =max (supp(u)) et posons la suite :

Vpe[l,N[, ap = up—upt1

N
VnEN, Sn::S Z ap'Rn,p €S<K[X]) avec QN = UN

Alors par linéarité de S et de la limite,

N
L C RN
= Z OcpS(Rn’p n—><>o Z ap]lﬂl p] = U
p=1



En effet, Vk € N*,

< lim S”)k = i Qp (1[[1717]]);; -
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Ou encore, puisque T':=| @ ™~ 6 est inversible (det T'=1 car matrice triangulaire), il existe
1. 1N
N

un vecteur ()01 € K tel que VE €1, N], Z;V:locp (]]'ﬂlvpﬂ)k:ZN

p:1O‘ka,p: (T' (O‘p)é\]:l)k:“k

Ainsi, Yat € Kiopp, I(n)nen € S(K[X]) : 8 — 0= 501 Donc | KNypp € Adhy_(SK[X])) |
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Enfin, soit ¢ € K%, une suite convergente vers £ =lim c.

Posons £:= ({)gen. Alors cop:=c—4£ € IK]IEIV(O).

Or KiX,pp est dense dans IKH;IV(O) pour ||+||eo, donc IKH;IV(O) = mc S(K[X]). Donc ¢y e S(K[X]).
Maintenant, £ € m car £=8({-1k[x]) est I'image d’un polynéme constant.

S(K[X]) étant un espace vectoriel, son adhérence W est aussi un espace vectoriel.

Donc c=co+£ € S(K[X]). Ainsi, S(K[X]) =K%, :

S(K[X])= {(P(l/k))ke]N* : PE]K[X]} est dense dans (K, ||[l~0)
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