Théoréme de Riesz-Fischer
Complétude des espaces de Holder LP

(E,T, ) espace mesuré, (F,|-|) K-EVN, [:=[_du intégrale de Lebesgue sur F.

Pour pe[1, 400, | (LL(E,F), 4, |-llp~) est un espace de Banach |

LP:= gP/KerH-Hp /{fEM F42P gy est un K-EV (grace & Minkowski) muni de la norme

Yo
| llp~= |||, indépendante du représentant’, et avec ||-||,: M (E,F) — Ry : fr— (/ |f|7’)

Démonstration. Pour p€[1,+o0].
Soit (fn)ne]N eLP(E, F)E;uchy“}“pw une suite de Cauchy dans L” = PP avec fn représentant,
comme | fr = fillp~ =l fi = fillps (fa)nex € QP(E,F)E\;uchyH_Hp est une suite de Cauchy dans ZP.

Ca n’implique pas, en général, la convergence ponctuelle. Il faut accélérer la convergence.

1. Extraction d’un suite convergente f‘P("))neN

Montrons la convergence ponctuelle d'une série télescopique f = f,(0)+ ZZZOO ( fomy1)— fw(,n))
Suite de Cauchy : on a que Ve >0, IN(e)eN : Vk,I>N(e), || fu— fillp<e

>
Soit une extractrice ¢ : N —— N telle que?

YneN, ¢(n)> N(i)

on
En posant Vn,m € N,
Oni=Fominy= fom)y €6 Smi=Y_ |6 € M(E,Ry)
n=0

la majoration de la somme partielle de ) J,, on a par inégalité de Minkowski, Vm € N,

m

>

n=0

m

Z ||6 ||pfz ”pr n+1 fgp(n Z %:
n=0

<27 " car
p(n+1),0(n)2N(27")

(Sm)men € M(E, ]R.QH} suite croissante de fonctions positives, alors par convergence monotone

[Smllp =

lim S’”Hp:/( lim s)p B fim [ (Sp)P= lim [|S]|? <27 < 400 (1)
m— oo P m— 00 monot. m— oo M—00 \ ”
<27
. pu-pp-E . .
Donc lim S, < —|— oo presque-partout. Soit A/ C F ensemble négligeable tel que Yz € E\N,
m—r o0
on ait lim S,, Z |6n ()| < 400 absolue convergence donc convergence dans (F,|-|), et alors
m— o0

m— o0

.
Y dula)= lim Z Foma1)(@) = fom(@)) = Hm_fom) (@) = foo) ()
n=0

(télescope) :f(p(m)(x) - fg,(o)(w)

Posons alors f € M(E, F) mesurable? telle que Va € E\N, ‘ f(x)= mlgﬂ fo(m)(@ ‘ bien définie.

M ppg} la projection canonique, f=§ = f 2" g = J1r1=[lg]

1. Avec T : PP LP: f»—){gEM ¥
2. Par exemple ¢(k):=max (¢(k — 1)+ 1, N(27*)) par récurrence.

3. Puisque f: F \N —F:z+— lim fo(m)(z) mesurable, on a f encore mesurable avec, par exemple, f|y:=0
m—r o0



2. f est ZP-intégrable

Vo € E\N, c’est a dire presque-partout, on a par passage a la limite de I'inégalité triangulaire,

+00 +o00
=3 6u(@)| <Y [on(@)| = lim Sp(x)
n:O m—r 00

n=0

|f = foo)| (@)

Donc par monotonie de l'intégrale et par croissance de x— zP, et en utilisant (1),

p p . p
1= Fowlls= [17= ool < [ 1im $.)"=
Donc || fllo < f = fo)llp+ I foo)llp < +00 (Minkowski et f, )€ £7) donc | f € ZP(E,F) |

lim Sme< 400
P

m— 00

3. La suite de Cauchy converge vers f pour |||, Soit £ > 0.

(fn)nen suite de Cauchy donc 3N, e N : Vk, 1> N, || fx — fillp <e. Alors, Yn > N,,
|‘fn_f|‘£:/|fn_f|p :/ lim |fn—f4p(m)|p (continuité de z+— |- — zP|)

(inégalité de Fatou) hrn 1nf/|fn fgg(,n)|

= l’rlnﬂilglcfnfn_fcp(m)np < eP donc || fn— fllp<e

<e si m>Ne

Donc fnﬂ”fegp_

Enfin, puisque || fn = f|l[,=1/fn — fllp~, on a convergence f, M feLr(E, F).

Corollaire Soit (fy),ex € ZP(E, F)N convergente vers f € #P(E, F) en norme L7 :

7 e~ % .
In > f — lim ”f'n_fH‘p:O
n n— 00

— 00
>
Alors 3p: N — N telle que la sous-suite ( f,(n)).ex converge ponctuellement presque-partout :

Ve '€ B, lim fu(z)=f(z)
n—oo

(Puisque toute suite convergente est de Cauchy, il suffit de reprendre argument de la partie 1)
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