
Théorème de Rolle sur Rn

Soit (E; k�k) un EVN de dimension �nie, et U 2O(E) un ouvert non vide de E tel que U soit compact.
(en dimension in�nie, tout compact est d'intérieur vide)

Soit f : U ¡!R une fonction à valeurs réelles continue sur tout U et di�érentiable sur U . Alors si f
est constante sur la frontière de U , alors sa di�érentielle s'annule en un point :

f j@U = cste =) 9x~ 2U : df(x~ )= 0

Démonstration. On se ramène au cas où f j@U =0 en remplaçant f par f ¡ cste. Si f =0 nulle, c'est
gagné. Supposons maintenant que f =/ 0, et même quitte à remplacer f par ¡f que 9x~ 02U : f(x0~ )>0.

Puisque f est continue sur le compact U , elle est bornée et atteint ses bornes, donc

9xm2U : f(xm) = max
U

f > f(x0~ )> 0

De plus, xm2U car 2/@U car f j@U =0. Or U est un ouvert, donc par dé�nition du maximum,

9V 2VoisE(xm) : 8x~ 2V ; f(x~ )6 f(xm)

c'est à dire que xm est un point de maximum local, donc un point critique : df(xm)= 0. �
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