Théoréme de Rolle sur IR"

Soit (E,||-||) un EvN de dimension finie, et U € O(E) un ouvert non vide de E tel que U soit compact.
(en dimension infinie, tout compact est d'intérieur vide)

Soit f: U — IR une fonction a valeurs réelles continue sur tout U et différentiable sur U. Alors si f
est constante sur la frontiére de U, alors sa différentielle s'annule en un point :

flop =cste = JTeU :df(Z)=0

Démonstration.  On se ramene au cas ou f|,; =0 en remplacant f par f —cste. Si f=0 nulle, c’est
gagné. Supposons maintenant que f 0, et méme quitte a remplacer f par — f que 3Zo €U : f(zp) > 0.

Puisque f est continue sur le compact U, elle est bornée et atteint ses bornes, donc
3z cU : f(zm) = m(z_}xf > f(2o) >0

De plus, 2 € U car ¢oU car f|8U =0. Or U est un ouvert, donc par définition du maximum,
AV € Voisg(Tm) : VZ €V, f(Z)< f(om)

c’est a dire que I, est un point de maximum local, donc un point critique : d f(2;) =0. 0



