
Espaces topologiques Espaces métriques Espaces vectoriels normés

O� }(E) topologie de E ,def

� E;?�O

� IFO : 8(Ui)16i6n2On;
\
i=1

n

Ui 2 O

� UQO : 8(Ui)i2I2OI;
[
i2I

Ui 2 O

O 0 plus fine
moins fine que O ,def O�O

0

O 0�O

Une intersection de topologies et encore une topologie

Topologie engendrée par A� }(E) :

O(A) :=
\ �

O topologie sur E : A�O
	

(topologie la moins fine sur E contenant A;
plus petit élément de l'intersection)

B� }(E) base de topologie sur E ,def

�
[
B=E

� 8X; Y 2B; 9A�B : X \ Y =
[
A

(l'intersection de 2 elems de B est la réunion d'élems de B)

B est une base de topologie pour une topologie OB
si elle l'engendre : OB=O(B). Alors :

U 2OB (ouvert)

() 9(Ui)i2I 2BI : U =
S
i2IUi

() 8x2U ; 9B 2B : x2B�U

Un espace topologique (E;O) est à base dénombrable
si 9B base dénombrable d'ouverts engendrant O.

OE base de topologie sur E pour OE.
En général, B engendrant OB non unique.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Topologie grossière : O= fE;?g (moins fine possible)

Topologie discrète : O= }(E) (plus fine possible; séparée)
Toute partie y est à la fois fermée et ouverte
Toute fonction E¡!F est continue
Compact , E fini Connexe , E= fxg ou ?
Distance discrète : d(x; y)=

�
0 si x= y
1 sinon

A�E est une partie discrète si OjA est la topo. discrète
, A= IsolOE(A) (tout point est isolé)

f /1 n : n2Ng partie discrète de R

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

E=/ ? ensemble de points.

d :E �E¡!R distance sur E ,def

� d(x; y)=0 , x= y (vraie distance)

� d(x; y)= d(y; x) (symétrie)

� d(x; z)6 d(x; y)+ d(y; z) (inégalité triangulaire)

Les 3 axiomes impliquent que d(x; y)2R+

,! Inégalité triangulaire :
����d(x; y)¡ d(y; z)����6 d(x; z)

Boule ouverte : Bd(a; r) := fx2E : d(x; a)<rg
Boule fermée : Bdf (a; r) := fx2E : d(x; a)6 rg
Sphère : Sd(a; r) := fx2E : d(x; a)= rg

de centres a2E et de rayon r 2R+

Topologie naturelle de l'espace métrique (E; d) :
topologie Od engendrée par les boules ouvertes

, BO :=
�
Bd(x; r) : x2E, r 2R+

	
base de topologie

(E;OE) métrisable , 9d distance : OE=O(BOd )
(pas unique : �d engendre la même topologie)

d1 et d2 topologiquement équivalentes (rel. d'équiv.)

,def engendrent la même topologie : O(BOd1)=O(BOd2)

, 8x2E; 8r > 0; 9 r1; r2> 0 :

�
Bd1(x; r1)�Bd2(x; r)
Bd2(x; r2)�Bd1(x; r)

d1 et d2 distances Lipschitz-équivalentes si

9�; � 2R+
� : � d1(�; �)6 d2(�; �)6 � d1(�; �)

() 9C 2R+
� : C¡1 d1(�; �)6 d2(�; �)6Cd1(�; �)

=)
(= d1 et d2 topologiquement équivalentes

(ex: db(�; �) :=min (1; d(�; �)) distance bornée, topologiquement
équivalente avec d, mais pas équivalente si d non bornée)

9�2R+
� : d1(�; �)6�d2(�; �) =) Od2 plus fine que Od1

Diamètre d'une partie X �E non vide :

diam(X) := sup
x;y2X

d(x; y)

A�X est dite bornée si diam(X)<+1
, d majorée sur A�A
, 9x2X; r > 0 : A�Bd(x; r)

Distance d'un point x2E à une partie X �E non vide :

dist(x;X) := inf
y2X

d(x; y)

Distance entre deux parties X; Y �E non vides :

dist(X;Y ) := inf
x2X; y2Y

d(x; y)

x 7! d(x; a) et x 7! d(x;A) 1-lipschitziennes donc continues

E un K-espace vectoriel, (K; j�j) corps valué

k�k :E¡!R+ norme sur E ,def

� kxk=0 =) x=0E

� k� � xk= j�j�kxk
� kx+ yk6 kxk+ kyk (inégalité de Minkowski)

(applicat° homogène minkowskienne définie positive)

,! Inégalités triangulaires :
����kxk¡kyk ����6 kx¡ yk

6 kx+ yk

Distance naturelle engendrée par k�k :
dk�k(x; y) := kx¡ yk

Elle est invariante par translation et
telle que d(�x; �y)= j�j d(y; x)

k�k1 et k�k2 normes équivalentes si

9�; � 2R+
� : �k�k16 k�k26 �k�k1

(pour monter la non équivalence, on exhibe
une suite telle que kxnk1/kxnk2!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
1)

k�k1 et k�k2 normes équivalentes

() k�k1 et k�k2 topologiquement équivalentes

En dimension finie et si K=R ou C,
toutes les normes sont équivalentes

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Espace préhilbertien réel (E; h�; �i) :
h�; �i :E �E¡!R produit scalaire ,def

� hx; yi= hy; xi
� h�; �i bilinéaire (,hx; �i 2Lin(E) par sym.)

� hx; xi> 0 et hx; xi=0 =) x=0E

(forme bilinéaire symétrique définie positive)

Inég. de Cauchy-Schwarz : hx; yi
2 6 hx; xi � hy; yi

jhx; yij 6 kxk � kyk
Norme euclidienne : kxk= hx; xi

p
Minkowski : kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi

= hx; xi+2 hx; yi+ hy; yi
(Cauchy-Schwarz) 6 kxk2+2 kxk �kyk+ kyk2

= (kxk+ kyk)2

Distance à F sous-ev de E de dimension finie :
d(x; F )= kx¡�F(x)k (et d(x; F )2= kxk2¡k�F(x)k2)
(est un minimum, atteint uniqu' en la proj. orthogonale �F )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

k�k est 1-lipschitzienne (inégalité triangulaire)

(x; y) 7¡!x+ y est 2-lipschitzienne
(�; y) 7¡!� � y est continue

(pour les topo produit de E �E et K�E)

(R;+; �;�) corps commutatif totalement ordonné

! permet de définir max (x; y), jxj :=max (x;¡x), et ainsi du(x; y)= jx¡ y j
Topologie de l'ordre, Topologie usuelle Ou de R

Toute partie non vide majorée/minorée de R possède une borne sup/inf

a= inf X ()
�
8x2X; a6x
8"> 0; 9x2X : a+ ">x

()
(
8x2X; a6x (minorant)

9(xn)2XN : xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

a

() a=maxMin(X)|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
existe dans R

avec Min(X)= fa2R : 8x2X; a6xgminorants de X

b= supX ()
�
8x2X; x> b
8"> 0; 9x2X : b¡ "<x

()
(
8x2X; b6x (minorant)

9(xn)2XN : xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

b

() b=minMaj(X)||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
existe dans R

avec Maj(X)= fb2R : 8x2X; x> bgmajorants de X

Intervalles de R : I �R intervalle ,def I convexe , 8a; b2 I : a6 b; [a; b]� I
(avec le segment [a; b] =

�
x2R : a6x6 b

	
=

�
(1¡ t)a+ t b : t2 [0; 1]

	
)

() I 2
��

x2R : a
n6
<

o
x
n6
<

o
b

�
: a; b2R�

�
nfR� g (R et ? inclus)

G sous-groupe =/f0g
=/R

de (R;+), a := inf (G\R+
� )

! a=0 =) G� =R dense =) G non fermé

! a=/ 0 =) G= aZ discret =) G fermé

! �Z+ � Z fermé () �
�
2Q rapport rationnel

! QC irrationnels denses dans R (avec Z+ 2
p

Z)

Norme sup k(xn)n2Nk1 := sup
n2N

jxnj sur KN`1 : Homogénéité :

k� � (xn)nk1= sup
n
j�xnj= j�j sup

n
jxnj= j�j � k(xn)nk1

car 8n; j�xnj= j�j jxnj6 j�j sup
n
jxnj

donc sup
n
j� xnj6 j�j sup

n
jxnj

et en posant �0= /1 � et xn0 =�xn; avec ci-dessus;
sup
n
j�0xn0 j|||||||||||||||||||||||||{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}
=jxnj

6 j�0j sup
n
jxn0 j=

1

�
sup
n
j�xnj

donc j�j sup
n
jxnj6 sup

n
j�xnj

Espace CN`2 muni de hu;vi :=
P

n=0

1
unvn, bien défini car

06 ja¡ bj2= jaj2+ jbj2¡ 2 jabj donc
P

n
junvnj6 1

2
(kuk2+ kvk2)<+1

donc
P

n
unvn acv donc cv et hu; vi fini

et CN`2 bien un sous espace vectoriel de CN car8>>>>>><>>>>>>:
ku+vk2= kuk2+ kvk2+2Re(hu; vi)<+1 car hu;vi; kuk; kvk finis
ou (ja+ bj6 jaj+ jbj6 2max (jaj; jbj))p6 2pmax (jajp; jbjp)6 2p (jajp+ jbjp)

=) ku+vk26 4 kuk2+4 kvk2<+1
ou Cauchy-Schwarz ) Minkowski ku+vk26 kuk2+ kvk2<+1

9>>>>>>=>>>>>>;
Norme p2 [1;+1[ sur

� `p=Lp avec kf kpp=
R
jf jp <+1

� `p=KN`p avec k(xn)n2Nkpp=
P

n=0

1 jxnjp <+1 (, mesure de comptage)

� `p=Kn avec k(xi)16i6nkpp=
P

i=1

n jxijp

Inégalité de Hölder : 8p; q 2 [1;+1] :
1

p
+

1

q
=1; 8f 2 `p; 8g 2 `q;

f g 2 `1 et kf gk16 kf kp � kgkq



Espaces topologiques Espaces métriques Espaces vectoriels normés

Ouverts, Fermés, Voisinages, Intérieurs, Adhérences

OE sont les ouverts de l'espace topologique (E;OE)

F 2E fermé ,def FC ouvert ,def F 2FOE
avec FOE :=

�
F 2E : EnF 2OE

	
F est stable par :

�
S

finie �
T

quelconque

Voisinages de x2E :

VoisOE(x) :=
�
V 2E : 9U 2OE : x2U �V

	
(V voisinage de x () contient un ouvert qui contient V )

Vois(x) est stable par :
�
T

finie �
S

quelconque

Propriété locale : P est vraie localement en x2E
() 9V 2Vois(x) : P vraie sur V

U 2O () 8x2U ; U 2Vois(x)
(ouvert () voisinage de chacun de ses points)

Vx système fondamental de voisinages de x ,def

� Vx�Vois(x)

� 8V 2Vois(x); 9U 2Vx : U �V
Existe toujours : Si B base de topologie pour E,
fU 2B : x2U g est un système fondamental de voisinages

Un espace topologique (E;O) est à base dénombrable
de voisinages si 8x2E; 9Vx système fondamental de
voisinages au plus dénombrable.

Base dénombrable ): Base dénombrable de voisinages

Adhérence de X �E :

X� =AdhOE(X) :=
�
x2E : 8V 2VoisOE(x)

Vx
,X \V =/ ?

�
(x adhérent à X () X intersecte tout ouvert contenant x)

X� est le plus petit fermé contenant X :

! X �X� 2FOE et 8F 2F ; X �F)X� �F
! X� =

T
fF 2F : F �Xg

! F�=F , F 2F fermé

Intérieur de X �E :

X�= IntOE(X) :=
�
x2E : X 2Vois(x)

	
=

�
x2X : 9U 2O : x2U �X

	
(x point intérieur () X voisinage de x)

X� est le plus grand ouvert contenu dans X :

! X �X�2OE et 8U 2O; U �X)U �X�

! X�=
S
fU 2O : U �Xg

! U�=U , U 2O ouvert

Frontière de X �E :

@X =FrOE(X) :=X� nX�

@X =

�
x2E : 8V 2Vois(x); V \X =/ ?

V \ XC =/ ?

�
Fermée car intersection X� \ X�C de fermés

Points isolés de X �E :

IsolOE(X) := fx2X : 9V 2V(x) : V \X = fxgg
Points d'accumulation de X �E :

AccOE(X) := fx2X : 8V 2V(x) : V \X =/ fxgg
(tous ses voisinages rencontrent X en un autre point que x)

8X �E; Acc(X)\ Isol(X)=?
Acc(X)[ Isol(X)=Adh(X)

En général, aucune relation entre X;X�
�
; X��[

i2I

Xi

�
�

[
i2I

Xi
�

\
i2I

Xi �
\
i2I

Xi

\
i2I

Xi

� �
=

I fini

\
i2I

Xi
�

[
i2I

Xi
�
=

I fini

[
i2I

Xi

X�C = XC
�

X�C = XC

U 2E ouvert , 8x2U ; 9 rx> 0 : B(x; rx)�U
, réunion de boules ouvertes

Les boules ouvertes sont des ouverts.
Les boules fermées sont des fermés. (par inegalité triangulaire)

Critère du caractère fermé / distance à un fermé :

F 2Fnf?g fermé ()
8x2E, dist(x; F )=0 () x2F

> 2/ (de façon équivalente)

V �E voisinage de x2E ,
9 r > 0 : B(x; r)�V

(contient une boule centrée en x) (grâce au sys fonda de voisinages)

Vx= fB(x; r) : r > 0g
est un système fondamental de voisinages de x

Vx= fB(x; /1 n) : n2Ng
est un système fondamental dénombrable de voisinages de x.

! Les espaces métriques sont à base dénombrable de voisinages

Adhérence :

X� =
�
x2E : 8 r > 0; B(x; r)\X =/ ?

	
=

�
x2E : dist(x;X)= 0

	
8X �E non vide; 8x2E;

dist(x;X)= dist(x;X�)

Intérieur :

X�= fx2X : 9 r > 0 : B(x; r)�Xg
= fx2E : dist(x; XC )> 0g

8x2E; 8r > 0; B(x; r)=Bf(x; r)

F sous-ev de E ) F� sous-ev de E

A+B ?

KA+KB ?

hA[Bi+

8x2E; 8r > 0; Bf�(x; r)=B(x; r)

F sous-ev strict de dimension finie

(dimF < dimE) ) F�=?

8x2E; 8r > 0; @B(x; r)� S(x; r)

Topologie induite

Topologie induite sur A�E par OE :

OjA :=
�
U \A : U 2OE

	
, qui est une topo pour A

(U \A est la trace de U sur A)

U ouvert rel. de A , 9X 2OE : U =X \A
F fermé rel. de A , 9X 2FOE : F =X \A

, FC ouvert relatif de A

Pour x2A et X �A :

IntA(X)� IntE(X)\A
Ex: A=F /O ) IntA(A)=A=/ IntE(A)\A

VoisA(x)= fV \A : V 2VoisE(x)g
AdhA(X)=AdhE(X)\A
FrA(X)�FrE(X)\A

Distance induite sur A :

djA := djA�A définit une distance sur A

! Engendre la topologie induite OjA car

BdjA(x; r) = Bd(x; r)\A � Bd(x; r)

Norme induite sur A :

k�kA := k�kjA norme sur A (trivial.. .)
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Densité, Séparabilité

X �E dense dans Y �E ,def Y �X�

Si X �Y �E dense dans Y fermé, alors X� =Y

car alors Y �
dense

X� �
X�Y

Y� =
fermé

Y

X �E dense dans E

, X� =E , XC
�
=?

, 8x2E; 8V 2VoisOE(x)
Vx

; V \X =/ ?
(tout point de E est adhérent à X)

, 8U �BOE; U \X =/ ? avec BOE base de topologie
(tout ouvert de base contient un point de X)

, E est l'unique fermé �X

(E;OE) espace topologique séparable ,def

9X �E : X dénombrable et dense dans E

À base dénombrable d'ouverts =) Séparable

Produit de séparables :¡
(Ei;Oi)

�
i2N

famille dénombrable d'espaces séparables
=)

¡�i2NEi;O�
�
séparable

X �E dense dans E

() 8x2E; 8r > 0; B(x; r)\X =/ ?
() 8"> 0; 8y 2E; 9x2X : d(x; y)<"

(tout y 2E est approché arbitrairement près par un x2X)

Si espace métrisable, alors
À base dénombrable d'ouverts () Séparable

(X = fxngn2N� dense dans E

=) B=
�
B(xn; /1m)

	
n;m2N� base de topologie dénombrable)

X �E partie totale de E

,def Vect(X) dense dans E

, 8"> 0; 8y 2E;
9((xi; �i))16i6k2 (X �K)k :





x¡P
i=1

k
�ixi





<"

(tout y 2 E est arbitrairement proche d'une combinaison
linéaire (finie) d'éléments de X)

Si K=R ou C, par densité de Q dans R,

9X �E partie totale dénombrable ) E séparable
(coeffs de la comb.lin. 2K indenombrable)

! Lp et RN`p séparables pour 16 p<1
(mais L1 et RN`1 non séparables)

Dans (R; j�j),
8U 2O, 9

¡
]an; bn[

�
n2N 2O\?

N : U =
F
n2N ]an; bn[

tout ouvert est l'union disjointe d'une famille dénombrable
d'intervalles ouverts (ses composantes connexes)
par séparabilité de (R; j�j)
⚠ faux avec les fermés

Séparation

(E;OE) espace topologique séparé (T2) ,def

8(x; y)2E=/2 ; 9Vx2Vois(x); Vy2Vois(y) : Vx\ Vy=?
, tout singleton fxg est fermé

(points distincts ) 9 voisinages respectifs disjoints)

Critère avec l'espace produit :
(E;O) séparé () �= f(x; x) : x2Eg fermé de (E �E;O�)

(E;OE) séparé et 9f :E ,¡!F 2COE;OF0 continue injective

=) (F ;OF) séparé (séparation : notion toplogique)

Produit de séparés :¡
(Ei;Oi)

�
i2I

espaces séparés ()
¡�i2IEi;O�

�
séparé

Tout espace métrique/métrisable est séparé.
(l= d(x; y)=/ 0 ) B

¡
x; /l 3

�
\B

¡
y; /l 3

�
=?)

Connexité

(E;O) connexe

,def 9U ,V 2Onf?g : U tV =E (U [V =E et U \V =?)
(E ne se partitionne pas en deux ouverts)

, O\F = fE;?g
(les seuls ouverts-fermés sont E et ?)

A�E partie connexe ,def A2Cnx(E;O) ,def

(A;OjA) connexe

A partie connexe =) A� connexe (mais ) A� connexe)
A�X �A =) B connexe

9(Ai)i2I2Cnx(E;O)I :
\
i2I

Ai=/ ? =)
[
i2I

Ai connexe

9 recouvrement de E par des parties connexes d'\ =/ ?
=) (E;O) connexe

Lemme du passage des douanes : A;C parties non vides
C connexe, C \A�=/ ?, C \ AC =/ ? =) C \ @A=/ ?
(C intersecte l'intérieur et l'exterieur de A ) intersecte la frontière)

(E;O) connexe
() 8f :E¡!f0; 1g2CO;Odiscr

0 continue, f constante

L'image d'un connexe par une fonction continue est connexe :

(E;OE) connexe et 9f 2COE;OF0 (E; F ) continue

=) (F ;OF) connexe (connexité : notion topologique)

Pour montrer qu'une propriété est vraie pour tous les points d'une
partie que l'on sait connexe, on montre que l'ensemble des points qui
la satisfait est ouvert et fermé dans cette partie.

Le seul ouvert-fermé non vide de (R; j�j) est R
! (R; j�j) est connexe
! parties connexes de (R; j�j) � intervalles

(pas intervalle ) trou ) pas connexe ;
intervalle ) image de R par une fonction continue)

! un segment [a; b] =
�
(1¡ t) a+ t b : t2 [0; 1]

	
(a; b2E) d'un evn est connexe

! evn connexe par segment ) connexe

! un sous-espace affine, une partie convexe
d'un evn est connexe

n> 2 : RnnD est connexe avec D�Rn fini

! Théorème d'invariance du domaine :
R et Rn ne peuvent être homéomorphes

Théorème des valeurs intermédiaires :

L'image d'un connexe X �E (par exemple un inter-
valle si E=R) par une fonction f : E¡!R
réelle continue f(X) est un intervalle :

8x0; x12X;
�
f(x0); f(x1)

�
� f(X)

f(A\B) �
=
surj

f(A)\ f(B) f (X \Y ) = f (X)\ f (Y )

f(A[B) = f(A)[ f(B) f (X [Y ) = f (X)[ f (Y )

f (f(A))
�
=
inj

A f(f (X))
�
=
surj

X

f( AC )
=/
�
inj
�
surj

fC (A) f ( XC ) = fC  (X)
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Espaces topologiques à base dénombrable de voisinage

Espaces vectoriels normés

Limites de suites

(xn)n2N 2EN converge vers `2E ,def (xn)n2Ecv(`)OE
N ,def

8V"2VoisOE(`)|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
ou V`

; 9N"2N; 8n>N; xn2V"

Dite divergente dans E si converge nulle part.

Si (E;OE) séparé, lim (xn)n2N = lim
n!1

xn := ` unique.

8(xn)n2Xcv
N, on a lim

n!1
xn2X� . Mais réciproque fausse en général.

Suite ¡! ` () Toute Sous-suite ¡! `

☞ Pour montrer la divergence,
il suffit de trouver deux sous-suites de lim=/

Valeurs d'adhérence de (xn)n2N :

x2Adh
¡
(xn)n2N

�
�E ,def

8Vx2VoisOE(x); 8N 2N; 9n>N; xn2Vx
(tout voisinage de x contient une infinité de termes de la suite)
En d'autres termes :

Adh
¡
(xn)n2N

�
=

\
n2N

fxk : k>ng donc fermé

Sous-suite ¡! ` =) `2Adh
¡
(xn)n

�

xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !dE

n!+1
`2X

() 8"> 0; 9N"2N; 8n>N"; dE(xn; `)<"

Et alors `= lim (xn)n2N unique.
(8n; d(`1; `2)6 d(`1; xn)+ d(xn; `2) donc d(`1; `2) = 0 donc `1= `2)

Caractérisation séquentielle de l'adhérence, des fermés :
Espace topologique à base dénombrable de voisinages :

! Soit x2E. x2X� () 9(xn)n2N 2XN!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!x

! F �E fermé () 8(xn)n2N 2FcvOE
N ; lim

n!1
xn2F

⚠ ─┘

x2Adh
¡
(xn)n

�
()

8"> 0; 8N 2N; 9n>N; d(x; xn)<"

(xn)n converge (=
non compact

=)
n

lim
n!1

xn
o
=Adh

¡
(xn)n

�
"

Adhérence et suite extraite :
Espace topologique à base dénombrable de voisinages :

a2Adh
¡
(xn)n

�
() 9' :N,¡!

>
N : x'(n)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
a

Théorème de convergence monotone

Suites adjacentes

Suites numériques

Passage à la limite des inégalités

Théorème d'encadrement

.. .

Limites de fonctions, Continuité

(E;OE); (F ;OF ); (G;OG) espaces topologiques,
X �E; Y �F , OX;OY topologies induites.

f :X ¡!F

������������ admet `2F pour limite en a2X�

converge vers ` en a
�
f !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !OE;OF

a
`
� ,def

8V"2VoisOF(`)|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
ou V`

; 9U"2VoisOE(a) : f(U"\X)�V"

avec V` système fondamental de voisinages de ` dans (F ;OF).
⚠ a n'2 pas forcément à X. De façon équivalente (topo ind.),
8V"2VoisOF(`); 9U"2VoisOX(a) : f(U")� V"

Alors `2 f(X). Si (F ;OF) séparé, et lim
a
f := ` unique.

(si non séparé et `; `0 topologiquement indistinguable, f! ` , f! `0)

f :E¡!F continue en x2E

,def 8V"2
VoisF(f(x))
Vf(x)

;

���������� 9U"2VoisE(x) : f(U")�V"
, f (V")2VoisE(x)

,def f!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x

f(x)

f :E¡!F continue globalement sur E (notion locale)

,def 8U 2
��������OFBF ; f (U)2OE ,def f 2 C0

¡
(E;OE); (F ;OF)

�
, 8X 2FF ; f (X)2FE

(image réciproque d'un ouvert/fermé de F = ouvert/fermé de E)

, 8X �E; f(X�)� f(X)

, 8x2E; f continue en x

! si f 2C0
¡
(E;OE); (F ;OF)

�
continue

X dense dans (E;OE) =) f(X) dense dans (F ;OF)

Limite séquentielle : f :X ¡!F ; (xn)n2N 2XN

(xn)n2N !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! a2X�
f!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

a
`

)
=) f(xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
`

(xn)n2N !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!x2X
f continue en x

)
=) f(xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
f(x)

⚠ faux en général pour x2X

Composition :
f :E¡!F continue en x2E
g :F ¡!G continue en f(x)

�
=) g � f continue en x

Si f :X �E¡!F , g : Y �F ¡!G, x2X�

f !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !OE;OF
x

y 2Y�

g!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !OF ;OG
y

`

9>>>>=>>>>; =) g � f !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !OE;OG
x

`

Restriction : pour (A�E;OE jA) topo. induite :

l'injection canonique idE jA :A ,¡!E est continue

f :E¡!F continue =) f jA = f � idjA continue

f continue 8x2A =)
(= f jA continue

pour (B�F ;OF jB) topo. induite telle que f(E)�B :

f :E¡!F continue =) f jB :E¡!B continue

Prolongements : si (F ;OF) séparé et f ; g 2C0(E;F )
fx2E : f(x)= g(x)g fermé si f ; g continues

donc f jA = g jA sur A dense dans E =) f = g
en particulier, f nulle sur une partie dense ) f nulle partout

(E; dE); (F ; dF); (G; dG) espaces métriques, X �E; Y �F

8a2X� ; f !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !dE;dF

a
`2F

, 8"> 0; 9� > 0 : f
¡
BdE(a; �)\X

�
�BdF(`; ")

, 8"> 0; 9� > 0 : 8x2X; dE(x; a)<� ) dF(f(x); `)<"

Et alors `= lim
a
f unique.

f continue en x2E
, 8"> 0; 9�x;"> 0 : f

¡
BdE(x; �x;")

�
�BdF(f(x); ")

, 8"> 0; 9� > 0 : 8y 2E; dE(x; y)<� ) dF(f(x); f(y))<"

,def lim
x
f = f(x)

f uniformément continue ,def f 2CU0
¡
(E; dE); (F ; dF)

�
,def 8"> 0; 9�"> 0 : 8x; y 2E; dE(x; y)<�" ) dF(f(x); f(y))<"

) f continue (réciproque vraie sur un compact : thm. de Heine)

f k-lipschitzienne (k 2R+) ,def f 2Lipk
¡
(E; dE); (F ; dF)

�
,def

8x; y 2E; dF
¡
f(x); f(y)

�
6 k dE(x; y)

Constante de Lipschitz : lip(f) := sup
x;y2E
x=/ y

dF(f(x); f(y))

dE(x; y)

f a-höldérienne (a2 ]0; 1]) ,def f 2Höla
¡
(E; dE); (F ; dF)

�
,def

9k 2R+ : 8x; y 2E; dF
¡
f(x); f(y)

�
6 k (dE(x; y))

a

! f lipschitzienne () f 1-höldérienne

! f höldérienne/lipschitzienne =) f uniformément continue
! f localement lipschitzienne =) f continue

Limite et continuité séquentielle :
Espace topologique à base dénombrable de voisinages.

f!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
a

` ()

0@ 8(xn)n2N 2XN : xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

a;

f(xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

`
pour a2X�

f
continue
en x2X

()

0@ 8(xn)n2N 2XN : xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

x;

f(xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

f(x)

() : direct (9N : 8n>N; d(xn; x)< �). ( : contraposée.)

Limites en �1
f : [a;+1[¡!R continue tq lim+1f =0 )CU0

f 2C0
¡
(E; k�kE); (F ; k�kF)

�
,

8x2E; 8"> 0; 9�x;"> 0 : 8y 2E;
kx¡ ykE<�x;" ) kf(x)¡ f(y)kF <"

f 2CU0
¡
(E; k�kE); (F ; k�kF)

�
,

8"> 0; 9�"> 0 : 8x; y 2E
kx¡ ykE<�" ) kf(x)¡ f(y)kF <"

x
p

unif' continue ( /1 2-höldérienne, mais pas lipschitz.)
x� non unif' continue pour �> 2

Applications linéaires : f 2Lin(E;F )

f continue ,def f 2L
¡
(E; k�kE); (F ; k�kF)

�
, f continue en 0E
, f bornée sur Bk�kE(0E; 1) (f(boule unité) bornée)

, 9k> 0 : 8x2E; kf(x)kF 6 k kxkE
, f lipschitzienne

f 2Lin(E;F ) non continue

, 9(xn)n2EN :
kf(xn)kF
kxnkE

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

1

¡
L(E;F );9�9

�
evn des opérateurs bornés

9f9 := lip(f), et si K=R;C,

9f9= sup
x=/ 0

kf(x)kF
kxkE

(norme d'opérateur)
(norme subordonnée)

= sup
kxkE=1

kf(x)kF = sup




f¡Sk�kE(0; 1)�



F

= inf fk> 0 : kf(�)kF 6 k k�kEg

En pratique, on majore kf(x)k/kxk6M au
mieux, puis on prend une suite xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
x1

telle que kf(xn)k!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

M kx1k

C'est une norme d'algèbre :

si f 2L(E;F ) et g 2L(F ;G),
9g � f969g9 �9f9

de plus si f 2GL(E) inversible, 9f¡19=9f9¡1

!
¡
L(E;E);+; �; �; k�kop

�
K-algèbre normée

Si E est de dimension finie, toute application
linéaire est continue : Lin(E;F )=L(E; F )
et norme atteinte kf(xu)k=9f9 pour kxuk=1
(cf. compacité)

Fonctions numériques dans (K=(R ou C); Ou) :
f ; g : E¡!K continues en x

=) f + g et f � g continues en x

! Une fonction (multi-)polynômiale est continue



(fn)n2N 2F(E;F )N converge simplment vers f 2F(E;F ) ,def fn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!+1

f

, 8x2X; 8"> 0; 9N"2N : 8n>N; dF
¡
fn(x); f(x)

�
<"

(fn)n2N 2F(E;F )N converge uniformément vers f 2F(E;F ) ,def fn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !CU

n!+1
f

,def 8"> 0; 9N"2N : 8n>N; 8x2X; dF
¡
fn(x); f(x)

�
<"

, sup
x;y2X

dF
¡
fn(x); fn(y)

�
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!+1

0

Convergence uniforme ) Convergence simple

8n2N; fn continue (en x) =) f = limCU
n!+1

fn continue (en x)

Espaces topologiques Espaces métriques Espaces vectoriels normés

Transport, Isométrie

(E;O) espace topologique, f :E 0¡!E

alors f (O) topologie sur E 0

(topologie image réciproque de O par f)

Homéomorphisme : isomorphisme de struct. topologique

' :E¡!F 2 Homeo((E;OE); (F ;OF))

,def
8>><>>:
' bijective
' 2C0((E;OE); (F ;OF))
' 2C0((F ;OF); (E;OE))

(bijective continue de bijection reciproque continue : bicontinue)

Préservent les notions topologiques :
caract. ouvert, fermé, séparation, voisinages, intérieurs
adhérence, frontière, compacité, connexité

! pour montrer que deux espaces ne sont pas homéomorphes,
on cherche une notion topologique satisfaite pour l'un
et pas pour l'autre

Critère d'homéomorphisme : si E et F compacts,
' bijective continue =) ' homéomorphisme

f 2C0((E;OE); (F ;OF)) continue () OE� f (OF)
idE 2C0((E;O1); (F ;O2)) continue () O1�O2

(E;OE) et (F ;OF) homéomorphes ,def

9'2Homeo((E;OE); (F ;OF)) =) OF = '(OE)
idE 2Homeo((E;O1); (E;O2)) () O1=O2

(E; dE) espace métrique, f :E 0 ,¡!E injective ; alors

dE 0(x; y) := dE
¡
f(x); f(y)

�
distance sur E 0

(distance image réciproque de dE par f)

(E; dE); (E
0; dE 0) espaces métriques. f :E¡!E 0

isométrique , 8x; y 2E; dE 0
¡
f(x); f(y)

�
= dE(x; y)

Une application isométrique est continue, injective.

Isométrie = application isométrique et bijective

idE 2Lip((E; dE); (E; dE 0))\Lip((E; dE 0); (E; dE))
bilipschitzienne () d1 et d2 Lipschitz-équivalentes

() d1 et d2 topologiquement équivalentes

Translations !
�������� homéomorphismes
isométries

Sont homéomorphes pour (R; Ou) :

¡ les intervalles fermés entre eux

¡ les intervalles ouverts entre eux

8n> 1; Rn homéomorphe à sa boule B(0; 1)

() k�k1 et k�k2 équivalentes

Espaces produits¡
(Ei;Oi)

�
i2I

espaces topologiques. E� :=�
i2I

Ei

�i : E ¡!Ei
(xj)j2I 7¡! xi

projections/surjections canoniques

Topologie produit O�
= topologie initiale pour

¡
(Oi; �i : E�!Ei)

�
i2I

= topo. la moins fine telle que les �i soient continues

O� :=
\ �

O topo pour E� : 8i2 I; �i2CO;Oi0 (E�; Ei)
	

La base des rectanges élémentaires

R :=

�
R(Uj)j : (Uj)j2J 2�

j2J
Oj avec J � I fini

�
est une base de topologie pour l'espace produit (E�;O�)

avec R(Uj)j :=
\
j2J

�i (Uj)=�
i2I

�
Ui si i2 J
Ei sinon

produit carthésien d'ouverts égaux à Ei sauf pour un nombre fini

Topologie engendrée : U 2O� () 9R2R : x2R�U
Pour I= J1; nK fini :

O�=
(
U �E� : 8x2U ; 9(Ui)i2�

i=1

n

Oi : x2�
i=1

n

Ui�U
)

�
i=1

n

Xi = �
i=1

n

Xi et �
i=1

n

Xi

�

= �
i=1

n

Xi
� pour Xi�Ei

Base dénombrable :¡
(Ei;Oi)

�
i2N

famille dénombrable d'espaces à base dénombrable
=)

¡�i2NEi;O�
�
à base dénombrable

Convergence de suites :
¡
(xn;i)i2I

�
n2N
2E�N, (xi)i2I 2E�

convergence, toutes les composantes convergent :

xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !O�
n!1

x () 8i2 I, xn;i !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !Oi
n!1

xi

Continuité : (E;OE) esp. topo,
�
F�=�

i2I
Fi ;O�

�
esp. produit

f :E¡!F� 2 C0((E;OE); (F�;O�)) continue ()
8i2 I; fi=�i � f 2 C0((E;OE); (Fi;Oi)) continue

(mais rien pour un ensemble de départ produit : analyse multivariée)

La notion d'espace produit est compatible avec
l'associativité du produit carthésien (� � ���=(� � �)� �)

¡
(Ei; d

(i))
�
16i6n suite d'espaces métriques finie��

i=1

n

Ei; d1
�
espace métrique produit, avec

d1((xi)i; (yi)i)= max
16i6n

d(i)(xi; yi) ; on a 8Uj 2Od(j)

�j
 (Uj)=�i=1

n
�
Ui si i= j
Ei sinon

2Od ouvert donc �j continue

On peut prendre d= d1; d2; dp; d1::: distances équivalentes

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

¡
(Ei; d

(i))
�
i2N

suite d'espaces métriques dénombrable

8i, posons db
(i)(�; �) :=min

¡
1; d(i)(�; �)

�
distance bornée�

E�=�
i2N

Ei ; d
�
espace métrique produit avec d= d�; d�

! d�
¡
(xi)i; (yi)i

�
:= sup

i2N

1
i+1

db
(i)(xi; yi)

engendre la topologie produit O�, la moins fine
des topologies où les projections �i sont continues

! d�
¡
(xi)i; (yi)i

�
:=

X
i=0

1
1

2i
db
(i)(xi; yi) 6 d� 6 Md�

engendre une topologie pour laquelle les projections �i
sont continues , et moins fine que celle de d�

! donc d1 et d1 topologiquement (pas Lipschitz) équivalentes !

! d1
¡
(xi)i; (yi)i

�
:= sup

i2N
db
(i)(xi; yi)

n'engendre pas la topologie produit,
mais une topologie plus fine (parfois discrète)

Voisinages : V �E� voisinage de x=(xi)i2I2E�

() 9N 2N; 9r > 0 : �
i=0

N

Bd(i)(xi; r)��
i>N

Ei � V

Si K=R ou C,
toutes les normes de Kn sont équivalentes
(à k�k1) et engendrent donc la topologie produit

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. k�k2LipC((Kn; k�k1); (R; j�j)) donc continue
avec C =

P
i=1
n keik (1e et 2nd ineg. trig, base can.)

2. donc k�k continue sur la sphère unitée
S=Sk�k1(0n; 1) fermée-bornée donc k�k1-compacte

donc k�k bornée par M ; de plus 02/ kSk (vraie distance)

donc m := infS k�k=/ 0 (car atteint ses bornes)

3. 8x2Knnf0g; /x kxk12S donc m6




 /x kxk1





6M
donc m kxk16 kxk6M kxk1

4. Pour C, identif° C=�R2 (Re;Im) ! topo produit

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Si E est de dimKE=n finie, et K=R ou C,
toutes les normes sont équivalentes, et engendrent
la topologie naturelle d'un evn de dimension finie

(car E !
�

Kn et k�k � � normes sur Kn donc equiv.
donc k�k equiv. par surjectivité de l'isomorphisme �)

On retrouve les propriétés de la topo. produit de
convergence et de continuité coordonnée par
coordonnée dans une base E =(ei)16i6n :¡

(ei
�(xn))i

�
n

et
¡
ei
�(f)

�
i

Normes usuelles :

kxk1;E := max
16i6n

����ei�(x)���� kxk1;E :=
X
i=1

n ����ei�(x)����



Espaces topologiques Espaces métriques Espaces vectoriels normés

Compacité

(E;O) espace topologique séparé .

Propriété de Borel-Lebesgue :

(E;O) compact

,def 8(Ui)i2I2OI recouvrement de E d'ouverts ,
( E=

S
i2IUi )

on peut en extraire un sous-recouvrement fini
(Uj)j2J avec J � I fini ( E=

S
k=1

n
Uik )

, 8(Fi)i2I2F I :
T
i2I Fi=?,

9J � I fini :
T
k=1

n
Fik=?

Une partie K �E est compacte si (K;OjK) compact

, propriété de Borel-Lebesgue avec des ouverts de E

UFK : 8(Ki)16i6n compacts,
[
i=1

n

Ki compact

IQK : 8(Ki)i2I compacts;
\
i2I

Ki compact si =/?

et si (Ki=/ ?)i suite décroissante,
\
i2I

Ki =/ ?

(théorème des compacts emboîtés)

Produit de compacts :¡
(Ei;Oi)

�
i2I

espaces compacts ()
¡�i2IEi;O�

�
compact

((= : E� compact et �i continues donc Ei=�i(E�) compact
=) : théorème de Tychonov, avec la notion de filtre)

Fermés et compacts :

K fermé (= K compact

(E;O) compact et K fermé =) K compact

Continuité : f :E¡!F , (F ;OF) séparé,

K compact et f continue =) f(K) compact

Donc f application fermée. Mais même si f continue,
f (B) compact =) B compact
f(A) compact =) A compact
K compact =) f (K) compact

La compacité est donc une notion topologique :
un espace homéomorphe à un compact est compact.

Si A\B=? parties compactes,

9UA; UB 2O ouverts disjoints : UA�A et UB�B

Si (xn)n2N 2Ecv
N ,

n
xn

o
n2N

[
n

lim
n!1

xn
o

compact

(E; d) espace métrique. (toujours séparé)

Propriété de Bolzano-Weierstrass :

(E; d) compact

, 8(xn)n2EN; 9' :N,¡!
>

N : x'(n)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

`2E
, Adh

¡
(xn)n

�
=/ ?

De toute suite, on peut
en extraire une sous-suite convergente dans E

Unique valeur d'adhérence : K compact :

si (xn)n2N 2KN à valeur dans un compact

et Adh
¡
(xn)n

�
�fxg au plus une valeur d'adhérence

alors xn!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

x converge

Borel-Lebesgue =) Bolzano-Weierstrass
car l'intersection Adh

¡
(xn)n

�
=

T
n
fxk : k>ng décroissante

de fermés non vides est non vide dans un espace compact

(=) pour produit fini : on prend une suite E�N et on effectue par récurr.
une extraction pour chaque coordonnée, et après les n extractions, on a
une sous-suite convergente pour la topologie produit
=) pour produit dénombrable : on ne peut faire une infinité d'extractions
sans prendre de précautions : avec le procédé diagonal, il reste des termes)

Fermés-Bornés et compacts :

K compact =) K borné pour d (donc fermé borné)

(comme tout espace métrique précompact)

! f :K¡!F continue sur un compact K

=) f bornée et atteint ses bornes (Im(f) bornée fermée)

=) f uniformément continue (Théorème de Heine)

Bolzano-Weierstrass =) Borel-Lebesgue :

(E; d) espace métrique Bolzano-Weierstrass-compact :

1. Lemme d'uniformité de Lebesgue :

(Ui)i2I2OI recouvrement ouvert de E , alors

9r > 0 : 8x2E; 9 ix2 I : B(x; r)�Uix
(toute boule de rayon r est contenue dans un ouvert du recouvr')

2. B-W-Compacité =) Précompacité :

8"> 0; 9(xi)16i6n2En : E=
S
i=1

n B(xi; ")
(il existe un recouvrement fini de E par des boules de rayon r)

(=) Un espace métrique compact est séparable)
3. Théorème de Borel-Lebesgue :

(E; d) est Borel-Lebesgue-compact.

Théorème de Bolzano-Weierstrass :

8a; b2R, [a; b] partie compacte de (R; j�j)
(construction de la limite supérieure par dichotomie,
en utilisant la propriété de la borne sup de R)

Parties compactes en evn de dimension finie :

! (X �R; j�j) compacte () X fermée bornée
(=) : X bornée donc � [¡R;+R], qui est compact,
donc X partie fermée d'un compact, donc compacte)

! (X �Rn; k�k1) compacte () fermée bornée
(=) : X bornée donc � [¡R;+R]n, qui est compact car
produit de compacts, doncX partie fermée d'un compact)

! La sphère unité Sk:k1(0n; 1) est compacte

! Dans (E; k�k) de dimension finie, toutes les
distances sont donc équivalentes à k�k1,
donc par isométrie (E; k�k) ! (KdimE; k�k1),

(X �E; k�k) compacte () X fermée bornée

! f :K¡!R continue sur un compact K

=) 9a; b2R : f(a)= inf
K
f et f(b)= sup

K

f

En dimension finie, une appl. linéaire est continue :

dimE<1 =) Lin(E;F )=L((E;k�kE); (F ;k�kF))
et norme atteinte kf(xu)kF =9f9 pour kxukE=1

( k�kE équivalente à kf(x)k1;E et
kf(x)k1;E6 k kxk1;E avec k=maxi=1n kf(ei)k
f continue sur le compact S(0E; 1) : atteint ses bornes )



Espaces métriques Espaces vectoriels normés

Complétude

(xn)n2N 2XcauchydE
N suite de Cauchy de (E; dE)

,def 8"> 0; 9N"2N; 8p; q>N"; dE(xp; xq)||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
ou djX

<"

(☞ Ça reste une suite de Cauchy dans tout sous-espace métrique (X; djX) si les xn2X)

, diam(Xn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1

0 avec Xn := fxk : k>ng
, lim

p;q!1
dE(xp; xq)= 0 (limite simultanée, abus de notation)

Convergence =) Cauchy-convergence

Une suite de Cauchy est bornée

(E; dE) espace complet ,def EcauchydE
N =EcvdE

N

(toute suite de Cauchy est convergente dans E)

¡
(Ei; di)

�
16i6n suite finie d'espaces complets =)

¡�i=1
n Ei; d�

�
complet

(E; dE) complet =) 8A2F fermé, (A; djA) complet

(A�E; djA) complet =) A2F(E;dE) fermé (cv ) Cauchy-cv ) cv dans A)

La complétude est une propriété métrique, pas topologique :

(X; dY ) isométrique à (Y ; dY ) complet =) (X; dX) complet
(d1; d2 Lipschitz équivalentes =) Xcauchyd1

N =Xcauchyd2
N )

(X; dX) homéomorphe à (Y ; dY ) complet =) (X; dX) complet
(d1; d2 topologiquement équiv. =) Xcauchyd1

N =Xcauchyd2
N )

(ex : R complet homéomorphe à ]0; 1[ non complet)

Mais si 9'2Homeo((X; dX); (Y ; dY )) uniformément continu,
(Y ; dY ) complet =) (X; dX) complet (faux dans l'autre sens)

(xn)n2Xcauchy
N suite de Cauchy =)

����Adh¡(xn)n�����6 1
Et si Adh

¡
(xn)n

�
= fxg; lim

n!1
xn=x

(possède au plus 1 valeur d'adhérence, et converge dès qu'elle en a une)

! (E; dE) compact =) (E; dE) complet !

Théorème des fermés emboîtés : (Fn)n2N 2 (Fnf?g)N suite de fermés non
vides, décroissante (Fn+1�Fn), tq diam(Fn)!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !

n!1
0. Alors l'intersection se

réduit à un point 9x2E :
\
n2N

Fn= fxg

Théorème du point fixe de Picard :

(E; d) espace métrique complet

f :E¡!E strictement contractante pour (E; d)

,def f est k-lipschitzienne pour k < 1 (⚠ () 8x; y 2E; d
¡
f(x); f(y)

�
<d(x; y) )

Alors f admet un unique point fixe : 9!a2E : f(a)=a

Et il est obtenu come limite des itérés de tout x02E :
a= lim

n!1
(�nf)(x0)= lim

n!1
xn avec xn+1 := f(xn)

Vitesse de convergence : d(xn; a)6 kn

1¡ k � avec �= d(f(x0); x0)

( (xn)n suite de Cauchy (par double récurrence en utilisant la lipschitziannité) avec

N"=max
�
0;
l
ln("/�)
2 ln(k)

+
1

2

m�
donc convergente vers a, puis continuité pour point fixe )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Espaces de convergence uniforme des suites/fonctions bornées :

(F ; dF) complet =)
¡
FB(E; (F ; dF)); d1

�
et

¡
FN`1; d1

�
complets

(K; dK) compact et (F ; dF) complet =)
¡
C0((K; dK); (F ; dF)); d1

�
complet

Espace produit, cas dénombrable :¡
(Ei; d

(i))
�
i2N

famille dénombrable d'espaces complets bornées (d(i) bornée)
=)

¡�i2NEi; d�
�
complet avec d�(�; �) = supi2N

1
i+1

d(i)(�i; �i)

(R; j�j) complet, par complétion de (Q; j�j)

(E; k�k) espace de Banach ,def espace vectoriel normé complet

(E; h�; �i) espace de Hilbert ,def espace préhilbertien complet

8n> 1; (Rn; k�k) complet (k�k quelconque)

evn de dimension finie =) complet !

! F �E sous-evn de dim(F )<1 =) F 2FE fermé

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Espace des opérateurs bornés/continus :

(F ; k�kF) complet =)
¡
L((E; k�kE); (F ; k�kF));9�9

�
complet

! Le dual topo E 0=L(E;K) toujours complet

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Espaces non complets en général :¡
EN`p; k�k1

�
,
¡
C0(K;F ); k�kp

�
pour p2 [1;+1[

Todo :

� (R; j�j) et propriétés de R

� Espace normaux, Espaces réguliers

� Connexité par arcs, Produit de connexes, Composantes connexes, Connexité dans les EV

� Convexité ??

� Applications n-multilinéaires Linn((Ei)i; F )

� Algèbres et normes d'algèbres, (un) et (vn) cv ) (un vn) cv et lim (un vn)= lim un � lim vn si norme d'algèbre

� Faire des exemples d'espaces et de boules

� Importer tous ce qui est dans le poly de petrus

� Limite pointée / épointée -> voir le frido 8.1.9 et https://www.math.u-psud.fr/~perrin/CAPES/analyse/fonctions/definitiondelimite.pdf ; la limite pointée semble plus pratique
et simplifier les énnoncés, mais elle perd un peu de son utilité et n'est pas compatible avc la limite à droite/gauche

La limite épointée de f(x) quand x tend vers p existe si et seulement si les limites à droite et à gauche en p existent et sont égales (peu importe ici que p appartienne ou pas au domaine
de définition U de f et, s'il lui appartient, peu importe la valeur de f(p)). Si p est un point de U, alors : f est continue en p , la limite de f(x) quand x tend vers p existe , la limite
épointée de f(x) quand x tend vers p existe et est égale à f(p) , les limites à droite et à gauche en p existent et sont égales à f(p). Si p n'appartient pas U, alors : la limite de f(x)
quand x tend vers p existe , la limite épointée de f(x) quand x tend vers p existe , les limites à droite et à gauche en p existent et sont égales.

� Théorèmes de Dini :

i. La convergence simple d'une suite monotone de fonctions à valeurs réelles définies et continues sur un espace compact vers une fonction continue implique sa convergence uniforme.

ii. La convergence simple d'une suite de fonctions réelles d'une variable réelle définies et croissantes (non nécessairement continues) sur un segment [a; b] de R vers une fonction continue
sur [a; b] implique la convergence uniforme.

iii. La convergence simple d'une suite monotone de fonctions continues vers une fonction continue implique son équicontinuité.

� Inclure les trucs de distance à une partie

� Critère de compacité dans un ouvert (sans doute généralisable) : soit U ouvert (genre domaine de fonction) d'un EVN de dim finie et X�U . alors X compact relativement à l'ouvert U ,
fermé, borné, et dist(X; @U)> 0 (distance au bord non nulle)

� Exhaustion des ouverts d'un EVN (dim finie ??) : U ouvert. Kn :=
�
x2U : kxk6n et dist(x; @U)> 1

n

	
suite (dénombrable) de compacts croissants d'union U , d'intérieur

Kn
� =

�
x2U : kxk<n et dist(x; @U)> 1

n

	
et tq Kn�Kn+1

� �Kn+1


