Espaces topologiques

Espaces métriques

Espaces vectoriels normés

def

O C p(E) topologie de E & ¢
e F.oCO
o IEO :V(U))icc €0, [ Ui€O

i=1

UUieO

() UQO : V(Uz)zell S O]I,

1€l
, plus fine def O C O’
moins fine ¢ 0 < 0/

Une intersection de topologies et encore une topologie

Topologie engendrée par AC p(F) :
O(A) ::m {O topologie sur E : ACO}

(topologie la moins fine sur E contenant A;
plus petit élément de D’intersection)

B C p(E) base de topologie sur E by
e |JB=E
e VX,YEB,3ACB: XnY=|JA

(Iintersection de 2 elems de B est la réunion d’élems de B)

B est une base de topologie pour une topologie Op
si elle ’engendre : Og=0O(B). Alors :
U € Op (ouvert)
< EI(Ui)ZEIeBI U= UiGIUi
< VzxeU,dBeB:xze€BCU

Un espace topologique (E, O) est a base dénombrable
si 9B base dénombrable d’ouverts engendrant O.

Og base de topologie sur E pour Og.

En général, B engendrant O non unique.

E #+ & ensemble de points.
def

d:E x F— R distance sur £ & ¢
o d(z,y)=0 & z=y
d(z,y) =d(y, =)

o d(z,z)<d(z,y)+d(y,=2)
Les 3 axiomes impliquent que d(z,y) € RT

(vraie distance)

(symétrie)

(inégalité triangulaire)

— Inégalité triangulaire : |d(x, y) —d(y, z)| <d(z, 2)

Boule ouverte : By(a,r):={z € F : d(z,a)<r}
Boule fermée : Bf(a,r):={z € E : d(z,a) <7}
Spheére : Sy(a,r):={z € E : d(z,a)=r}

de centres a € E et de rayon r € R

Topologie naturelle de I’espace métrique (E,d) :
topologie Oy engendrée par les boules ouvertes

& Bo:={Ba(x,r) : z€ E,7r € R"} base de topologie

(E,Og) métrisable < 3d distance : Og = O(B%)

(pas unique : Ad engendre la méme topologie)

dy et do topologiquement équivalentes (rel. d’équiv.)

by engendrent la méme topologie : O(BS) = O(B%)

By, (z,71) CBg,(z, 1)

& VeeE, Vr>0,3dr1,r2>0: {de(%m) CBy(z.r)

dy et do distances Lipschitz-équivalentes si
Ja, BERYL + adi(-,-) <ds(-,) < Bdi(,)
< 3CeRL: Cldi(, ) <do(,-) < Cda(: )
z d; et ds topologiquement équivalentes
(ex: dy(-,+) :==min (1,d(:,)) distance bornée, topologiquement
équivalente avec d, mais pas équivalente si d non bornée)

JaeRY : di(+,-) Sada(-,) = Og, plus fine que Oy,

Topologie grossiére : O ={FE, @} (moins fine possible)

Topologie discréte : O = p(E) (plus fine possible; séparée)
Toute partie y est a la fois fermée et ouverte
Toute fonction £ — F' est continue
Compact < E fini Connexe < E={z} ou @

Distance discréte : d(z, y) = { [1) :]‘mmm: v

A CFE est une partie discréte si O)4 est la topo. discréte
s A :ISOIOE(A) (tout point est isolé)
{1/,, : n € N} partie discréte de R

Diameétre d’une partie X C E non vide :
diam(X):= sup d(z,y)
z,yeX
A C X est dite bornée si diam(X) < +o0

&< d majorée sur A x A
& JzeX,r>0: ACBy(z,r)

dist(z, X) := inid(x, Y)
ye

Distance entre deux parties X,Y C E non vides :
dist(X,Y):= inf d
ist(X,Y)= _inf  d(z,y)

x+—d(x,a) et x+— d(z,A) 1-lipschitziennes donc continues

E un K-espace vectoriel, (I, |-|) corps valué

Il : E— R norme sur E g —
] ||:EH:O — x=0g

o [IA-zll= ALl

o lz+yll<|zll+ vl (inégalité de Minkowski)
(applicat® homogeéne minkowskienne définie positive)
R : < lz =yl

— Inégalités triangulaires : |||x|| — =
g guiaires [l 1l | £ 2 Y]

!

Distance naturelle engendrée par ||| :
djy(z, y) =z —yll

Elle est invariante par translation et

telle que d(Az, A\y) =|\| d(y, x)

[Illz et ||||]2 normes équivalentes si
Ja, BERL : afl- i <2< Bl

(pour monter la non équivalence, on exhibe

une suite telle que [|zy||1/[|zn||l2 — o0)
n-— oo

II/l1 et |||l normes équivalentes

<= |||l1 et ||-||» topologiquement équivalentes

En dimension finie et si K=R ou C,
toutes les normes sont équivalentes

Distance d’un point z € E' & une partie X C F non vide :

Espace préhilbertien réel (E, (-, -)) :
(-,"): E x E— R produit scalaire g
o (z,y)=(y,z)
e (-,-) bilinéaire (& (z,-) € Lin(E) par sym.)
o (z,2)20 et (z,2)=0 = 2=0g
(forme bilinéaire symétrique définie positive)
(@ y)? < (z,2) (y,y)
[z, )| < llzll- [yl
Norme euclidienne : |z||=+/(z,z) F——
Minkowski : [z + yll? = (z+ v,z + )
=(z,z) +2(z,y) + (v, y)

(Cauchy-Schwarz) < ||z * + 2= [yl + [ly]®
==l +1lvl)?

Distance & F sous-EV de E de dimension finie :
d(@, F) =z —mp(@)| (et d(x, F)?=lz|* - [|7p(2)]?)

(est un minimum, atteint uniqu’ en la proj. orthogonale wp)

Inég. de Cauchy-Schwarz :

||| est 1-lipschitzienne (inégalité triangulaire)
(z,y)—ax+y est 2-lipschitzienne
(A, y) —— \-y est continue

(pour les topo produit de E X E et K X E)

(R,+, -, >) corps commutatif totalement ordonné

— permet de définir max (z, y), |z|:=max (x, —x), et ainsi d,(z,y)=|z— y|

Topologie de l'ordre, Topologie usuelle O, de R

Toute partie non vide majorée/minorée de R posséde une borne sup/inf

a—inf X {VmeX,aéx

Ve>0,dxeX :at+e>x

a=maxMin(X) avec Min(X)={a€R : Vo € X, a <z} minorants de X

existe dans R

VeeX,z>2b

b=supX = {v5>0, JreX:b-e<uz

<= b=minMaj(X) avec Maj(X)={beR : Vz € X, x>b}majorants de X
[

existe dans R

Intervalles de R : ICR intervalle < I convexe < Va,bel : a<b, [a,b]CI
(avec le segment [a,b]={z€R : a<z<b}={(1—t)a+tb: tc[0,1]})

— Ie{{xER:a{i}x{i}b}:a,bGIR}\{]R} (R et @ inclus)

G sous-groupe ﬁ}?} de (R,4), a:=inf(GNRY)

— =0 = G=R dense = G non fermé
a#0 = G=aZ discret = G fermé
aZ+ B7Z fermé < s

B

— CQ irrationnels denses dans R (avec Z + v22)

1

1

€ Q rapport rationnel

Vxe X, a<z (minorant)

zp) e XN i 2, ——a

Vxe X, b<z (minorant)

Iz, e XN iz, ——b

fgelt et

Norme sup  |[(%n),ex|loo := sup |z, sur KN¢> :

car Vn, |>\In‘ = |)“ |Zn)

donc sup | zp|

Espace CN¢? muni de (u,v):=3""

Norme p € [1, +o00[ sur
o P=LP avec|f|b=[]fP <+oo
o (P—= lK]Nép avec H(xn)ne.\rng = ZZO:O |$n|p < 400 (< mesure de comptage)

o (P=K" avec [[(wi)icicillp =001 |2il?

Homogénéité :
neN

A+ (@n)ulloo = sup [Azn| = [A[ sup [2n] = [A] - [|(2n) [l o
n n

|Alsup |zn|

NN

n
|Asup |zy|
n

et en posant X' =1/, et x/, = \x,, avec ci-dessus,

1
sup | 27| <[N[sup |zp,| = 1 sup Az

n n

donc |A|sup |zy,| < sup |Azy|
n n

_o UnVn, bien défini car

0<|a—b]>=la?+[b2~2]ab|] donc 3, |unvn| <3 (Jul?+[v]?) <+oo
donc Y unv, ACV donc CV et (u,v) fini
et CN¢? bien un sous espace vectoriel de CN car
lu+v|?=[lul®+v[* +2Re((w,v)) <+oo  car (u,v), ||ul, ||lv|/finis
ou (la+b| <|a|+[b] <2max (|al, [b]))P < 2P max (|a|?, [b[P) <27 (Ja|P + [b]7)
= [lu+o]?<4[jul? +4|lv[]* <+oo
ou Cauchy-Schwarz = Minkowski |lu + |2 < |lu|?+||v]|* < +o0

=1

Inégalité de Holder : Vp, g € [1, +o0] : %—l—%: 1, Vfelr Vgerd,
Ifalli<IIfllp-1lgllq




Espaces topologiques

Espaces métriques

Espaces vectoriels normés

Ouverts, Fermés, Voisinages, Intérieurs, Adhérences

Og sont les ouverts de l’espace topologique (F, Og)

FeE fermé & F ouvert &5 FeFo,
avec Fo,:={F€E : E\F€Og}

F est stable par :
- J finie - () quelconque

Voisinages de x € E :
Voisp,(z):={VeEE:3Ve0p:xcUCV}
(V voisinage de x <= contient un ouvert qui contient V)

Vois(z) est stable par :
- finie - J quelconque

Propriété locale : P est vraie localement en x €
<= 3V € Vois(z) : P vraie sur V

UeO < VxeU, U e Vois(z)

(ouvert <= voisinage de chacun de ses points)

V., systéme fondamental de voisinages de z (<l:e>f
e V, C Vois(z)
e YWeVois(z), eV, : UCV

Existe toujours : Si B base de topologie pour FE,
{U€B: zeU} est un systéme fondamental de voisinages

Un espace topologique (E, Q) est & base dénombrable
de voisinages si Vo € E/, 3V, systéme fondamental de
voisinages au plus dénombrable.

Base dénombrable z Base dénombrable de voisinages

Adhérence de X C E :

X = Adho,(X) = {x CE:VV eVOing(x), XﬂV#@}

(x adhérent & X <= X intersecte tout ouvert contenant x)
X est le plus petit fermé contenant X :

— XCX€Fp, et VFEF, XCF=XCF

— X=N{FeF:FD>X}

— F=F & FcF fermé

Intérieur de X C F :

o

X =Into,(X):

{zeE : X € Vois(z)}
{zeX:30e0:zcUCX}

(z point intérieur <= X voisinage de z)

X est le plus grand ouvert contenu dans X :
— XDX€O0petWeEO, UCX=>UCX
- X=y{Ueco:Ucx}

— U=U < Ue€O ouvert

Frontiére de X C E :
OX =Frp,(X):=X\X

(9X:{x€E : VV € Vois(z) VnX+o }

"VNX+£9

Fermée car intersection X N¢X de fermés

Points isolés de X C E :
Isolo,(X):={ze X : IVeV(x) : VNX ={x}}
Points d’accumulation de X C E :
Acco(X):={zeX :VWeV(z) : VNX#{z}}
(tous ses voisinages rencontrent X en un autre point que )
VX CE, Acc(X)NIsol(X)=o
Acc(X) UIsol(X) = Adh(X)

°

En général, aucune relation entre X, X,

) UX

i
>
N

1€l 1€l 1€l

- C o T D __

nx - Nx Ux ;

i€l I fini 4€l i€l I fini 4€l
Y —Cx X — Cx

UeFE ouvert < VeeU, Ir,>0: B(z,r,)CU
& réunion de boules ouvertes

Les boules ouvertes sont des ouverts.
Les boules fermées sont des fermés.

(par inegalité triangulaire)
Critére du caractére fermé / distance a un fermé :
Fe F\{o} fermé¢ <=
Vee E, dist(z,F)=0 <= z€eF
> ¢ (de fagon équivalente)
V C E voisinage de € E &
3r>0:B(z,r)CV

(contient une boule centrée en z) (grace au sys fonda de voisinages)

V,={B(z,r) : r>0}
est un systéme fondamental de voisinages de =

V,={B(x,Y,) : n€ N}
est un systéme fondamental dénombrable de voisinages de x.

— Les espaces métriques sont & base dénombrable de voisinages

Adhérence :

X= {z€E:Vr>0,B(z,r)NX+0}
= {z€E : dist(z,X)=0}

VX C E non vide, Vx € F,
dist(z, X) =dist(z, X)

Intérieur :

X= {zeX:3r>0:B(z,r)C X}
= {z€E : dist(z,“X) >0}

VzeE,Vr>0, B(z,r)=B(z,r)

F sous-Ev de E = F sous-EV de E

A+B?
KA+KB?

(AUB)4
Vz e E, Vr>0, ]?;f(:c,r) =B(z,r)

F sous-EV strict de dimension finie
(dimF<dimE) = F=0

VeeE,Vr>0, 0B(x,r)CS(z,r)

Topologie induite

Topologie induite sur A C F par Og :
Ola:= {UﬂA :Ue (’)E}, qui est une topo pour A
(UN A est la trace de U sur A)

Uouvertrel. de A & AX €O : U=XNA
F fermérel. de A & IXe€Fp,: F=XNA
& CF ouvert relatif de A

PourxcAet XCA:
Inta(X) DIntg(X)NA
Ex: A=F/O = Inta(A) = A% Intp(A) N A
Voisa(z)={VNA :V eVoisg(z)}
Adha(X)=Adhg(X)NA
Fra(X)CFre(X)NA

Distance induite sur A :

dja:=d|axa définit une distance sur A
— Engendre la topologie induite O|4 car

Bd\A($7T) = Bd@z’,?")ﬂA C Bd($7T)

Norme induite sur A :

[Illa:=1]ll|la norme sur A (trivial...)




Espaces topologiques

Espaces métriques

Espaces vectoriels normés

Densité, Séparabilité

X CFE dense dans Y CFE g YcX

Si X CY CE dense dans Y fermé, alors X =Y
caralorsY ¢ X C Y =Y
dense X Cy fermé

X C E dense dans E
& X=FE & X=0
& veeB, we el vax g
(tout point de E est adhérent a X)
& YU CBo,, UNX #@ avec Bo, base de topologie

(tout ouvert de base contient un point de X)

< F est I'unique fermé D X

(E, Og) espace topologique séparable «
dX C E : X dénombrable et dense dans E
A base dénombrable d’ouverts => Séparable

Produit de séparables :
((E, Oi))1€N famille dénombrable d’espaces séparables
= (X,enEi, Oy) séparable

X C F dense dans F
< V2 €E,Vr>0,Bx,r)NX+0
<~ Ve>0,VyeFE, JzeX : d(z,y)<e

(tout y € E est approché arbitrairement prés par un z € X)

Si espace métrisable, alors
A base dénombrable d’ouverts <= Séparable
(X ={xn}nen~+ dense dans F
= B= {B(zn, I/M)}n,meN* base de topologie dénombrable)

X C E partie totale de E
g Vect(X) dense dans E

& Vex>0,VyeFE,
(i, M) 1<ick € (X x K)* :fla =S5 Ny <e

(tout y € E est arbitrairement proche d’une combinaison|
linéaire (finie) d’éléments de X)

Si K= ou C, par densité de Q dans R,

JX C E partie totale dénombrable = E séparable
(coeffs de la comb.lin. €K indenombrable)

—  LP et RN¢P séparables pour 1< p < oo
(mais L™= et RN{* non séparables)

Dans (R, |]),
YU € O, EI(]am b”[)nelN €O, : U= |_|n€]N an, ba[

tout ouvert est 'union disjointe d’une famille dénombrable
d’intervalles ouverts (ses composantes connexes)
par séparabilité de (R, |-])

A faux avec les fermés

Séparation

ef
(E, Or) espace topologique séparé (Ts) &

Y(z,y) € E%, 3V, € Vois(z), V, € Vois(y) : VoNV, =2
< tout singleton {z} est fermé

(points distincts = 3 voisinages respectifs disjoints)

Critére avec ’espace produit :
(E,O) séparé <= A={(z,z) :

z € E} fermé de (E X E,Ox)
(E,OF) séparé et 3f : E— F € C$, o, continue injective

= (F, Or) séparé¢ (séparation : notion toplogique)
Produit de séparés :

((Ei7 (9,-))1EH espaces séparés <= (XieﬂEi, OX) séparé

Tout espace métrique/métrisable est séparé.
(I=d(z,y)#0 = B(z,"3)NB(y,"3)=92)

Connexité
(E,O) connexe Le seul ouvert-fermé non vide de (R, |-|) est R
def .
& AU VeO\{g}:UuV=E (UUV=EetUNV=0) — (R, []) est connexe
(F ne se partitionne pas en deux ouverts) — parties connexes de (R, |-|) = intervalles
s ONF= {E7 @} (pas intervalle = trou = pas connexe ;
(les seuls ouverts-fermés sont E et @) intervalle = image de R par une fonction continue)
. def def — unsegment [a,b]={(1—t)a+tb:te[0,1]}
A C E partie connexe & AeCnx(E,0) & (a,b€ E) d’un EVN est connexe
(A, O)4) connexe
— EVN connexe par segment = connexe
A . A . i — un sous-espace affine, une partie convexe
partie connexe —> connexe (mais % A connexe) d'un EVN est connexe
ACXCA = B connexe
- Cnx(E. OV 4 4 n>2: R™\D est connexe avec D C R™ fini
i)ict € Unx : i FE D = ; connexe . . .
(Ai)iex (E,0) QI i ZLEJ]I ‘ — Théoréme d’invariance du domaine :
J recouvrement de E par des parties connexes d’N # & IR et R™ ne peuvent étre homeéomorphes
= (E, O) connexe
Lemme du passage des douanes : A, C parties non vides Théoréme des valeurs intermédiaires :
C connexe, C ﬂA7’: @, CNA+3 = CNOA+0o L’image d’un connexe X C E (par exemple un inter-
(C intersecte 'intérieur et ’exterieur de A = intersecte la frontiére) valle si E/ IR) par une fonction f: E— R
réelle continue f(X) est un intervalle :
(E, O) connexe Vo, 1€ X, [f(xo)vf(xl)} C f(X)
— Vf:E—{0,1}€ C%’Odim continue, f constante
L’image d’un connexe par une fonction continue est connexe :
(E,Og) connexe et 3f € Cd, o, (E, F) continue
= (F, Op) connexe (connexité : notion topologique)
Pour montrer qu’une propriété est vraie pour tous les points d’une
partie que 'on sait connexe, on montre que I’ensemble des points quil
la satisfait est ouvert et fermé dans cette partie.
- — — —
f(ANB) Z f(A)N f(B) f(XnY) = fo(X)nf=(y)
surj
f(AUB) = f(A)U f(B) fXUY) = fA(X)uf(Y)
— D - C
fo(fA) Z A fr=(X) Z X
inj surj
d 7 d C C
f(FA) C SF(4) f7(5X) = f7(X)

surj



Espaces métriques

Espaces vectoriels normés
Espaces topologiques & base dénombrable de voisinage p

Espaces topologiques

Limites de suites

def def dp

(Tn).en € EN converge vers L€ E & (z,,), € E(]:I\‘I,(Z)OE S |z, P leX Théoréme de convergence monotone
VV. € Voisp,(£), AN. € N, Vn> N, z, € V. < Ve>0, IN.€N, Vn > N, dp(z,,0) <e Suites adjacentes
ou Vg ) ) Suites numériques
Dite di dans E si 11 Et alors £=1lim (), e unique. Passage a la limite des inégalités
ite divergente dans E si converge nulle part. (Y, d(€1, £3) < d(01, @) + d(2n, £2) donc d(£1, 3) =0 donc &3 = £2) Sa8 7
Si (E, Og) séparé, lim (z,,),.x = lim z, :=¢ unique. Théoréme d’encadrement
n-— oo

Caractérisation séquentielle de 1’adhérence, des fermés :
V(acn)” (S XCH:I,, on a lim T, € X. Mais réciproque fausse en général. Espace topologique & base dénombrable de voisinages :

n— oo

— Soitz€FE. 2z€X <= Izn).an XN —z
Suite — ¢ <= Toute Sous-suite — ¢

— FCE fermé <= V(z,).x € FCH\VIO , limz,€F
w Pour montrer la divergence, ? n—oo
il suffit de trouver deux sous-suites de lim # A
Valeurs d’adhérence de (z,,),cx : S Adh((xn)") —
def >
zeAdh((z,)..n)CE & Ve>0, VN EN, In> N, d(z,z,) <e
VVI [S \/vOiS()E(x)7 VN [S N7 Eln > ]\]7 Tn € ‘/1: non compact
<= .
(tout voisinage de x contient une infinité de termes de la suite) (flf’n)n converge lim Ty o — Adh((:lln)”)
? n— oo

En d’autres termes :

Adh((xn)ne),) = ﬂ {zy : k>n} donc fermé

neN

1
Adhérence et suite extraite :

Espace topologique & base dénombrable de voisinages :

Sous-suite — ¢ == (€ Adh((z,).) a€Adh((z,),) < Fo: NN & Tym) ——a

n— oo

Limites de fonctions, Continuité

(E,ORr), (F,0Fr), (G,O¢g) espaces topologiques, (E,dg), (F,dr), (G, dg) espaces métriques, X CE, Y CF Limites en o0
XCE, YCF, Ox,Oy topologies induites. f3 [a +OO[ R continue tq 1im+ fIO —CUO
_ Vae X, [ pep
admet ¢ € F pour limite en a € X def a
f:X—F . o0, e & Ve>0,36>0: f(Ba(a,0)NX)CBy.(¢,e)
converge vers ten a (f ) & Ve>0,36>0:VeeX, dp(z,a)<d = dp(f(z),)<e

VVz € Voisp,.(£), U, € Voisp,(a): f(U.NX)C V.
——

ou Ve Et alors £ =1im f unique.
avec Vg systéme fondamental de voisinages de ¢ dans (F, Op). a

AN ane pas forcément & X. De fagon équivalente (topo ind.),
VYV € Voiso(£), AU: € Voiso(a): f(U:) C Ve

f continue en z € F fec® (B, -le), (F,|-Ilr) <
Alors £ € f(X). Si (F,Op) séparé, et lim f :=¢ unique. & Ve>0,36,,.>0: f(Bau(z,0z,2)) CBa(f(), ) Vz€E,Ve>0, 30,,.>0:VyeE,
(si non séparé et £, £’ topologiquement indistinguable, f —¢ < f—/¢') | & Ve>0, 30 >0 : Vy ek, dE(;lj7 y) <6 = dp(f(glj)7 f(y)) <e ||1' - yHE < 5175 = Hf(fﬂ) - f(y)HF <&
b=y limf = f(x)
f:E— F continue en z€ F N fECMO((E,||||E)7(F7HHF)) A
def Voisp(f(z)) | 3Ue € Voisp(z) : f(U:) C Ve f uniformément continue & fe CU°((E,dg), (F,dr)) Ve>0,36:>0: Vo, ycE
= e Ty o f—(V.) € Voisp(z) e —ylls<de = [If(@)— F(w)lr<e
€ S Ve>0,30.>0: Ve, y€E, de(z,y) < = dr(f(z), f(y))<e - ] o i ) )
def i V/Z unif’ continue (!/o-héldérienne, mais pas lipschitz.)
<~ fT f(EE) = f continue (réciproque vraie sur un compact : thm. de Heine) 2% non unif’ continue pour o > 2
f:E— F continue globalement sur £ (notion locale) f k-lipschitzienne (ke R,) & fe Lipt((E,dg), (F,dr)) by Applications linéaires : f € Lin(E, F)
. . Va,y € B, dp(f(), f(y)) < kds(z,y) ti S FelL((B ), (F, |-
e VUe’gF, f(U)e0s & feC((B,0m),(F,0F)) dr(f(x), (1)) J continue fEL(E ), (7 1))
F _ Constante de Lipschitz : lip(f):= sup d77y [/ continue en 0,
& VXeFp, [T(X)eFE zyek 5(7, y) f bornée sur Bj.,(0s,1) (f(boule unité) bornee)

z#y
(image réciproque d’un ouvert/fermé de F = ouvert/fermé de E) def

o f a-héldérienne (a€]0,1]) & feHl*((E,dg), (F,dp)) &S

& VXCE, f(X)C f(X) .
& Ve € E, f continue en z IkER, : Vo, y €L, dp(f(x),f(y)) < k(de(z,y))

I>0:VzeFE, | f(@)|r<k|z]e

f lipschitzienne

t¢e o9

f €Lin(E, F) non continue

x
—  f holdérienne/lipschitzienne => f uniformément continue | < 3(z,).€ EY : %—’ o0
n E n— 00

—  f lipschitzienne <= f 1-holdérienne
— si feC’((E,Og), (F,0p)) continue

X dense dans (E,Op) = f(X) dense dans (F', O) —  f localement lipschitzienne = f continue

(L(E,F),||-|ll) EVN des opérateurs bornés

. . - . . . N
Limite séquentielle : f:X — I, (zn).cx € X I£=Tp(f). et si K=R,C,
(Tn)pex —a€X Limite et continuité séquentielle :
= f(zp) —— ¢ o
fT) J4 f(:l: ) n— oo Espace topologique & base dénombrable de voisinages. ||| f||| = :171&13 % ((]:;r?ll: biggre;i;iuere))
N
Tn)wey —— T E€X V(Zn)nen € XN ¢y, % - = sup ||f(@)||lr = sup ||f(S||.H (0, 1))“
(f )C;Itinue enz [ f(@n) n—oo f(@) f a ¢ flz,) —— ¢ pour a € X lllz=1 : F
/\ faux en général pour z € X 7 = 1nf{k>0 : Hf()”ngHHE}
N .
Composition : continue < | T ERen €XT T @, En pratique, on majore || £(2)]]/[l2]| < M au
f:E— F continue en z € I . enzeX f(xn) oo f(z) mieux, puis on prend une suite T, —— T
. F— G continue en f(z) — go f continue en x n—
g telle que || £(@n)l| —— M [zoc]
. _ (= : direct (AN : Vn > N, d(zn,x) <7). <= : contraposée.) nee
Sif:XCE—F, g:YCF—G zeX C’est une norme d’algébre :
LN v si fEL(E,F) et ge L(F,Q),
T Yy Op,0¢
oo = gof ¢ g o fIF< gl - LA
F G x
9— ¢ de plus si f € GL(E) inversible, ||f~l=IfII"*

— (L(E,E),+,-,0,]lop) K-algébre normée
Restriction : pour (A C E, Ogla) topo. induite :

Vinjection canonique idg|s : A E est continue Si E est de dimension finie, toute application

f+E— F continue = f[4 = foid|4 continue linéaire est continue : Lin(E,F)=L(E,F)
f continue Vx € A z fla continue et norme atteinte || f(z.)[| = [I[ fll| pour [[z.[|=1

(cf. compacité)

pour (B C F,Op|g) topo. induite telle que f(E)C B :

f:E—F continue = f|”:E— B continue Fonctions numériques dans (K= (R ou C), O,) :
f,9: E— K continues en =
Prolongements : si (F,Of) séparé et f,geCE,F) = f+4get f-g continues en x
{reE: f(x)=g(z)} fermé si f, g continues — Une fonction (multi-)polynémiale est continue

donc  f|a = g|a sur A dense dans E = f=g

en particulier, f nulle sur une partie dense = f nulle partout




(fn)uex € F(E, F)N converge simplment vers f € F(E,F) &

def

& VzeX, Ve>0, AN.eN:Vn> N, dp( fo(z), f(z)) <e

(fn)nex € F(E, F)N converge uniformément vers f€ F(E, F) & f,

€ Ve>0, IN.EN: Yn=N, Vo€ X, de(fulz), f(z))<e

Vn €N, f, continue (en x)

def

& osup dF(fn(x)7fn(y))mO
z,yeX

Convergence uniforme = Convergence simple

= f=1imC £, continue (en x)

n— —+oo

n——+oo

fon——f
n——+oo

f

Espaces topologiques

Espaces métriques

Espaces vectoriels normés

Transport, Isométrie

(E, O) espace topologique, f: E'— E
alors f(O) topologie sur E’
(topologie image réciproque de O par f)

Homéomorphisme :
¢:E— F € Homeo((E, Og), (F,OFr))
wi | € bijective
<< p €C(E,Og), (F,0r))
P € CO((F7 Or), (E,OF))

(bijective continue de bijection reciproque continue :

isomorphisme de struct. topologique

bicontinue)

Préservent les notions topologiques :
caract. ouvert, fermé, séparation, voisinages, intérieurs
adhérence, frontiére, compacité, connexité

— pour montrer que deux espaces ne sont pas homéomorphes,
on cherche une notion topologique satisfaite pour 1'un
et pas pour autre

Critére d’homéomorphisme : si E' et F' compacts,
¢ bijective continue = ¢ homéomorphisme

f€C((E,Op),(F,OF)) continue
idp €CO((E, O1), (F, 0y)) continue

<~ OgDf(OF)
<~ 0;D 02
(E, Og) et (F,Or) homéomorphes b=y
Jp €eHomeo((E, Og), (F,0r)) = Or=¢(Og)

(E,dg) espace métrique, f: E’—— E injective ; alors
dg(z,y):=dp(f(z), f(y)) distance sur E’
(distance image réciproque de dg par f)

(E,dg), (E',dg/) espaces métriques. f: E— E’
isométrique & Va,y € E, de/( f(z), f(y)) =de(z,y)
Une application isométrique est continue, injective.

Isométrie = application isométrique et bijective

idg € Lip((E, dg), (E,dg) N Lip(E, d), (E,dE))

bilipschitzienne <= d; et d2 Lipschitz-équivalentes

homéomorphismes

Translations — | . Y
isométries

Sont homéomorphes pour (R, O,) :
— les intervalles fermés entre eux

— les intervalles ouverts entre eux

Vn >1, R™ homéomorphe a sa boule B(0, 1)

i€l
TG . EF— El . . . . .
projections/surjections canoniques
(xj).weﬂ =
Topologie produit Oy«
= topologie initiale pour ((O;, m;: Ex _’Ei)),g
= topo. la moins fine telle que les 7; soient continues

Oy« ::ﬂ {(’) topo pour Ey : Vi€, m; €C) o,(FEx, E,)}

La base des rectanges élémentaires

R:= {R(U])j 1 (Uy);es € X Ojavec JCI fLm}

jeJ
est une base de topologie pour l'espace produit (Ex, Oy)
U; siield
Ni= —(U)= X v
avec R, ﬂ w5 (U;) ; 1{ . sinon
jeJ €

produit carthésien d’ouverts égaux & E; sauf pour un nombre fin:

Topologie engendrée : U € Oy <= JRER : 2 € RCU
Pour I=[1,n] fini :

OX—{UCEX Ve eU, 3(Uy).€ XO; : z€ XUicU}
=1 =1

—
n n n

XX, = XXZ et XXz = Z(l)z', pour X, CFE;

i=1 i=1 i=1

Base dénombrable :
((E;,05) )LEN famille dénombrable d’espaces & base dénombrable
= ( X ienEi, (’)X) 4 base dénombrable

GEXN7 (xi)xen S EX

convergence < toutes les composantes convergent :

Convergence de suites : ((zn,):c:)

neN

i

PN .

Tn i T
n— oo

OX .
xr, ——x <— Viel,

n— oo

Continuité : (E, Og) esp. topo, (FX =X Fi,OX) esp. produit
i€l
f:E—Fy € C°((FE,Og), (Fx,Oy)) continue <
Viel, fi=mof € C°(E,Og),(F;,0;)) continue

(mais rien pour un ensemble de départ produit : analyse multivariée)

La notion d’espace produit est compatible avec
I’associativité du produit carthésien (- x - x-=(-x-) x-)

<

( X E;, doo) espace métrique produit, avec
i=1

doo((@:).s (y:)) = max dD(zs y)

m(U) =X { g ai

E; sinon

on a YU; € Oy

€ O, ouvert donc U continue

On peut prendre d=d, d2,dp,, ds... distances équivalentes

idg € Homeo((E, 01), (E,0,)) <= 01=0, <= d et dy topologiquement équivalentes <= |||li et ||-]]2 équivalentes
Espaces produits
((Ei7 (9,-))iEn espaces topologiques. Ey := X E; ((E,, d(i)))1 ., suite d’espaces métriques finie Si K=R ou C,

toutes les normes de IKK™ sont équivalentes
(& |Illso) et engendrent donc la topologie produit

= du (i), (32).) = sup

((E“ d(i)))ie_\l
Vi, posons déi)(~, -):=min (1, d@(., )) distance bornée

suite d’espaces métriques dénombrable

(EX =X E;, d) espace métrique produit avec d=dy,ds
ieN

engendre la topologie produit Oy, la moins fine
des topologies ou les projections m; sont continues

— ds((z:), (vi)) == E @dé)(ﬂ% yi) < dx £ Mds
i—0

engendre une topologie pour laquelle les projections 7;
sont continues, et moins fine que celle de d«

— donc d; et do topologiquement (pas Lipschitz) équivalentes !

= doo((xi)ss (93).) 1= sup A (s, i)
ic
n’engendre pas la topologie produit,

mais une topologie plus fine (parfois discréte)

Voisinages : V C E voisinage de & = (2;),., € Ex

N
< 3JINeN,Ir>0: ><0Bd<x>(:ci,r) X XNEi cVv
i= >

1. ||| € L3 (K™, ||-||oo), (R, |-|)) donc continue
avec C =" |le|

2. donc ||-]| continue sur la sphére unitée

(1¢ et 2" ineg. trig, base can.)

S=85|.||..(0n, 1) fermée-bornée donc ||-||cc-compacte
donc ||-|| bornée par M; de plus 0 ¢ ||S]| (vraie distance)
donc m :=infg ||-|| #0 (car atteint ses bornes)

3. Vo € K"™\{0}, %/ €S donc m < ||#j5_|| < M
donc m [z loe < [l < M [|2oc

4. Pour C, identif® C~R? (fRe, Jm) — topo produit

Si FE est de dimgFE =n finie, et K= ou C,
toutes les normes sont équivalentes, et engendrent
la topologie naturelle d’'un EVN de dimension finie

(car E KR e [|-]| © ¢ normes sur K™ donc equiv.
donc [|-|| equiv. par surjectivité de I'isomorphisme ¢)
On retrouve les propriétés de la topo. produit de

convergence et de continuité coordonnée par
coordonnée dans une base € = (€;)1<ign :

((ei(@n))i), et (ei(f)),

Normes usuelles : "

1, = E

i=1

2 lloc,e := max [ei(z)] ||z ei(z)|
1<ign




Espaces topologiques

Espaces métriques

Espaces vectoriels normés

Compacité

(E, O) espace topologique séparé.

Propriété de BOREL-LEBESGUE :

(E,O) compact

def
s V(U,)ier € O recouvrement de E d’ouverts,

(E= Uz‘eﬂ Ui)
on peut en extraire un sous-recouvrement fini
(Uj)jes avec J C1 fini ( E:UZ:1Uik )

- V(Fi)ieﬂej‘—ﬂ : ﬂieﬂFiZQ’
3J CIfini: N,_, Fi,=92

Une partie K C E est compacte si (K, O|x) compact

& propriété de Borel-Lebesgue avec des ouverts de E

UFK : V(K;),<.<, compacts, U K; compact
i=1
IQK : V(K;);e1 compacts, ﬂ K,; compact si #@
i€l
et si (K;# @), suite décroissante, m K, +o
i€l
(théoréme des compacts emboités)

Produit de compacts :
((E;, (9,-))1EH espaces compacts <= (X, crE;, Oy ) compact

(<= : Ex compact et 7; continues donc E; =m;(Eyx) compact

—> : théoréme de TycHONOV, avec la notion de filtre)

Fermés et compacts :
K fermé <= K compact
(E,O) compact et K fermé = K compact

Continuité : f: E— F, (F, OF) séparé,
K compact et f continue = f(K) compact

Donc f application fermée. Mais méme si f continue,
f~(B) compact == B compact
f(A) compact == A compact
K compact == [ (K) compact

La compacité est donc une notion topologique :
un espace homéomorphe & un compact est compact.

Si AN B =@ parties compactes,
JUa, Ug € O ouverts disjoints : Us D Aet Us D B

Si (Tn)nen € EX, {xn} U< lim xn} compact
neN

n— oo

(E,d) espace métrique. (toujours séparé)

Propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS :
(E,d) compact
& V(zn), €EN, Jpinn t Ty —= lteE
& Adh((xn)n)#z

De toute suite, on peut
en extraire une sous-suite convergente dans E

Unique valeur d’adhérence : K compact :
si (Tn)uen € KN
et Adh((:ﬂn),\) C {1’} au plus une valeur d’adhérence

& valeur dans un compact

alors z, ——=x

n— oo

converge

Borel-Lebesgue —> Bolzano-Weierstrass
car I'intersection Adh((zn),) = N, {zk : k>n} décroissante

de fermés non vides est non vide dans un espace compact

(= pour produit fini : on prend une suite EIQ et on effectue par récurr.
une extraction pour chaque coordonnée, et aprés les n extractions, on a
une sous-suite convergente pour la topologie produit

— pour produit dénombrable : on ne peut faire une infinité d’extractions
sans prendre de précautions : avec le procédé diagonal, il reste des termes)

Fermés-Bornés et compacts :

K compact == K borné pour d (donc fermé borné)

(comme tout espace métrique précompact)

— f:K — F continue sur un compact K
—> f bornée et atteint ses bornes
(Théoréme de HEINE)

(Im( f) bornée fermée)

—> f uniformément continue

Bolzano-Weierstrass =—> Borel-Lebesgue :
(E,d) espace métrique Bolzano-Weierstrass-compact :

1. Lemme d’uniformité de LEBESGUE :
(Ui)ie1 € OF recouvrement ouvert de £, alors
dr>0:Vx ek, i, €l : B(x,r)CU,
(toute boule de rayon r est contenue dans un ouvert du recouvr’)
2. B-W-Compacité = Précompacité :
Ve >0, 3(x:) e € E™ - E=J]_ B(i,¢)
(il existe un recouvrement fini de E par des boules de rayon r)
(= Un espace métrique compact est séparable)
3. Théoréme de BOREL-LEBESGUE :
(E,d) est Borel-Lebesgue-compact.

Théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS :
Va,b€eR, [a,b] partie compacte de (R, |-|)

(construction de la limite supérieure par dichotomie,
en utilisant la propriété de la borne sup de R)

Parties compactes en EVN de dimension finie :

(X CR,|-|) compacte <= X fermée bornée

(= : X bornée donc C [—R, +R], qui est compact,
donc X partie fermée d’un compact, donc compacte)

(X CR™,||']|oc) compacte <= fermée bornée

(= : X bornée donc C [-R,+R]"™, qui est compact car
produit de compacts, donc X partie fermée d’un compact)

La sphére unité S).;(0,,1) est compacte

l

Dans (E,||-||) de dimension finie, toutes les
distances sont donc équivalentes a ||+|| oo,

donc par isométrie (E, ||-]|) «— (K49 ||-||x0),

(X CE,||]) compacte <= X fermée bornée

f:K — R continue sur un compact K
= Jda,beR: f(a):i%ff et f(b)=sup f
K

En dimension finie, une appl. linéaire est continue :
dimE <oo = Lin(E, F)=L((E, [||[e), (F,[|-[Ir))
et norme atteinte || f(zy)||r =]l f||| pour ||zu|[z=1

( Il équivalente & || f(z)| oo, e €t
I f(@)lloo,e <K ||]loo, e avec k=maxi_y || f(e:)ll
f continue sur le compact S(0g, 1) : atteint ses bornes )




Espaces métriques Espaces vectoriels normés

Complétude

(Zn)nex € XéliuchydE suite de Cauchy de (E,dg) (R, ||) complet, par complétion de (@, |-|)

g Ve >0, AN, €N, Vp,q>= N, dg(zp,z,) <e
N———

ou d|x

(= Ca reste une suite de Cauchy dans tout sous-espace métrique (X, d|x) si les z, € X)
& diam(X,) —— 0 avec X,:={zx:k>n}
n— oo

54 lim dE(.pr7 ZEq) =0 (limite simultanée, abus de notation)
pP,q— 0

Convergence =—> Cauchy-convergence

Une suite de Cauchy est bornée

def
def . . .
(E,dr) espace complet & EX,,,. = BN, (E,||"]]) espace de Banach <:d)ef espace vectoriel normé complet
(toute suite de Cauchy est convergente dans E) (E,{(-,-)) espace de Hilbert < espace préhilbertien complet
((E;, di))l@gn suite finie d’espaces complets = (X_ E;, dy) complet vn =1, (R™||]|) complet (||| quelconque)

EVN de dimension finie = complet !
(E,dg) complet = VA€ F fermé, (A,d|4) complet
(ACE,dja) complet = A€ F(g,a,) fermé (cv = Cauchy-cv = ov dans A) — F CE sous-EVN de dim(F) <oo = F € Fg fermé

La complétude est une propriété métrique, pas topologique :
(X,dy) isométrique a (Y,dy) complet = (X,dx) complet
(dy, d Lipschitz équivalentes —— Xfiuchyd1 = Xﬂuchydz)
(X,dx) homéomorphe a (Y,dy) complet == (X,dx) complet
(di, d2 topologiquement équiv. == XC]Iiuchyd1 = Xcﬂiuchydz)
(ex : R complet homéomorphe & |0, 1[ non complet)

Mais si 3¢ € Homeo((X, dx), (Y, dy)) uniformément continu,
(Y,dy) complet = (X,dx) complet (faux dans lautre sens)

(zn). € Xcﬂiuchy suite de Cauchy = |Adh((xn)n)| <1
Et si Adh((z,),)={z}, lim z, ==
n— 00
(posséde au plus 1 valeur d’adhérence, et converge dés qu’elle en a une)

— (E,dg) compact = (FE,dg) complet !

Théoréme des fermés emboités :  (F),)nen € (F\{2})YN suite de fermés non
vides, décroissante (F,, 1 C F,), tq diam(F},) — 0. Alors l'intersection se
réduit & un point Iz € E : ﬂ FE,={z}

neN
Théoréme du point fixe de PICARD :
(E, d) espace métrique complet
f: E — FE strictement contractante pour (E,d)
by f est k-lipschitzienne pour k<1 (A\ <= Vz,y€ E, d(f(z), f(y)) <d(z,y) )
Alors f admet un unique point fixe : 3la€FE : f(a)=a

Et il est obtenu come limite des itérés de tout zg€ E :
a= lim (o"f)(zo)= lim z, avec Tpy1:= f(zy)

Espace des opérateurs bornés/continus :

n

. k
Vitesse de convergence : d{en, a) Sy @ avee &= d(f(zo), 20) (F, l) complet = (L((E, |I|), (F,[II)), I-1I) complet

( (zn). suite de Cauchy (par double récurrence en utilisant la lipschitziannité) avec — Le dual topo E'=L(E, K) toujours complet

Ne = max (0, P;(i]{ ]?)) +%-‘ > donc convergente vers a, puis continuité pour point fixe )

Espaces non complets en général :

Espaces de convergence uniforme des suites/fonctions bornées : (ENE?[-llo)s (CO(K, F), || lp) pour pe (1, +o0]
(F,dp) complet = (FB(E,(F,dr)),ds) et (FN£>, do ) complets
(K,dr) compact et (F,dr) complet = (C°((K,dx),(F,dr)),ds) complet

Espace produit, cas dénombrable :
1, d(D)). amille dénombrable d’espaces complets bornées “) bornée
By, dD)), o famille d brable d lets b d® b

= (X;enEi, dx) complet avec dx(-,-) =supien Ii 2 d (e4,4)

Todo :

(R, |-]) et propriétés de R

Espace normaux, Espaces réguliers

Connexité par arcs, Produit de connexes, Composantes connexes, Connexité dans les EV

Convexité 77

Applications n-multilinéaires Lin, ((E;);, F)

Algebres et normes d’algebres, (u,) et (v,) cv = (unvy,) cv et im (u, v,) =lim u,, - lim v, si norme d’algebre
Faire des exemples d’espaces et de boules

Importer tous ce qui est dans le poly de petrus

Limite pointée / épointée -> voir le frido 8.1.9 et https://www.math.u-psud.fr/ perrin/CAPES/analyse/fonctions/definitiondelimite.pdf ; la limite pointée semble plus pratique
et simplifier les énnoncés, mais elle perd un peu de son utilité et n’est pas compatible avc la limite a droite/gauche

La limite épointée de f(x) quand x tend vers p existe si et seulement si les limites & droite et & gauche en p existent et sont égales (peu importe ici que p appartienne ou pas au domaine
de définition U de f et, s’il lui appartient, peu importe la valeur de f(p)). Si p est un point de U, alors : f est continue en p < la limite de f(x) quand x tend vers p existe < la limite
épointée de f(x) quand x tend vers p existe et est égale a f(p) < les limites a droite et & gauche en p existent et sont égales a f(p). Si p n’appartient pas U, alors : la limite de f(x)
quand x tend vers p existe < la limite épointée de f(x) quand x tend vers p existe < les limites & droite et & gauche en p existent et sont égales.

Théorémes de Dini :
i. La convergence simple d’une suite monotone de fonctions a valeurs réelles définies et continues sur un espace compact vers une fonction continue implique sa convergence uniforme.

ii. La convergence simple d’une suite de fonctions réelles d’une variable réelle définies et croissantes (non nécessairement continues) sur un segment [a,b] de R vers une fonction continue
sur [a,b] implique la convergence uniforme.

iii. La convergence simple d’une suite monotone de fonctions continues vers une fonction continue implique son équicontinuité.

Inclure les trucs de distance a une partie

Critére de compacité dans un ouvert (sans doute généralisable) : soit U ouvert (genre domaine de fonction) d’'un EVN de dim finie et X CU. alors X compact relativement a 'ouvert U <
fermé, borné, et dist(X,dU) > 0 (distance au bord non nulle)

Exhaustion des ouverts d'un EVN (dim finie ??) : U ouvert. K,:={z €U : ||z||<n et dist(z,dU) > %} suite (dénombrable) de compacts croissants d’union U, d’intérieur

K= {zeU : ||z|| <n et dist(z, V) >%} et tq K CKpy1C Knia



