
Classes monotones et théorème d'unicité des
mesures et des probabilités

1. Classes monotones

Une classe monotone sur E est une classe C � }(E) de E telle que :

� E 2C

� 8A;B 2C : A�B, BnA2C (stabilité par di�érence, en particulier par complémentarité : Ac 2C)

� 8(An)n2N
2C%

N,
[
n2N

An2C (stabilité par union dénombrable croissante (An�An+1))

Et donc stabilité par intersection dénombrable décroissante, d'où classe monotone.

On note ClMon(E) l'ensemble des classes monotones sur E.

Une intersection quelconque de classes monotones est encore une classe monotone :

8fCigi2I�ClMon(E);
\
i2I

Ci 2 ClMon(E)

On peut alors dé�nir la classe monotone engendrée par une classe X � }(E) quelconque :

Cm(X ) :=
\ �

C 2ClMon(E) : C �X
	

C'est la plus petite classe monotone sur E pour l'inclusion contenant X :

8C 2ClMon(E); X �C ) Cm(X )�C

Propriétés de l'opérateur de tribus engendrées :

� 8C 2ClMon(E), Cm(C)= C

� 8X �Y � }(E), �(X )��(Y) (croissance par rapport à l'inclusion)

On remarque que tout tribu est en particulier une classe monotone. Ainsi, Cm(X )��(X ).

Lemme des classes monotones :

Si X est une classe stable par intersection �nie, sa classe monotone engendrée est sa tribu engendrée :¡
8A;B 2X ; A\B 2X

�
=) Cm(X )= �(X )

Puisque Cm(X )��(X ) et que �(X ) est la plus petite tribu, il su�t de montrer que Cm(X ) est une tribu. Posons
8A2Cm(X ); C\A :=

�
B 2Cm(X ) : A\B 2Cm(X )

	
qui est une classe monotone. Puisque X est stable par intersection �nie, il est immédiat que X �C\A. Donc

Cm(X )�Cm(C\A)= C\A donc 8A;B 2Cm(X ); A\B 2Cm(X )
donc Cm(X ) est stable par intersection �nie. Alors Cm(X ) est une tribu avec les stabilités des classes monotones.
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2. Unicité des mesures

Théorème d'unicité des mesures �-�nies :

Si � et � sont deux mesures sur un espace mesurable (E;A) coïncidant sur une classe X �A stable
par intersection �nie (8A;B 2X ; A\B 2X ) :

8A2X : �(A)= �(A)

� et si � et � sont �nies de même masse (�(E)= �(E)<+1)

� ou si � et � sont �-�nies sur X : 9(En)n2N
2X%

N : E=
S
n2NEn suite croissante dans X

et 8n2N; �(En)= �(En)<+1

alors elles coïncident sur �(X ) : 8A2�(X ) : �(A)= �(A).

� Lorsque � et � sont �nies : posons la classe

C :=
�
A2A : �(A)= �(A)

	
� X par hypothèse

On véri�e que c'est une classe monotone :

¡ E 2C car �(E)= �(E)

¡ 8A;B 2C : A�B, puisque � et � sont �nies et coïncident sur A et B, elles coïncident sur BnA :
�(BnA) = �(B)¡ �(A) = �(B)¡ �(A) = �(BnA) donc BnA2C.

¡ 8(An)n2N
2C%N , puisque � et � sont �nies et coïncident sur les An, par limite croissante,

�
¡S

n2N
An

�
                                                 %
n!1 �(An) = �(An) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%

n!1 �
¡S

n2N
An

�
donc par unicité de la limite,

S
n2N

An2C.

Par le lemme des classes monotones , puisque X est stable par intersection �nie, on a

�(X ) =
lemme Cm(X ) �

X�C
Cm(C) = C car C 2ClMon(E)

Donc, par dé�nition de C, � et � coïncident sur �(X )� C.
� Lorsque � et � sont �-�nies sur X : 8n2N, posons les mesures sur (E;A) resteintes à En :

�n : A 7¡! �(A\En) et �n : A 7¡! �(A\En)
qui sont �nies de même masse totale par hypothèse (�n(E) = �(En) = �(En) = �n(E)<+1). Elles
coïncident encore sur X car X est stable par intersection avec En, donc par le point précédent, elles
coïncident sur �(X ). En�n, par limite croissante, 8A2�(X ),

�(A)                                                  %
n!1 �(A\En) = �n(A) = �n(A) = �(A\En) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%

n!1 �(A)

puisque
S
n2N

A\En=A\
S
n2N

En=A\E=A par hypothèse; donc �(A)= �(A).

En particulier, si X est une classe stable par intersection �nie engendrant la tribu (�(X )=A) et si �
et � sont �nies de même masse ou si � et � sont �-�nies sur X ,¡

8A2X : �(A)= �(A)
�

=) �= �

Théorème d'unicité des probabilités :

Si p et q sont deux mesures de probabilité sur (
;A) coïncidant sur une classe X �A stable par
intersection �nie (8A;B 2X ; A\B 2X ) qui engendre A, alors elles sont égales :¡

8A2X : p(A)=q(A) et �(X )=A
�

=) p=q

C'est de théorème d'unicité des mesures, dans le cas �ni : p(
)=q(
)=1<1.
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