Classes monotones et théoréme d’unicité des
mesures et des probabilités

1. Classes monotones
Une classe monotone sur E est une classe C C p(F) de E telle que :
e FeC

e VA BeC: ACB, B\A eC (Stabi“té par différence, en particulier par complémentarité : <A EC)

o VY(A,) _. cCq, U A, eC (stabilité par union dénombrable croissante (A, C Ap+1))

neN

neN

Et donc stabilité par intersection dénombrable décroissante, d'ou classe monotone.

On note CIMon(F) I'ensemble des classes monotones sur E.

Une intersection quelconque de classes monotones est encore une classe monotone :

V{Ci}ie1 C CIMon(E), () Ci € CIMon(E)
i€l

On peut alors définir la classe monotone engendrée par une classe X C p(F) quelconque :
Cm(X) := ﬂ {CeClMon(E) : CD X}
C'est la plus petite classe monotone sur E pour l'inclusion contenant X :
VC € ClMon(FE), XclC = Cm(X)ccC

Propriétés de I'opérateur de tribus engendrées :
e VCeClMon(E), Cm(C)=C
o VXCYCp(E), oiX)Ca()) (croissance par rapport a I'inclusion)

On remarque que tout tribu est en particulier une classe monotone. Ainsi, Cm(X) C o(&X).

Lemme des classes monotones :

Si X est une classe stable par intersection finie, sa classe monotone engendrée est sa tribu engendrée :

(VA,BeX, ANBeX) = Cm(X)=0(X)

>

Puisque Cm(X) Co(X) et que o(X) est la plus petite tribu, il suffit de montrer que Cm(X’) est une tribu. Posons
VAeCm(X), Cha:={BeCm(X): ANBeCm(X)}
qui est une classe monotone. Puisque X’ est stable par intersection finie, il est immédiat que X CCra. Donc
Cm(X) CCm(Cha)=Cha donc VA, BeCm(X), ANBeCm(X)

donc Cm(X’) est stable par intersection finie. Alors Cm(X’) est une tribu avec les stabilités des classes monotones.




2. Unicité des mesures

Théoréme d’unicité des mesures o-finies :

Si 41 et v sont deux mesures sur un espace mesurable (£, .A) coincidant sur une classe X C A stable
par intersection finie (WA, Be X, ANB€X) :

e ousipetvsont o-finiessur X @ 3(E,), € X}‘\I E=J

VAe X : u(A)=v(A)

e etsij et v sont finies de méme masse (u(E) =v(E) < +00)

nG]NEn suite croissante dans X

et VneN, u(E,) =v(E,) < +oo

alors elles coincident sur o(X) : VAeo(X) : u(A)=v(A).

Lorsque p et v sont finies : posons la classe
C:={AeA: n(Ad)=v(A)} D X par hypothése
On vérifie que c'est une classe monotone :
— FEeCcar u(E)=v(E)

— VA,BeC: ACB, puisque p et v sont finies et coincident sur A et B, elles coincident sur B\ A :
uw(B\A) = u(B) — u(A) = v(B) —v(A) = v(B\A) donc B\A€C.

— V(A,,)n@, ECg, puisque i et v sont finies et coincident sur les A, par limite croissante,

(U, ex An) 5 1(An) = v(An) 5 v(U, oy An)

donc par unicité de la limite, |J, . An €C.

Par le lemme des classes monotones, puisque X est stable par intersection finie, on a

lemme

xce

o(X) = Cm(X) C Cm(C) =C car CeClMon(FE)
Donc, par définition de C, u et v coincident sur o(X) C C.
Lorsque f et v sont o-finies sur X :  Vn € N, posons les mesures sur (E, A) resteintes a E,, :

fn: A— u(ANE,) et v,: A—v(ANE,)

qui sont finies de méme masse totale par hypothése (u,(E) = u(E,) =v(E,) =v,(E) < +00). Elles
coincident encore sur X car X est stable par intersection avec FE,,, donc par le point précédent, elles
coincident sur o(X'). Enfin, par limite croissante, VA € o(X),

e e

W(A) L @(ANEL) = pin(A) = va(A) = WA E,) —Z v(A)

n— oo

puisque UnGJN ANE,=AN Une‘\. E,,=ANE = A par hypothése; donc u(A)=v(A).

En particulier, si X' est une classe stable par intersection finie engendrant la tribu (o(X)=.A) et si p
et v sont finies de méme masse ou si u et v sont o-finies sur X,

(VAeX : p(A)=v(Ad)) = p=v

Théoréme d’unicité des probabilités :

Si p et g sont deux mesures de probabilité sur (2, A) coincidant sur une classe X C A stable par
intersection finie (VA, B€ X, AN B € X) qui engendre A, alors elles sont égales :

(VAEX:]p(A):q(A) eta(X):A) — p=q

| C'est de théoréme d'unicité des mesures, dans le cas fini : p(Q) =q(2) =1 < cc.
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