Convergence de suites de variables aléatoires

Résumé des différentes convergences et théorémes les reliant :
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Convergence L2 = L! = en probabilité : Soit (X,,),cn une suite de V.A.R. et X une V.AR.
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e Si X, 4————> X, alors par Cauchy-Schwarz, E(\X,, X|)Z < E((X,,,,fX)Q) —— 0 donc (/)
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E(|X,— X|) —= 0 donc X, ——» X
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e SiX, — X, alors par |'inégalité de Markov, Ve > 0,

p[| X, —X|>e] < % X, —X|dp = e 'E(| X, — X|) === 0 donc X, —— X
Q

e Réciproque fausse : sur (€2, p)= ([0, 1], Ajp,1)), si on pose X,,=n-1g,1, et X =0, on a
Ve>0,VneN*, p[|X,—X|>e] =A([0,%]) =" 0

= 52

vneN*, EB(|X,-X|) = /n-]l[o_g/,,,] A= nA(0]) = 2 =1 5 0
R

mais

Convergence en probabilité dominée = convergence L1 :
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Soient (X,)nenN une suite de V.A.R. et X une V.AR. tels que X, — X converge en mesure et

1
JY €L! intégrable : YneN, | X,|<Y. Alors X €L et X, ni—@) X

p.s.
D'abord, on a | X | < Y. Deux facons de le montrer :

e Soit ¢:N< N extraction telle que Xomn) ~T:——> X par Borel- Cantelll Alors par passage a la limite
| X | < Y.
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[1X —Xn|>|X]|-|Xn] C [|X — X, 2%] - par convergence en proba.

Ensuite, soit € >0. Vn € N, posons A,, =:|X,, — X |. On a alors
E(An> = E(An~:ﬂ.[An>g}) + E<An‘:ﬂ-[Anga})
< EQ2Y -Lja,>q) + e EA)

p-s. p.s.
car A, =X, — X|<|X,|+|X]| <2V, par domination et puisque | X | < Y. Alors par uniforme continuité
de l'intégrale de 2Y contre dp, a € >0 fixé,

dn.>0 : VA€ A, <]p(A)<T]E = /|2Y(11p1E<2Y~]1A) <€>

Par convergence de X, en proba., p[A,, >¢] —— 0 donc AN, € N tel que Vn > N, p[A, >¢&] <n.. Alors
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Yn> N, E(X,—X]| = E(A,) < IE(QY-]l[An>E])+5 < e4e
Cest vrai Ve >0, donc E(| X, — X[) ——= 0.

Convergence presque siire = en probabilité : Soit (X,),cn une suite de v.A.M. et X une V.A.M.
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e (Cas des variables réelles : si X,, — X T> 0, alors Ve >0, Ljjx,— x|>¢] —2* 5 0, donc
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Vn € IN*, ]p“X,,,,*X|>E] = IE<]]-[\X,,,7X\>5}) —_— E(O) =0
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par convergence dominée par 1, constante donc intégrable.

e A la main dans un espace métrique quelconque : Supposons que X, SN ¢

n— oo
C:=[Xp—2 X| = {weQ:V¥e>0,INeN : Vo> N, d(X,(w), X (w)) <e}
= U N X, X)<e]
e>0 NeN n>N
= [) Acoo avec A= () Acn et Aoy =) [d(Xn, X)>e]
>0 NeN n>N
La convergence presque siire donne p(°C') =0. Soit € >0. On a
Ac oo C U Acrioo = C donc p(Ac o) < P(CC) =0 donc p(A: o) =0
e’>0
Enfin, puisque Vn > N, [d(X,, X ) >¢| C A- n et que les ensembles (A. n)nen décroissent vers A, o,

Yn>=N, p[|Xn—X|>c] < plAcn) ——ios p( N AE,N> = P(Ae o) = 0
NeN
par limite décroissante.

e Réciproque fausse : sur (2, p) = ([0, 2], Ajo,2]), on pose Vn > 1, = Ljo,"/,]+cos(n)- On sait que
Adh (cos(n))n>1=10,1] : les pics de taille 1 et de largeur '/, balayent tout [0, 1] de facon irréguliére :
Yw € [0, 1] fixé, on va avoir des bumps de X, (w) de temps en temps, et clairement pas de conver-

gence vers 0. Donc X, Wp’%} 0 car A([0,1]) #0. Pourtant, on a convergence en mesure car Ve > 0,

p[| X, —0|>¢e] = A([0,n] +cos(n)) = Yy
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Convergence en probabilité = extraction convergente presque siirement :

Soient (X,,)neN une suite de V.AR. et X une V.AR. tels que X, —> X converge en mesure. Alors
J: NN extraction telle que X (n) X,
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Soit € > 0. Puisque p,, .flp[\X - X| >€} ——— 0, soit ¢ : NN extractrice telle que
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VneN, p, <2in [ genre o(n+1) =min{m > ¢(n): p, <27 "} |
Alors

oo o

ZPUX'@(H)_X|>E} = an, < Zgin =2 <400
n=0

Donc par le lemme de Borel-Cantelli appliqué a la convergence presque siire, X (n) wn—pj—og% X.

Convergence L' = extraction convergente presque siirement :

_ L! :
Si X,, —— X converge dans L', alors 3¢ :N-"»N extraction telle que

Xpm) —— X et JY L' : VneN, | Xy | <Y

Puisque E(|X,—X) ——= 0, soit ¢: NN extractrice telle que Vn €N, E(|Xom—X]) < 5
/dﬂ)z ‘X@(n X| Z /Xsﬂ(n X‘d]p X ZO % = 2 <+o0

par interversion série intégrale positive. Donc Y := | X |+ Z | Xy — X | €L car X € L', et surtout :

Z | X o(n)— X | < 400 (argument a la Borel- Cantelll) donc | X, () — X| ﬁ 0
n=0
par contraposée de la divergence grossiére. Enfin, Vn € N, | X, ()| < | X |+ |Xpm)—X| <Y €L




