Convergence presque-partout par Borel-Cantelli

Soient (fn)nen € M(E,R)N et f € M(E,R) mesurables. Par le lemme de Borel-Cantelli, on a
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Démonstration. Vn € N, posons d,, := f,, — f. Soit i > 1. Par hypothése pour ¢ =1/;, on a
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> {161 >} < +oo

n=0
Donc par le lemme de Borel-Cantelli,

u(A;) < u(inﬁnité{|5n(-)| >1/2~}> =0 avec A;:= {limsup|5n(-)| >1/2~}
En effet ner neN

Ve>0,Vx €R, limsup|d,(z)| > € &L g <sup |5n(x)|) > €
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= VNEeN, sup |0,(z)] > ¢
n>N

< YNeN, In=N : |d,(z)]>¢
def
= ze () U {I6.()>c} = infinite {|dn()| > e}
NEN n>N neN
(autrement dit, lorsque la limite supérieure d'une suite, qui est une valeur d’adhérence, est >¢, il y a une

infinité de termes de cette suite >¢, sans que la réciproque soit vraie).

p-pp
Ainsi, Vi > 1, limsup |, ()] < % Mais il faut un argument (a cause du p-pp) pour conclure :
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Les ensembles (A;);>1 croissent vers le lieu ou d,, ne converge pas vers 0 :

Ay = U A; = U {limsup|5n(-)| >1/2~} = {limsup|5n(-)|>0}

i1 i>1 neN nelN
C
= {limsup 10n ()] :0}
neN
C
[limsup=Iliminf=0 = lim=0] = {571() m O}
Donc par limite croissante, =0

) = n(|J 4) = lim " 71(A7) = 0

%
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c'est a dire que le lieu ot §,, ne converge pas vers 0 est de mesure nulle, donc

0n=fo—f ——— 0 donc fr ——— f O



Plus généralement, on a
o0

Z p{fu()<a} < 40 = lim%lf I lgpa
0 ne

Z p{fu()>a} < +o00 = limsup f, nga
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Notation. Se méfier :

on a seulement {lim sup |9p(+)| > 8} C limsup {|6n(-)| >e} C {lim sup |9p(+)| = 8}
neN nelN neN

et {lim sup |9n(+)| zﬁ} #+ limsup {|6,(-)|=¢} — mieux vaut utiliser la notation « infinité {...} ».
neN neN neN



