Fonction de répartition, fonction génératrice des
moments, échantillonnage

1. Fonction de répartition d’'une V.A.R.
Soit X une variable aléatoire réelle. On définit sa fonction de répartition par

Fx: R — [0, 1]
t — p[X <t] = px(]—o0,1])
Propriétés :

e [Fx croissante : Va<beR, |—00,a] C|—00,b] donc Fx(a)=p[X <a] <p[X <b=Fx(b)

e TFx continue a droite : Vi € R, Fx(t) = lim;+ Fx = Fx(t™)
Par caractérisation séquentielle de la limite & droite pour une fonction croissante, il suffit de vérifier que
e
Ex(t+n) == Fx(?)

ce qui est vrai puisque (]—oo,t+ 'l/,L])  ©st une suite décroissante dénombrable de boréliens, donc par

ne
limite décroissante, -
IF)((ZL) - H)X(}_oc*ﬂ) - H)X< m }_OC*ZL—’_I 71]) - hlIl\‘ H)X(}—OC,IL/—FI rJ) — hlIl\‘ FX(T+1/7L>
n— o0 n— o0
neN

o IlimFx=0etlimFx=1
—00 +oo

Par caractérisation séquentielle de la limite pour une fonction croissante, il suffit de vérifier que

Fx(—n) 0 et Fx(+n) 2 41

n— oo n— oo

ce qui est vrai puisque (}foc, +n est une suite croissante dénombrable de boréliens, donc par limite

croissante, -
1 =px(R) = H>X< U ]oc,7z}> = lim” px(]-oo,n]) = lm” Fx(+n)
nex n— oo n— oo

De méme pour —oo.

— On appelle fonction de répartition toute fonction F': R — [0, 1] vérifiant les 4 propriétés précédentes
(croissance, continuité a droite, lim_ o, =0 et limy=1).

e Les sauts de [Fx correspondent aux atomes de la loi de X : Vi€ R,

Fx(t_) = l;I_nFX = Fx(t) —]p[X:t]

Par caractérisation séquentielle de la limite 8 gauche pour une fonction croissante, il suffit de vérifier que

; s
ce qui est vrai puisque (]—o0,t — '/”])n,ex est une suite croissante dénombrable, donc par limite croissante
IpX<nLeJ\' ]—00,t — 1/),]> = /”131;\/ H)X(Focjtf 1/,”]) = ”151;/ IFX(t - 1/”)

— IpX(]—ooth = Fx(t) —p{X =t}

e Donc Fx continue a gauche (donc continue) en ¢ si et seulement si ¢ n'est pas un atome de px.



o Va<beR,
pla<X <b] = Fx(b) —Fx(a)
pla< X <b] Fx(b~™)—Fx(a) sia<b
]p[angb] = Fx(b) —Fx(a™)

e On sait que le nombre de points de discontinuité d'une fonction R — IR monotone, en particulier
une fonction de répartition, est dénombrable [argument classique|, donc

{zeR: Fx(z7)#Fx(z)} ={z€R : p[X =2]#0} = {atomes de X} dénombrable

Si cet ensemble est presque-siir, X est une variable aléatoire réelle discréte.

Caractérisation de la loi par la fonction de répartition :
Soient X et Y deux V.A.R. Elles suivent la méme loi si leurs fonctions de répartition coincident :
Fx=Fy =— px=py

C'est simplement le lemme d'unicité des probabilités (conséquence du lemme des classes monotones). En effet,
on sait que la tribu de I'espace mesurable de px et py, I'espace des boréliens, est engendré par les |—o0, a] :

B(R) = o({]-00,a] : a€eR})
et que {]foc.a,]}aEH est stable par intersection finie : Va,b€ R, |—00,a] N]—o00,b] = |—oco, min {a,b}]. Or

Va €R, H)X(]—oo, (1]) =Fx(a) G Fy = H)y(]—oo, (1])

donc px et py coincident sur {]—o0, a]},er donc par le lemme d'unicité des probabilités, px = py-

Théoréme de la fonction de répartition réciproque :

La réciproque généralisée d’une fonction de répartition F', ou fonction quantile, donnée par

F-':]0,1 — R
a — inf{zeR: F(z)>a}

est une variable aléatoire réelle sur |'espace (]0, 1[,8(]0,1]), )\]0’1[) de Lebesgue, de fonction de répartition
Fpi = F
Dit autrement, dans (2,4, p), si X est une variable alétoire réelle et si U ~~ Unif(]0, 1),
Fx'(U) o X
puisque Py = Ajo,1[- C'est le méthode de la transformée inverse.

| Preuve :

Convergence en loi et fonction de répartition :

Critére général de convergence en loi : convergence simple des fonctions de répartition en tout point ot la
fonction de répartition limite est continue (points de continuité de la limite)

C'est grace a cette propriété que I'on vérifie numériquement la convergence en loi.
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Fonction de répartition de lois a densité :
Si X est une variable aléatoire diffuse, c'est a dire que Vz € R, p[X =x]| =0, alors Fx est continue.

/\ Il existe des variables aléatoires diffuses mais ne possédant pas pour autant une densité de probabilité.
Par exemple, la variable aléatoire ayant pour fonction de répartition I'escalier de Cantor.

Lorsque X est de densité px,

t
Vit €R, Fx(t) ZFx(t_) Zp[X <t} =/ pPx dX

— 0o

Toutefois, ce n'est pas, en toute généralité, une primitive au sens strict du terme : on peut seulement affirmer : qu'une
fonction de répartition est dérivable presque partout (pour la mesure de Lebesgue); et que si X est a densité, alors la dérivée
de Fx est presque partout égale 3 sa densité. Mais il y a beaucoup de « contre-exemples » : la fonction de répartition de la
loi uniforme sur un intervalle, ou encore celle de la loi exponentielle, ne sont pas dérivables sur tout R, et ne sont donc pas,
au sens strict, des primitives de densités de probabilités.

1.1. Fonction génératrice des moments

Soit X une variable aléatoire réelle. On pose la fonction génératrice des moments par

Mx:R — Ry
t — E(e!X)

Contrairement a la fonction caractéristique, elle n'est pas toujours finie sur tout R%. On dit que la fonction
génératrice des moments existe si Ir >0 : Vt € |—r, +r[, Mx(t) < +oo. On a toujours Mx(0) =1.
Lorsque X posséde une densité, il s'agit d'une transformée de Laplace bilatére :

Mx(t) :/+<>Oem px(x)dz

—o0
Si la fonction génératrice des moments existe (Mx < 400 sur un voisinage de 0), alors
e Tous les moments de X sont définis : Vk €N, E(]X|*) < +o0
e Mx est C™ sur son rayon de convergence et Yk € N, E(X*)=0"Mx(0)

o0
tk
~ _ k .
e Onaméme Mx(t)= E E(X )F (Mx est analytique en 0)
k=0
Caractérisation de la loi par la fonction génératrice des moments :

Attention, deux distributions peuvent avoir les mémes moments ou cumulants (méme tous finis) tout en étant distinctes. Par
contre, |'existence d'une fonction génératrice (rayon de convergence non nul) suffit & assurer que la distribution est uniquement
déterminée par ses moments ou cumulants :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Si leurs fonctions génératrices existent et coincident :
Ir>0:Vte|-r,+r], Mx(t)=My(t)<+oo

alors X et Y suivent la méme loi : px =py.
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1.2. Echantillons, moyenne et fonction de répartition empirique
Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Soit (X)ren un échantillon de X, c'est a dire une famille
indépendante identiquement distribuée X; «» X

La moyenne empirique de |'échantillon (X})1<k<n est la variable aléatoire réelle
n n
B 1 S
X, ::—E X, === avec Sn::E X,
n n
k=0 k=0

C'est un estimateur non biaisé de |'espérence E(X) :

vneN, E(X,)=E(X) et Var(X,)=-Var(X)

La fonction de répartition empirique de I'échantillon (X})1<k<n est la fonction-variable aléatoire

n

A 1 ‘élém. < I'ech.
VteR, Fy(t) = EZ ]l[Xigt] _ #déém :; dans l'ec a valeurs dans {% t ke [[O,n]]}
k=0

Cest a dire la variable aléatoire discréte sur (€2, A) définie par F),(t)(w) = % >or—olxi ()<t

C'est, a t € R fixé, un estimateur non biaisé de la fonction de répartition IF(t) :=Fx () en t :

YneN, E(F.(t) =TF({)

- 1 n 1 n n
E(Fu(t)) =B(+ S Tixicn ) == o E(lixicn) = 2 E(lix<y) = p[X <] =Fx()
Note : Vk € N, Vt € R, 1[x, <) suit la loi de Bernoulli de paramétre p = p[X; <t] =[F(t), donc Vn € N, n F,(t) est une
somme de v.a. de Bernoulli, donc suit une loi binomiale n Fy,(t) ~ Bin(n, p) d'espérance n F(t).

C'est, a t € R fixé, un estimateur consistant de IF(¢) en t par la loi forte des grands nombres :

~ L1 p.s.
F,(t) P (t) (v.A. constante)

n— oo
car ]E(Fn(t)) =IFx(t), toujours sous condition d'intégrabilité IE(X ) < oco. C'est a dire qu'on a, §2-presque-
sirement, convergence simple (sur IR) vers la fonction de répartition Fx.
Théoréme de Glivenko-Cantelli : toujours sous condition d'intégrabilité IE(X) < oo,

p.s.
n— 00

0

18— F, = supl| Fu(t) = F )|
teR

Note : ||ﬁ’n - IFHOO est la variable aléatoire réelle (22, A, p) — (R, B(R)) définie par

w i sup|| Fo(t)(w) — F(t)[| = sup || -F(1)]|
teR teR
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