Loi géométrique <> Loi exponentielle

Soient |X«~>5xp(/\) | une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A, ainsi que la variable
aléatoire G:= | X |, partie entiére de X. Puisque X est de densité z— e 1R, (z), on a VkEN,

k+1 k+1
e Mdx = [—e_’\m‘ =e M(1-e)

p[k<X<k:+1]:/ .

k

donc par définition de G=|X |, on a [G:k} = [ng < k;+1}, et alors G suit la loi discréte :

VEEN, pglk) = p[G=Fk] =e M (1—e)

On reconnait une loi géométrique de paramétre 1 —e~?, donc | G = | X | ~ géom(p: 1 —e_)‘) :

Conséquence

Si I'on dispose d'une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A, on peut générer une variable
aléatoire géométrique (sur IN) de paramétre de succés p € |0, 1] si I'on prend A= —In(1 — p). En
particulier, si U ~»Unif (0, 1), alors

On cherche a déterminer la loi de| V:= X — | X | |, avec toujours X ~~ Exp(A). Soit a € [0,1]. Yk €N,

k+a
pl0<X —k<a] =plk<X<k+a] :/ Ae~rdr = e M (1 —e™29)
k

Or, on a I'union disjointe (sur k£ € IN car X est a valeurs positives)

[0<X-[X]|<a]= || [IX|=k]n[0<X —k<a] = || [0<X —k<ad]

(puisque a € [0,1], on a 0 <x—k <a = |z ] =k par définition de |-|). Donc

Fy(a) - Fv(0) = p[0< X —|X |<a] = p( | | [0<X—k<a])
keN
[ union disjointe dénombrable ] = Z ]p[0<X —kga]
kelN

o0
= (1—e?9) Z (e_’\)k
k=0
1 —eHe
[ série géométrique ] = m

Evidemment, V' = X — | X | est a valeurs dans [0, 1] car par définition,

VeeR, |z|/<z<|z]/+1 dou 0<z—|z]<]1



Donc Ip[V < 0] =0. On vérifie de plus que, puisque X est a densité et IN est de mesure de Lebesgue
nulle dans R, p[V =0] = p[X =X ]] = p[X € N] = 0. Donc

Fy(0) = p[V<0] = p([V<0U[V=0])=p[V<0+pV=0 =0
Ainsi, la fonction de répartition de V' est

1 _e—)\a
VaeR, Fy(a)= 1_—8_,\1[0,1](a)+ﬂ]1,+oo[(a)

qui est continue (I'y (1) =1) et dérivable presque partout. Donc V' est une variable aléatoire de densité

pv(:L‘) = 1_)\6—,\ e Il[071](’I)

puisque [Fy/(a) est une primitive généralisée de cette fonction.
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Figure 1. Loide V pour A=0.5,1,2

La loi conjointe du couple (G, V') se factorise en produit des lois de G et V' :

VkeN,Vae[0,1], p[(G,V)e{k}x[0,a]] = p([|X]=k]N[0<X —|X|<a])
= p([[X]=k]N[0<X —k<a])

[0<a<1] = p[0<X —k<a]
[ calcul précédent ] = e Mk (1 — e_)‘m)
= e M(1—-e) Azt e
1—e?
= ]p[G:k] -p[O<V<a]
[ définition de la loi produit ] = (]pG ® ]pv)({k‘} X [0, a[)

et évidemment ]p[(G, V)eax [O,a[] =0= (pg@]pv)(@ X [O,a[). Donc p(g,v) et pg ® pv coincident

sur la classe C = {{k} X [O’Q[}keN,ae[o,l] U {@ X [O’a[}ae[o,l]
engendre P(IN) ® B([0, 1]), tibu de définition de p(c,v), car {[0,a[}ac[o,1) engendre B([0,1]). Donc par
la théoreme d’unicité des mesures de probabilités, p(a,v)=pae ® pv. Donc

qui est stable par intersection finie et qui

G et V sont indépendantes




On peut montrer que 'espérence se factorise, avec les mémes idées : V f1, fo € M(R,R4),

E(p(G) ¢(V))
théoréme de transfert, loi de X a densité}

f=(fiom1)-(faoma)

[ZkelN Lioj=k= ]11R+(x)]

[ interversion 3~ < [, positif |

r+k—x et Lac+kj:k]

< |z =0

[ 2x théoréme de transfert ]

Donc G et V sont indépendantes.

E(e(|X]) ¢(X —[X]))

= [ el ot~ Lehre 1 (@) o
SAOSEE k)so 2)) (e~ |2]) Ae 7 da

keN
> /]lm re(k) oz —k) Ae™ o dx
kelN
> go(k:)e_)‘k/IleJ_kqb(x—k))\e_Mx_k)dx

keN

—)\k/ ¢
kelN
—Ax

> Pl e (1 e / o) T g

keN

> e plG=H)- [ 6(a) py() s

kelN
E(f1(G))-E(f(V))

—)\:r dx




