
Loi géométrique $ Loi exponentielle

Soient X Exp (�) une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre �, ainsi que la variable
aléatoire G := bX c, partie entière de X . Puisque X est de densité x 7!� e¡�x1R+(x), on a 8k 2N,

p
�
k6X <k+1

�
=

Z
k

k+1

� e¡�x dx =
h
¡e¡�x

������
k

k+1
= e¡�k (1¡ e¡�)

donc par dé�nition de G= bX c, on a
�
G= k

�
=
�
k6X <k+1

�
, et alors G suit la loi discrète :

8k 2N; pG(k) = p
�
G= k

�
= e¡�k (1¡ e¡�)

On reconnait une loi géométrique de paramètre 1¡ e¡�, donc G= bX c Géom
¡
p=1¡ e¡�

�
.

Conséquence :

Si l'on dispose d'une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre �, on peut générer une variable
aléatoire géométrique (sur N) de paramètre de succès p 2 ]0; 1] si l'on prend �=¡ln(1¡ p). En
particulier, si U Unif (0; 1), alors

G =

�
ln(U )

ln(1¡ p)

�
 Géom(p)

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

On cherche à déterminer la loi de V :=X ¡bX c , avec toujours X Exp(�). Soit a2 [0; 1[. 8k 2N,

p
�
0<X ¡ k6 a

�
= p

�
k <X 6 k+ a

�
=

Z
k

k+a

� e¡�a dx = e¡�k (1¡ e¡�a)

Or, on a l'union disjointe (sur k 2N car X est à valeurs positives)�
0<X¡bXc6 a

�
=

G
k2N

�
bX c= k

�
\
�
0<X ¡ k6 a

�
=

G
k2N

�
0<X ¡ k6 a

�
(puisque a2 [0; 1[, on a 0<x¡k6 a ) bxc= k par dé�nition de b�c). Donc

FV (a)¡FV (0) = p
�
0<X¡bX c6 a

�
= p

� G
k2N

�
0<X ¡ k6 a

��
[ union disjointe dénombrable ] =

X
k2N

p
�
0<X ¡ k6 a

�
= (1¡ e¡�a)

X
k=0

1 ¡
e¡�

�k
[ série géométrique ] =

1¡ e¡�a
1¡ e¡�

Évidemment, V =X ¡bX c est à valeurs dans [0; 1[ car par dé�nition,

8x2R; bxc6x< bxc+1 d'où 06x¡bxc< 1
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Donc p
�
V < 0

�
= 0. On véri�e de plus que, puisque X est à densité et N est de mesure de Lebesgue

nulle dans R, p[V =0] = p
�
X = bX c

�
= p[X 2N] = 0. Donc

FV (0) = p[V 6 0] = p
¡
[V < 0]t [V =0]

�
= p[V < 0]+p[V =0] = 0

Ainsi, la fonction de répartition de V est

8a2R; FV (a) =
1¡ e¡�a
1¡ e¡�

1[0;1](a)+1]1;+1[(a)

qui est continue (FV (1)= 1) et dérivable presque partout. Donc V est une variable aléatoire de densité

�V (x) =
�

1¡ e¡�
e¡�x1[0;1](x)

puisque FV (a) est une primitive généralisée de cette fonction.

Figure 1. Loi de V pour �= 0.5; 1; 2

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

La loi conjointe du couple (G;V ) se factorise en produit des lois de G et V :

8k 2N;8a2 [0; 1]; p
�
(G;V )2fkg� [0; a[

�
= p

¡�
bX c= k

�
\
�
06X ¡bXc<a

��
= p

¡�
bX c= k

�
\
�
06X ¡ k <a

��
[ 06 a6 1 ] = p

�
06X ¡ k <a

�
[ calcul précédent ] = e¡�k (1¡ e¡�x)

= e¡�k (1¡ e¡�) � 1¡ e
¡�x

1¡ e¡�

= p
�
G= k

�
�p

�
06V <a

�
[ dé�nition de la loi produit ] =

¡
pG
pV

�¡
fkg� [0; a[

�
et évidemment p

�
(G;V )2?� [0;a[

�
=0=

¡
pG
pV

�¡
?� [0;a[

�
. Donc p(G;V ) et pG
pV coïncident

sur la classe C=
�
fkg� [0; a[

	
k2N;a2[0;1][

�
?� [0; a[

	
a2[0;1] qui est stable par intersection �nie et qui

engendre P(N)
B([0;1]), tibu de dé�nition de p(G;V ), car f[0; a[ga2[0;1] engendre B([0;1]). Donc par
la théorème d'unicité des mesures de probabilités, p(G;V )=pG
pV . Donc

G et V sont indépendantes
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On peut montrer que l'espérence se factorise, avec les mêmes idées : 8f1; f22M(R;R+),

E
¡
'(G) �(V )

�
= E

¡
'(bXc) � �(X ¡bX c)

�h
théorème de transfert, loi de X à densité

f =(f1 ��1) � (f2 ��2)

i
=

Z
R

'(bxc) �(x¡bxc)� e¡�x1R+(x) dx

�P
k2N

1bxc=k=1R+
(x)

�
=

Z
R

�X
k2N

1bxc=k
�
'(bxc) �(x¡bxc)� e¡�x dx

[ interversion
P
$

R
, positif ] =

X
k2N

Z
R

1bxc=k'(k) �(x¡ k)� e¡�x dx

=
X
k2N

'(k) e¡�k
Z
R

1bxc=k�(x¡ k)� e¡�(x¡k) dx

�
x+ k!x et bx+ kc= k

,bxc=0

�
=

X
k2N

'(k) e¡�k
Z
0

1

�(x)� e¡�x dx

=
X
k2N

'(k) e¡�k (1¡ e¡�)
Z
0

1

�(x)
� e¡�x

1¡ e¡� dx

=
X
k2N

'(k)p[G= k] �
Z
0

1

�(x) �V (x) dx

[ 2� théorème de transfert ] = E
¡
f1(G)

�
�E

¡
f2(V )

�
Donc G et V sont indépendantes.
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