
Lemme de Slutsky

Soient (Xn)n2N et (An)n2N des suites de variables aléatoirs réelles telles que

Xn
n!1

X et An !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !p

n!1 a1

avec a2R, et sans aucune hypothèse d'indépendance. Alors le couple converge en loi :

(Xn;An)
n!1

(X ; a1)

Démonstration :

On veut montrer qu'il y a convergence des fonctions caractéristiques �(Xn;An) vers �(X ;a1).
Soit "> 0. 8n2N, 8u; v 2R, on a

j�(Xn;An)(u; v)¡�(X ;a1)(u; v)j =
����E¡

ei(uXn+vAn)¡ ei(uX+va1)
�����

=
����E¡

eiuXn eivAn¡ eiuX eiav
�����

[ ¡+eiuXn eiav ] =
����E¡

eiuXn (eivAn¡ eiav)
�
+ E

¡
eiuXn¡ eiuX

�
eiav

����
[ inég. triangulaire et intégrale ] 6 E(jeiuXnj) �E(jeivAn¡ eiavj) + jE(eiuXn¡ eiuX)j � jeiavj

[ jei�j6 1, E(1)= 1 ] 6 E(jeivAn¡ eiavj) + jE(eiuXn¡ eiuX)j
Or, en regardant sur [jAn¡ aj>"], on a par inégalité triangulaire et par inégalité des accroissements �nis����eiAnv¡ eiav

���� = 1[jAn¡aj>"]
����eiAnv¡ eiav

���� + 1[jAn¡aj6"]
����eiAnv¡ eiav

����
[ jei�j6 1 et j@ei�j= ji ei�j=1 ] 6 1[jAn¡aj>"] � 2 + 1[jAn¡aj6"] � 1 � jAn v¡ a v j

6 1[jAn¡aj>"] � 2 + " jv j
donc, par convergence en loi de (Xn)n vers X et en probabilité de (An)n vers a,

j�(Xn;An)(u; v)¡�(X ;a1)(u; v)j 6 E(1[jAn¡aj>"] � 2 + " jv j1) + jE(eiuXn¡ eiuX)j
= 2 �p[jAn¡ aj> "] + " jv j + j�Xn

(u)¡�X(u)j !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1 0+ " jv j+0

et ce 8"> 0. Donc �(Xn;An) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !
n!1 �(X ;a1), donc par le théorème de Levy, on a (Xn;An) n!1

(X ; a 1).

1


