Lemme de Slutsky

Soient (X,,)nen et (An)nen des suites de variables aléatoirs réelles telles que

X, wnns X et A, —2 5 al
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avec a € IR, et sans aucune hypothése d'indépendance. Alors le couple converge en loi :

(X, Ap) s (X al)
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Démonstration :

On veut montrer qu'il y a convergence des fonctions caractéristiques ®(x, a,) vers ®(x 41).
Soite >0. VneN, Yu,v€LR, on a
}E(ei(uX,,l,—i-vA") _ ei(uX+Ua1))|
}E(eiuX" eivA,,L _ eiuX eiav)'
[ __;'_eiuX" eiav ] — }E(eiuX" (eivA,,I, _ eiav)) + E(eiuX" _ eiuX) eiav}
[ inég. triangu'laire et intégrale ] E(’emj”‘) 'E(’eiUA” - eifw)’() + ’Eg{ei“X” —eluX)| . |elav|
[l <1, E(1)=1] E(le 4 —ee?|) 4+ |E(e™*r —e'™?))|
Or, en regardant sur [|A,, —a| > €], on a par inégalité triangulaire et par inégalité des accroissements finis
. e = Lja,a>a|e? =] + Ty, ajca et — e
[le"|<Tet|de|=lie|=1] < Lja,—aj>e2 + Lja,—aj<e-1-[Anv—av]
< 1]-[|An—a|>6] 2+ € ‘,U|

|®(x,,a,)(u,v) = P(x,a1)(u,v)| =

<
<

elA"v

iav

donc, par convergence en loi de (X,,),, vers X et en probabilité de (A,,), vers a,

)n
@ (x,,4,)(1,0) = Px a1)(w,0)] < BE(lja,—azq -2+ elv|1) + [E(Xr —e™X)]
= 2-pllA,—a|>€] + ev] + |Px,(u) —Px(u)] ——= O0+¢|v|+0
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et ce Ve > 0. Donc ®(x,,a,) ——= P(x,a1), donc par le théoréme de Levy, on a (X,,, A,) e (X,al).
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