
Variables aléatoires

1. Dé�nitions et notations
Une variable aléatoire à valeurs dans un espace mesurable (E; E) est une application mesurable

X : 
¡!E 2 M
¡
(
;A); (E; E)

�
Souvent en probabilités, on ne s'intéresse pas à l'espace de probabilité (
;A;p), mais plutôt aux propriétés
de variables aléatoires sur cet espace. On note 0 et 1 les variables déterministes constantes/! à 0 et 1.

La loi d'une variable aléatoire X à valeurs dans E est la mesure-image pX=X?p de p par X :

8X 2E ; pX(X) = p
¡
X (X)

�
= p[X 2X] = p

¡
f! 2
 : X(!)2Xg

�
pX(X) est la probabilité que la valeur de la variable aléatoire X tombe dans X lors d'une expérience
modélisé par l'espace (
;A;p). Ainsi (E; E ;pX) est un espace probabilisé, et on oublie souvent 
.

Si des variables aléatoiresX et Y ont la même loi pX=pY , elles sont dites identiquement distribuées,
et on écrit X!Y . En particulier, X =

p.s.
Y =) X!Y .

⚠ Ce n'est pas parce qu'elles ont la même loi qu'elles sont égales, ni même égales presque sûrement.

Si 8i2 J1; nK, Xi est une varibale aléatoire sur (Ei; Ei), on considère la variable aléatoire conjointe

X~ =(Xi)16i6n : 
 ¡! �i=1
n Ei

! 7¡!
¡
Xi(!)

�
16i6n

sur l'espace produit

 
�
i=1

n

Ei;
O
i=1

n

Ei

!
La loi de X~ , dite loi conjointe de (Xi)16i6n, est déterminée par sa valeur sur les pavés :

8(Xi)16i6n2�i=1
n Ei; pX~

¡�i=1
n

Xi

�
= p

¡T
i=1
n [Xi2Xi]

�
= p

�V
i=1
n Xi2Xi

�
par le théorème d'unicité des probabilités puisque la classe des pavés Pav

¡
(Ei)16i6n

�
est stable par

intersection �nie et engendre la tribu produit
N

i=1
n Ei.

! Lorsque X est à valeurs dans (R;B(R)), on dit que X est une variable aléatoire réelle (V.A.R.).
Lorsque X~ est à valeurs dans (Rd;B(Rd)), on parle de vecteur aléatoire (réel) et on considère ses
composantes (Xi)16i6d.

La somme, le produit, le quotient (lorsque dé�nit) de deux V.A.R. est une V.A.R., le supremum et l'in�mum,
la limite inférieur/supérieure, la limite (lorsqu'elle existe) d'une suite de V.A.R. est une V.A.R., et une fonction
indicatrice est une V.A.R.

! Lorsque E est dénombrable et E = }(E), on dit que X est une variable aléatoire discrète. Et alors

pX =
X
x2E

px �x avec 8x2E; px := p[X =x] = p
¡
X (fxg)

�
[comme pour les probablités sur 
 dénombrable], la famille (px)x2E2 [0;1]E étant sommable de somme :X

x2E
px = 1

Lorsque px=/ 0, alors pX(x)= px=/ 0, c'est à dire que x est un atome de la loi de X .

On étend cette notion aux variables aléatoires telles que l'image X(
) est dénombrable, même si E ne
l'est pas : il su�t de se ramener à E=X(
) en retreignant à X : 
¡!X(
). En résumé,

8A�X(
); p[X 2A] =
X
a2A

p[X = a]
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! Lorsque X est à valeurs dans (Rd;B(Rd)) et que sa loi pX est une mesure absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue �, c'est à dire que

8X 2E ; �(X)= 0 =) pX(X)= 0

on dit que X est une variable aléatoire à densité. En particulier, pX ne possède pas d'atomes : elle est
di�use. Par la théorème de Radon-Nikodym, 9!�-pp �X : Rd¡!R+ 2M(Rd) borélienne telle que

8B 2B(Rd); pX(B) = p[X 2B] =
Z
B

�X d� =

Z
B

�X(x) dx

On appelle cette fonction �= �X =
dpX
d�

, unique à �-pp près, la densité de X . Elle caractérise X . Par
extension, on parle de densité de la loi de X. Puisque pX(Rd)= 1, on a la normalisationZ

Rd

� d� = 1

En dimension 1 (X V.A.R.), 8a6 b2R,

p
�
X 2 [a; b]

�
= p

�
a6X 6 b

�
=

Z
a

b

�X(x) dx

2. Espérance et moments d'un variable aléatoire réelle
Soit X : 
¡!R une variable aléatoire réelle (donc borélienne). On note son espérance

E(X) :=

Z



X dp =

Z



X(!) dp(!)

qui est bien dé�nie lorsque X > 0 positive ou lorsque X est intégrable (ou d'espérance �nie) :
kXk1=E(jX j)=

R
jX j dp<+1, c'est à dire X 2ℒ1((
;A;p);R).

Lorsque X est à valeurs complexes ou que X est un vecteur aléatoire, on généralise l'espérance et les
espaces ℒp de manière usuelle, en particulier E((Xi)16i6d)= (E(Xi))16i6d.

Puisque l'espérance est simplement l'intégrale de X contre la mesure p, on a

� par dé�nition, 8A2A; E(1A)=p(A)

� linéarité de l'espérance : E(�X +Y ) = �E(X) +E(Y ) pour � 2R (ou R+) et X,Y V.A.R.
intégrables (ou positives)

� positivité de l'espérance : si X > 0, E(X)> 0 et alors E(X)= 0 =) X =
p.s.
0

� intégrale d'une constante : si a2R et X =
p.s.

a1, on a E(X)= a, car E(1)= 1.

� inégalité triangulaire : jE(X)j6E(jX j) si X intégrable

� intégrabilité contre une mesure de probabilité : si 9c> 0 : jX j 6
p.s.

c, alors X est intégrable

� tous les théorèmes généraux sur des suites (Xn) de V.A.R. sur 
 :

� convergence monotone : si Xn> 0 suite croissante, E(Xn) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%
n!1 E

�
lim
n!1

Xn

�
� inégalité de Fatou : si Xn> 0, E

�
lim inf
n!1

Xn

�
6 lim inf

n!1
E(Xn)
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� convergence dominée : si 9Z 2ℒ1 : 8n; jXnj6Z et Xn !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !p.s.

n!1 X,

lim
n!1

E(Xn)=E
�

lim
n!1

Xn

�
(en particulier lorsque les Xn sont unif. bornées)

� inégalité de Hölder : E(jXY j) 6 E
¡
jX jp

� /1 p �E¡jY jq� /1 q pour 16 p; q6+1 si 1
p
+
1

q
=1

� inégalité de Cauchy-Schwarz : E(jXY j)2 6 E
¡
X2
�
�E
¡
Y 2
�

et en particulier, E(jX j)2 6 E
¡
X2
�

� inégalité de Jensen : si f : I!R est une fonction convexe sur un intervalle I �X(
)
alors f

¡
E(X)

�
6E

¡
f(X)

�
On dit que X possède un moment d'ordre p si X 2ℒp((
;A;p);R), c'est à dire E(jX jp)<+1.

3. Fonction de variable alétoire et Théorème de transfert

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans (E;E) et f :E¡!R 2M
¡
(E;E);R

�
(ou C, ou Rd) une

fonction borélienne. Alors si f > 0 positive ou si f(X) intégrable (E(jf(X)j)<+1), on a

E
¡
f(X)

�
=

Z



f(X(!)) dp(!) =

Z
E

f dpX =

Z
E

f(x) dpX(x) avec f(X) := f �X

Rappel : f(X) est bien une variable aléatoire réelle par composition d'une borélienne avec une mesurable. Ce théorème est
une propriété générale d'une mesure-image : �$X, E$
, (F ;B)$ (E;E), �$p, �?�$X?p=pX,

R
E
d�$E. On

redémontre ce fait dans le cas des variables aléatoires réelles discrètes et continues :

Dans le cas où X est une variable aléatoire réelle (et donc f : R¡!R borélienne) (ou dans C ou Rd) :

↳ Lorsque X est une V.A.R. à densité �X : R¡!R+, on a

f(X) intégrable () f � �X 2ℒ1(R) Lebesgue-intégrable, et alors, ou si f > 0,

E
¡
f(X)

�
=

Z
R

f � �X d� =

Z
R

f(x) �X(x) dx

En particulier, X intégrable , x 7!x �X(x)2ℒ1(R), et alors E(X)=

Z
R

x �X(x) dx.

Si f =1B avec B 2B(R), on a f(X)=1B �X =1X (B) donc on a bien

E
¡
f(X)

�
=
def.

Z



f(X) dp=

Z



1X (B) dp =
def.

p[X 2B] =
à densité

Radon-Nikodym

Z
B

�X d�=

Z
R

1B � �X d�

Donc par linéarité de cette formule, le théorème est vrai pour toute fonction étagée positive. Maintenant, soit
f 2M(R;R+) une fonction borélienne positive. Par le théorème d'approximation, soit (fn)n2N

2 (Étag+)%N suite
croissante de fonctions étagées positives telle que fn !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%

n!1 f . Alors par convergence monotone �2,

E(f(X))                                                  %
n!1 E

¡
fn(X)

�
=

vrai pour

Étag+

Z
R

fn � �X d� !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%
n!1

Z
R

f � �X d�

puisque (fn � �X)n2N
est une suite croissante de fonctions boréliennes positives telle que fn � �X !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !%

n!1 f � �X
car �X> 0 constante/n. Donc E(f(X))=

R
R
f � �X d� pour f 2M(R;R+).

Maintenant, soit f 2M(R;R) borélienne quelconque. Par le point précédent, on a

f(X) p-intégrable () E(jf(X)j)=
Z
R

jf j � �X d� <+1 () f � �X �-intégrable

et alors en décomposant en partie positive/négative f = f+¡ f¡ comme en général, on obtient le résultat.
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↳ Lorsque X est une V.A.R. discrète de loi pX=
P

k2N pk �xk déterminée par
¡
pk=p[X = xk]

�
k2N

f(X) intégrable ()
¡
jf(xk)j pk

�
k2N sommable, et alors

E
¡
f(X)

�
=
X
k2N

f(xk) pk =
X
k2N

f(x)pfX =xkg

En particulier, X intégrable ,
¡
jxkj pk

�
k2N sommable, et alors E(X)=

X
k2N

xk pk.

Si f =1B avec B 2B(R), on a comme précédemment

E
¡
f(X)

�
=
def.

Z



1X (B)dp =
def.

p[X 2B] =
loi

discrète

X
k2N

pk �xk(B) =
def. X

k2N

1B(xk) pk =
Z
E

1B(x)p[X=x] d�c(x)

si on pose E =X(
) et �c la mesure de comptage sur N. Alors, comme précédemment, par linéarité de cette
formule puis approximation par des fonctions étagées et convergence monotone, 8f 2M(R;R+),

E
¡
f(X)

�
=

Z
E

f(x)p[X =x] d�c(x) =
X
k2N

f(xk) pk

Maintenant, soit f 2M(R;R) borélienne quelconque. Par le point précédent, on a

f(X) intégrable () E(jf(X)j)=
X
k2N

jf(xk)j pk <+1 ()
¡
jf(xk)j pk

�
k2N

sommable

et alors en décomposant en partie positive/négative f = f+¡ f¡ comme précédemment, on obtient le résultat.

Méthode de la fonction muette : (réciproque du théorème de transfert)

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans (E; E) et � une mesure sur (E; E). Alors si la formule de
transfert est véri�ée avec l'intégrale contre � pour une classe su�semment générale de fonctions f , par
exemple les fonctions boréliennes positives M(E;R+) :=M((E; E);R+), alors on la loi de X est � :�

8f 2M(E;R+); E
¡
f(X)

�
=

Z
E

f d�

�
=) pX= �

Dans le cas particulier où X est une V.A.R. à densité, si � : R¡!R+ est une fonction borélienne,�
8f 2M(E;R+); E

¡
f(X)

�
=

Z
R

f � � d�
�

=) �X =
�-pp

�

Dans le cas particulier où X est une V.A.R. discrète dans fxkgk2N, si fpkgk2N2R+
N,�

8f 2M(E;R+); E
¡
f(X)

�
=
X
k2N

f(xk) pk

�
=) pX=

X
k2N

pk �xk

Lorsque l'on test contre les fonctions mesurables positives, il su�t simplement de prendre, 8X 2E , f =1X, et

pX(X) = p[X 2X] =
Z



1X (X) dp =

Z



1X �X dp = E
¡
1X(X)

�
=

Z
E

1X d�= �(X)

donc pX= �. De même pour les cas particuliers des V.A.R.

) Cette méthode est utile pour construire une intuition de l'in�uence des paramètres de loi, ainsi que pour
identi�er la loi/densité d'une transformée f(X) d'une variable aléatoire en utilisant tout la puissance des
changements de variables, ou encore pour déterminer la loi/densité d'une variable aléatoire à partir de p.
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