Variables aléatoires

1. Deéfinitions et notations

Une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E,£) est une application mesurable
X:Q—E €M((QA4),(EZ))

Souvent en probabilités, on ne s'intéresse pas a I'espace de probabilité (€2,.4,p), mais plutdt aux propriétés

de variables aléatoires sur cet espace. On note 0 et 1 les variables déterministes constantes/w a 0 et 1.

La loi d’une variable aléatoire X i valeurs dans E est la mesure-image px = X,p de p par X :
VX €€, px(X) =p(XT(X)) =p[XeX] =p({wecQ: X(w)e X})
Px(X) est la probabilité que la valeur de la variable aléatoire X tombe dans X lors d'une expérience

modélisé par I'espace (£2,.4,p). Ainsi (E, &, px) est un espace probabilisé, et on oublie souvent €.

Si des variables aléatoires X et Y ont la méme loi px =y, elles sont dites identiquement distribuées,
L. .. p.s.

et on écrit X «~ Y. En particulier, X =Y — X «wY.

A Ce n'est pas parce qu'elles ont la méme loi qu'elles sont égales, ni méme égales presque slirement.

Si Vi€ [1,n], X; est une varibale aléatoire sur (E;, &;), on considére la variable aléatoire conjointe

—_—

X=Xiici<cn 1 @ — X1 & sur |'espace produit X E;, ® i
W — (Xi(w))1<i<n =1 i=1

La loi de )2 dite loi conjointe de (X;)1<;<n, est déterminée par sa valeur sur les pavés :
V(Xi)i1gi<n € X =1 i, Ip)z( X1 Xi) = Ip(ﬂ?:l [XiEXi]) = P[/\?ﬂXiGXi}

par le théoréme d’unicité des probabilités puisque la classe des pavés Pav((&)lgign) est stable par
intersection finie et engendre la tribu produit @, &:.

— Lorsque X est a valeurs dans (R, B(IR)), on dit que X est une variable aléatoire réelle (v.A.R.).

Lorsque X est a valeurs dans (R%, B(R%)), on parle de vecteur aléatoire (réel) et on considére ses
composantes (X;)1<i<d-

La somme, le produit, le quotient (lorsque définit) de deux V.A.R. est une V.A.R., le supremum et I'infimum,
la limite inférieur/supérieure, la limite (lorsqu’elle existe) d'une suite de V.A.R. est une V.A.R., et une fonction
indicatrice est une V.A.R.

— Lorsque E est dénombrable et £ = p(F), on dit que X est une variable aléatoire discréte. Et alors

pPx = Z Pz0, avec Vrxe€E, p,:=p[X=x] = Ip(X*({.x}))
reFl

[comme pour les probablités sur ) dénombrable], la famille (p.)zer € [0, 1]F étant sommable de somme :
> pe=1

Lorsque p, # 0, alors px(x) =p, #0, c'est a dire que x est un atome de la loi de X.

On étend cette notion aux variables aléatoires telles que I'image X (€2) est dénombrable, méme si E ne
I'est pas : il suffit de se ramener 3 E= X (Q) en retreignant 3 X : Q — X (). En résumé,

VAC X(Q), p[XeAd] = Z p[X =a]
acA



— Lorsque X est a valeurs dans (R%,B(IRY)) et que sa loi px est une mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue )\, c'est a dire que

VX€EE, MX)=0 = px(X)=0

on dit que X est une variable aléatoire a densité. En particulier, px ne posséde pas d'atomes : elle est
diffuse. Par la théoréme de Radon-Nikodym, 3! pp px : R —s Ry € M(Rd) borélienne telle que

VBeB(RY, px(B)=p[XecB] :[Bpx d\ = /‘/)X(,'I,'> dz

JB

dpx
. dx
extension, on parle de densité de la loi de X . Puisque pX(]Rd) =1, on a la normalisation

/ pd\ =1
Rd

b
p| X ela.b]] = pla< X <b] = / px(x)dz

On appelle cette fonction p=px = unique a A-pp pres, la densité de X . Elle caractérise X. Par

En dimension 1 (X v.AR.), Va<beR,

2. Espérance et moments d’'un variable aléatoire réelle

Soit X : 2 — IR une variable aléatoire réelle (donc borélienne). On note son espérance

B(X) = [ Xdp — [ X(w)dple)

qui est bien définie lorsque X > 0 positive ou lorsque X est intégrable (ou d'espérance finie) :

X 1=E(X]|)=[|X]|dp<+o0, cest a dire X € Z((Q2, A, p),R).

Lorsque X est a valeurs complexes ou que X est un vecteur aléatoire, on généralise |'espérance et les
espaces £ de maniére usuelle, en particulier E((X;)1<i<a) = (E(X)))1<i<d-
Puisque I'espérance est simplement |'intégrale de X contre la mesure p, on a

e par définition, VA€ A, E(14) =p(A4)

e linéarité de l'espérance : E(a X +Y)=aE(X)+ E(Y) pour « € R (ou Ry) et XY V.AR.
intégrables (ou positives)

e positivité de I'espérance : si X >0, E(X) >0 et alors E(X)=0 = X =0

e intégrale d’une constante :siacRet X = al, on a E(X)=a, car E(1)=1.

e inégalité triangulaire : |E(X)|<E(|X|) si X intégrable

e intégrabilité contre une mesure de probabilité : si 3¢ >0 : | X| pg c, alors X est intégrable
e tous les théorémes généraux sur des suites (X,,) de V.A.R. sur §) :

e convergence monotone : si X, > 0 suite croissante, [E(X,) AN ( lim Xn>

n— oo n— oo

e inégalité de Fatou : si X, >0, ]E(lim iann) < liminf E(X,,)

n— oo n— oo



e convergence dominée : si 3Z € L' : Vn, | X,|<Z et X, —> X,
lim E(Xn) = E( lim Xn> (en particulier lorsque les X, sont unif. bornées)

o inégalite de Holder : E(XY) < E(IX ") E(|Y[7)" pour 1<p,q<+oosilsl

o inégalité de Cauchy-Schwarz : E(|XY|)? < E(X?)-E(Y?)
et en particulier, E(]X|)? < E(X?)

e inégalité de Jensen : si f: I— R est une fonction convexe sur un intervalle I D X ()

alors f(E(X))<E(f(X))

On dit que X posséde un moment d’ordre p si X € Z7((2, A,p),R), c'est a dire E(| X |P) < +oc0.

3. Fonction de variable alétoire et Théoréme de transfert

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,&) et f: E—R e M((E,€),R) (ou C, ou R%) une
fonction borélienne. Alors si f >0 positive ou si f(X) intégrable (E(|f(X)|) <+oc), on a

) = [ FX @) dnte) = [ fapx = [ (o) dpx(e) avec F(X)i=FoX

Rappel : f(X) est bien une variable aléatoire réelle par composition d'une borélienne avec une mesurable. Ce théoréme est
une propriété générale d'une mesure-image : ¢ X, E+Q, (F,B)+ (E,E), p+ b, ¢+ XiP=DPXx, fEdu<—> E. On
redémontre ce fait dans le cas des variables aléatoires réelles discrétes et continues :

Dans le cas ott X est une variable aléatoire réelle (et donc f: R — R borélienne) (ou dans C ou R9) :

5 Lorsque X est une V.A.R. a densité px : R— R4, on a
f(X) intégrable <= f-px € L (R) Lebesgue-intégrable, et alors, ousi f>0,

X)) = [ £opxdr = [ 1) px(o) s

En particulier, X intégrable & z+— z px(z) € Z1(R), et alors E(X) :/ z px(z) dz.
R

Si f=1pavec BEB(R), ona f(X)=1poX =1x-(p) donc on a bien
IE( def

Donc par linéarité de cette formule, Ie théoréme est vrai pour toute fonction étagée positive. Maintenant, soit

f € M(R,Ry) une fonction borélienne positive. Par le théoréme d'approximation, soit (f,,), _, € (Etag )™ suite

croissante de fonctions étagées positives telle que f, ',B/Lo? f. Alors par convergence monotone X2,

a densité

/f X)dp= [ 1x(pdp = p[XeB] "= /pdi— 1s- px dA
Q J B J R

Radon-Nikodym

E(f(X)) 2L E(f(X)) "2 [ 1o pxdh —Z— [ £ pxdi
R

n— oo o n— oo
Etag 4+ R

puisque (fn - px), ., est une suite croissante de fonctions boréliennes positives teIIe que fn-px f-px
car px >0 constante/n. Donc E(f(X))= [ f-px dA pour f € M(R, R,).

Maintenant, soit f € M(RR,R) borélienne quelconque. Par le point précédent, on a

n— oo

f(X) p-intégrable <= E(|f(X)|)= [ |f]-pxd\ <400 <= f-px Mintégrable
JR

et alors en décomposant en partie positive/négative f= f. — f_ comme en général, on obtient le résultat.



> Lorsque X est une V.A.R. discréte de loi ]pX:ZkE]Npk 0, déterminée par (pk:]p[X:xk])keN

f(X) intégrable < (|f(zs)| pk)ke]N sommable, et alors

IE(f(X)) = Z flxr) pe = Z f(x)p{X =z}

kelN keN

En particulier, X intégrable < (|xk|pk) sommable, et alors E(X) = Z Tk Pk

keN

Si f=1p avec BEB(R), on a comme précédemment

E(f(X)) def’/shzﬂx&(g)dlp o p[X € B] e Z Pk 0z, (B) o Z Ip(zk) pr = /];13(.’[7) p[X =z]duc(x)

discréte
keN keN

si on pose £ = X () et . la mesure de comptage sur N. Alors, comme précédemment, par linéarité de cette
formule puis approximation par des fonctions étagées et convergence monotone, Vf € M(R,R.),

E(f(X) = [ 1@ plX =aldn@) = Y Sl
JE kEN
Maintenant, soit f € M(RR,R) borélienne quelconque. Par le point précédent, on a
f(X) intégrable <<= E(|f(X)])= Z |f(zr)| ppr <400 <= (\f'(w;\q)\pkhex sommable

keN

et alors en décomposant en partie positive/négative f = f. — f_ comme précédemment, on obtient le résultat.

Méthode de la fonction muette : (réciproque du théoréme de transfert)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E, &) et p une mesure sur (E,E). Alors si la formule de
transfert est vérifiée avec |'intégrale contre p pour une classe suffisemment générale de fonctions f, par
exemple les fonctions boréliennes positives M(E,Ry):= M((E,E),Ry), alors on la loi de X est y :

(vremEr), B(7X0) = [fan) = px=u

Dans le cas particulier ou X est une V.A.R. a densité, si p: R — IRy est une fonction borélienne,

A-pp

(vremE Ry, BUE0) = [10a0) = px 2
Dans le cas particulier ot X est une v.A.R. discréte dans {xk }ren, si {Pk }keN GIRE,

(erME,m), E(f(X)) = flaw) pk) — px=Y el
keN kelN
Lorsque I'on test contre les fonctions mesurables positives, il suffit simplement de prendre, VX € &, f=1x, et

px(X) = p[X €X] = [ Lx(x)dp —/]londe = E(1x(X)) _/]lx dp = p(X)
JQ JQ JE

donc px = p. De méme pour les cas particuliers des v.A.R.

= Cette méthode est utile pour construire une intuition de I'influence des paramétres de loi, ainsi que pour
identifier la loi/densité d'une transformée f(X) d'une variable aléatoire en utilisant tout la puissance des
changements de variables, ou encore pour déterminer la loi/densité d'une variable aléatoire a partir de p.
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