
Canaux quantiques et théorème de Choi-Kraus
Quelques bases du formalisme de la théorie quantique de l'information

Résumé

Après avoir présenté les postulats de la mécanique quantique ainsi que les bases du formalisme tensoriel,
on introduit la notion de canal quantique en dimension �nie, et on justi�e, par le théorème de décom-
position de Choi-Kraus, le choix de l'identi�er aux transformations complètement positives préservant
la trace . On prend soin de développer les détails mathématiques. Regardant les postulats, quelques
intuitions et justi�cations sont données.

1. Contexte et postulats

Parmi toutes les bizarreries de la physique quantique, la plus déroutante est sans doute le comportement de
ce que l'on appelle information. Si l'étude de l'information quantique n'est qu'une façon de voir la physique
quantique, elle touche aussi bien les fondamentaux de la mécanique quantique et de ses interprétations
(rôle de la mesure, théorie de la décohérence, déterminisme et causalité) que les applications pratiques
(communication et informatique quantique). Ce sont des domaines en pleine e�ervescence.

On ne discutera ici que d'un bout du formalisme mathématique de la théorique quantique de l'information,
à savoir les canaux quantiques de dimension �nie et leur couplage (formalisé grâce à l'algèbre tensorielle),
les opérateurs complètements positifs, et le théorème de représentation de Choi-Kraus. Ce mémoire
se base sur les notes du cours Intrication et Non-localité de Vern Paulsen [PM990, 2016].

Posons tout de suite les bases en formulant les postulats de la mécanique quantique :

1.1. Postulats de la mécanique quantique : états et mesure

On rappelle les postulats de la mécanique quantique (dans l'interprétation de Born) puis on donne les
postulats dans leur forme plus générale, c'est à dire en prenant en compte les mélanges statistiques d'états
et l'évolution non unitaire. Pour une justi�cation et une discussion de ces postulats, on renvoie à tout
manuel de mécanique quantique adoptant ce système de postulats, par exemple [Bellac, ch. 4 et � 11.4.7]
ou [Aslangul, ch. 12].

Axiome. Un système quantique est représenté par un espace de Hilbert (H; h�j�i). L'état du système est
représenté par vecteur  2H unitaire : k k= h j i=1. Pour anticiper sur les mélanges statistiques, on
appelle un tel état un état pur. On note Hunit l'ensemble des vecteurs unitaires.

En mécanique quantique ondulatoire, H= L2(R3) muni du produit hermitien usuel, et  est appelé la
fonction d'onde du système étudié (par exemple une particule) : si l'on dispose d'un appareil mesurant la
position du système, la fonction x 7! j (x)j2 est la densité de probabilité d'observer le système en x. Il est
alors nécessaire d'imposer que h j i=

R
j j2=1 pour obtenir une densité de probabilité. On note que

comme la mécanique ondulatoire est linéaire (� principe de superposition �) et nécessitant C (équation
de Schrödinger et interférences), il est naturel de se placer dans un espace de Hilbert. Ici, comme souvent
en théorie quantique de l'information, on se limite à des espaces de dimension �nie.

1



Axiome. (Postulat historique de Born) Si � 2Hunit est un état pur, et si l'on dispose d'un appareil
e�ectuant une telle mesure, pour tout système représenté par un état pur  2Hunit, la probabilité de
mesurer le système dans l'état � est

p(  �) = jh�j ij2 (1)

et, immédiatement après l'observation, le système se trouve dans l'état mesuré �.

Si l'on reprend l'exemple de H=L2(R3) représentant une particule, ainsi qu'une boite B�R3 et de l'état

�=
1B

Volume(B) , l'appareil e�ectue la mesure de présence dans la boite, et p(  �) est la probabilité que

l'on observe l'état  dans la boite. Et immédiatement après cette observation, la particule est dans l'état
�, que l'on interprète usuellement par le fait que la particule est présente dans la boite avec une probabilité
uniforme. C'est ainsi que l'on nomme � réduction du paquet d'onde � le deuxième point1. Nous n'en
auront pas usage ici, mais il est mentionné car la résolution de ce problème est (pour simpli�er) une des
raisons d'être de la théorie de la décohérence. Une partie de la communauté cherche en e�et à modi�er
et démontrer cet axiome dans un cadre plus général.

Si la notion d'état pur est utile pour concevoir des sujets d'examen et idéaliser des situations, on ne sait
jamais en réalité dans quel état un système est. Pour deux raisons : il est rare de préparer ou de disposer
d'état purs, et les systèmes sont toujours en interaction avec un environnement que l'on ne maîtrise pas.
D'autant plus lorsqu'on fait une série de mesures : il est di�cile de préparer le système dans un même état
bien déterminé à chaque fois. Il est alors nécessaire de décrire de façon probabiliste (on dit statistique pour
di�érencier, à tort ou à raison, avec le processus de mesure, lui aussi probabiliste) l'état d'un système : on
parle de mélange d'états.

Commençons par une remarque : si l'on pose l'état  0=ei� (changement de phase globale), on obtient

p( 0 �)= jh�j 0ij2= jei�h�j ij2= jh�j ij2= p(  �)

et ce pour tout état �. Étant donné que seules les probabilités sont accessibles par l'expérience, on en
déduit que  0 représente le même état. Si l'on pose alors l'opérateur P =   �= j ih j, où  � := h j�i
est le dual hermitien de  , on remarque que P 0=  0  0�=ei� e¡i� �=   �=P : cet opérateur est
bien invariant par changement de phase globale. Et surtout, on retrouve p(  �) à partir de P :

tr(P�P )= tr(���   �)= tr( � ���  )= tr(h�j i h j�i)= h�j i h j�i= jh�j ij2= p(  �)

en utilisant l'identité de trace2. On n'a donc rien perdu au change en passant de  à P .

Véri�ons en�n quelques propriétés importantes de cet opérateur :

¡ P est hermitien (ou auto-adjoint) : P 
�=(  �)�=  ��  �=   �=P .

¡ P est positif : 8�2H; h�jP �i= h�j  � �i=


�j h j�i

�
= h j�i h�j i= jh j�ij2> 0

¡ P est de trace unité : tr(P )= tr(  �)= tr( �  )= h j i=1.

¡ P est un projecteur : P 
2=   �   �=  h j i  �=1   �=P .

1. Cette projection instantanée dé�e nos intuitions de continuité et est sujette à controverse depuis la naissance de la
mécanique quantique. La �réduction du paquet d'onde� (collapse) est toutefois nécessaire pour assurer la cohérence logique
de la théorie en l'état [Aslangul, � 12.1.4], et ses conséquences sont véri�ées par l'expérience (e�et Zénon quantique...)
2. On se permet quelques raccourcis dans les notations, en notant de manière multiplicative à la fois la composition d'opé-
rateurs et la multiplication scalaire. Si l'on veut être très explicite, on peut écrire que P =   �= h j�i  , puis

tr(P�P )= tr
¡
(h�j�i �) � (h j�i  )

�
= tr

¡

�jh j�i  

�
�
�
= tr

¡
h j�i h�j i �

�
= h�j i tr

¡
h j�i �

�
puis comme h j�i �=(� 7!��) � h j�i, on a par l'identité de trace en (�) :

tr
¡
h j�i �

�
= tr

¡
(� 7! ��) � h j�i

�
=
(�)

tr
¡
h j�i � (� 7!��)

�
= tr

¡
� 7! h j��i

�
= tr

¡
� 7!�h j�i

�
= h j�i

donc tr(P�P )= h�j i tr
¡
h j�i �

�
= h�j i h j�i= jh�j ij2. On se permettra ce genre de raccourcis dans la suite.
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On rappelle les caractérisations de la positivité [Conway, ch. VIII, th. 3.6 & 3.8] d'un opérateur hermitien
de la C*-algèbre L(H) :

A positif () 8x2H; hxjAxi> 0 (la forme hermitienne associée est positive)

() Spectre(A)�R+

() 9V 2L(H) : A=V �V
() 9W 2L(H) hermitien : A=W 2

équivalences prouvées par décomposition spectrale. On note L+(H) l'ensemble des opérateurs hermitiens
positifs sur H, et Ltr1+ (H)= fA2L+(H) : tr(A)= 1g ceux de trace unité.

Sautons sans plus attendre aux mélanges statistiques. Donnons nous une famille d'états associés à une
probabilité ( `; �`)16`6r2 (Hunit� [0; 1])r, telle que

P
` �`=1. On pose alors

P =
X
`

�`P ` =
X
`

�` ` `
� =

X
`

�`j `ih `j (2)

l'opérateur associé au mélange propre ( `; �`)`, somme pondérée de projecteurs, décrivant un système
qui est dans l'état  ` avec une probabilité �`. On véri�e alors que P est positif :

8�2H; h�jP�i =
�
�

��������X
`

�` ` `
� �
�
=
X
`

�` h�j ` `� �i =
X
`

�` jh `j�ij2
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz z}|{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ {>0

> 0

De même, puisque tr(P `) = tr( `  `�) = 1, cet opérateur est de trace tr(P ) = 1. En�n, la formule ci-
dessus tr(P�P )= p(  �) se généralise aux mélanges propres :

tr(P�P ) =
X
`

�` tr(P�P `) =
X
`

�` jh�j `ij2 =
X
`

�` p( ` �) (3)

ce qui est bien ce que l'on attendait : la probabilité p(P �) := tr(P�P ) d'observer le système dans l'état
pur � est la somme des p( ` �), pondérée par la probabilité �` que le système fut dans l'état  `.

On généralise ainsi les états purs aux mélanges d'états :

Axiome 1.

Un système quantique est représenté par un espace de Hilbert (H; h�j�i). L'état du système est représenté
par un opérateur statistique P 2Ltr1+ (H), c'est-à-dire hermitien positif de trace unité.

À un mélange propre
¡
 `; �`

�
16`6r2 (Hunit�R+)r où

P
` �`=1, on associe l'opérateur statistique

P =
X
`

�`P ` (4)

Un opérateur statistique est parfois appelé matrice de densité. Répétons-le : c'est un objet bien plus
général, et opérant en pratique3, que les rustiques vecteurs d'états  2Hunit. Rajoutons pour enfoncer le
clou que seul le formalisme de l'opérateur statistique est en mesure de décrire les états d'un sous-système
(en prenant la trace partielle sur le reste du système) [Laloe, 0.B.3], et c'est le seul formalisme satisfaisant
pour fonder proprement la physique statistique et l'entropie physique.

À noter que si les mélanges propres donnent naturellement un opérateur statistique, il n'y a, réciproque-
ment, aucune raison qu'un tel opérateur s'écrive sous la forme (2) dans une base ( i)i �xée ! C'est le cas
d'un mélange impropre, qui représente un sous-système couplé d'un système plus grand, par exemple un
système étudié, que l'on maîtrise, couplé avec son environnement, que l'on ne maîtrise pas. On détaillera

3. À peu près n'importe quel papier de physique atomique, d'informatique quantique ou de statistique quantique manupulant
des �ux ou des populations de particules/systèmes a recours à des calculs de matrices de densités.
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cette notion de couplage dans la suite. Toutefois, puisque P est hermitien, par le théorème spectral, il
existe une base orthonormale ('i)i dans laquelle sa matrice diag(�i)i soit diagonale, c'est-à-dire P =P
i�i'i'i

�=
P
i�ij iih ij. Alors, puisque tr(P )=1,

P
i�i=1. On garde toutefois à l'esprit que ('i; �i)i,

obtenu par diagonalisation, n'est pas un mélange propre en général au regard de la base ( i)i que l'on
s'était �xée4.

L'opérateur statistique associé à un état pur est un projecteur. De façon générale, on a

P 2=P () un seul �i est =/ 0 () 9i : �i=1 () 9 2H : P =   �

où les (�i)i sont les valeurs propres de P . On parle naturellement d'état pur (propre ou impropre). Au
contraire, lorsque P 2=/ P , plusieurs valeurs propres �i sont non nulles, et on parle de mélange statistique
(propre ou impropre). Au passage, si l'on dé�nit l'entropie de von Neumann par S =¡tr(P ln P ) =P
i
�i ln �i, un état pur est d'entropie nulle (S=1 ln 1=0) alors qu'un mélange statistique est d'entropie

non nulle (S > 0). Dans le cadre de la théorie de l'information, on dit qu'un mélange statistique contient
moins d'information qu'un état pur.

Retournons à nos mesures et généralisons le postulat de Born aux mélanges d'états :

Axiome. Si �2H est un vecteur d'état pur ( k�k= 1), et si l'on dispose d'un appareil e�ectuant une
telle mesure, pour tout système représenté par un mélange d'état P 2Ltr1+ (H), la probabilité de mesurer
le système dans l'état � est (toujours avec P� le projecteur sur �) :

p(P  �) = tr(P�P ) = tr
¡
j�ih�jP

�
(5)

et, immédiatement après l'observation, le système se trouve dans l'état mesuré �.

On remarque que puisque P�= P�
2= P� P�

�, on peut écrire p(P  �) = tr(P� P P��). De plus, l'état
après mesure est �, c'est-à-dire P� sous forme d'opérateur. Si l'on complète la famille (�) en une base
orthogonale, on a dans cette base mat(P�) =

�
1i;11j;1

�
i;j

et mat(P ) =
�
�i;j

�
i;j

et on remarque alors

que mat(P� PP��) =
�
�1;1 1i;1 1j;1

�
i;j
=mat(�1;1P�) et donc p(P  �) = tr(P�P P��) = �1;1. Donc,

immédiatement après mesure (et si p(P  �)=/ 0, sinon ça n'a pas d'intérêt), Ppost=P�=
P�PP�

�

tr(P�PP��)
.

Ce postulat n'est que temporaire, il ne sert qu'à introduire l'axiomatisation suivante d'une mesure, beau-
coup plus générale, que l'on peut déduire des remarques que l'on vient de faire :

Axiome 2. Une mesure d'un système quantique dont les issues sont indexées par k 2 J1;mK est repré-
sentée par une famille d'opérateurs linéaires, que l'on appelle un système de mesure,¡

Mk : Hs¡!Ho
�
16k6m2L(Hs;Ho)m

avec Hs l'espace des états avant la mesure (state space) et Ho l'espace des états après la mesure
(outcome space), tels que, pour un mélange d'état P 2Ltr1+ (Hs), la probabilité d'observer l'issue n°k
est donnée par

pk(P ) = tr
¡
MkPMk

�� avec
X
k=1

m

pk(P ) = 1 (6)

En particulier, si l'on a un état pur  2Hs, alors P = P et pk= tr
¡
MkP Mk

��= tr
¡
Mk  �Mk

��=
tr
¡
(Mk ) (Mk )

��= 
Mk jMk 
�
donc la probabilité d'observer l'issue n°k est :

pk= kMk k2 (7)

4. La base dans laquelle on travaille est �xée lorsque le dispositif expérimental est �xé. Néanmoins, en pratique (c'est-à-dire
en e�ectuant des mesures), il n'y a aucun moyen de savoir si le système étudié est un mélange propre ou un mélange impropre.
C'est surtout une di�érence conceptuelle, qui est pourtant fondamentale pour la théorie de la mesure [Bellac, p.393, p.429].
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Donnons tout de suite une condition plus pratique pour que le système de mesure dé�nisse bien une
probabilité : 8 2 (Hs)unit normalisé, on doit avoir

1 =
X
k=1

m

pk( ) =
X
k=1

m 

Mk jMk 

�
=
X
k=1

m 

 jMk

�Mk 
�
= h jM i avec M =

X
k=1

m

Mk
�Mk

M étant clairement hermitien, on peut le diagonaliser dans une base orthonormale ('i)i dans laquelle
mat(M) = diag(�i)i. Alors 8i, 1 = h'ijM'ii= h'ij�i 'ii= �i h'ij'ii= �i, donc mat(M) = 1, donc
M = 1 puisque l'identité commute avec les matrices de changement de base. Réciproquement, si l'on aP
k=1
m Mk

�Mk=1, alors 8P 2Ltr1+ (Hs),X
k=1

m

pk =
X
k=1

m

tr
¡
MkPMk

�� = X
k=1

m

tr
¡
Mk
�MkP

�
= tr

 X
k=1

m

Mk
�MkP

!
= tr(1P ) = tr(P ) = 1

Ainsi, ¡
Mk : Hs¡!Ho

�
16k6m système de mesure ()

X
k=1

m

Mk
�Mk = 1Hs (8)

La dé�nition d'un système de mesure que l'on a donnée est la plus générale ayant un sens (c'est-à-dire
dé�nissant une probabilité) dé�nie sur un tel ensemble d'issues5, tout du moins en dimension �nie.

Mais souvent, les systèmes de mesures étudiés sont des P.O.M.V. (pour positive-operator valued measure),
c'est-à-dire une famille (Fk)16k6m2L+(H) d'opérateurs positifs tels que

P
k=1
m Fk= 1, que l'on peut

alors décomposer (de façon non unique) en Fk=Mk
�Mk. Souvent même, dans les cours introductifs de

mécanique quantique, on étudie un seul opérateur hermitien A, alors appelé observable et diagonalisable,
et on énonce le postulat précédent en terme de spectre (réel) et de projection sur les espaces propres.

On peut regarder le cas particulier où système de mesure est l'observation d'états purs d'une base orthonor-
male ( i)16i6n, c'est-à-direMi= i i

�= j iih ij=Mi
�. La probabilité de mesurer le système (représenté

par le mélange d'état P 2Ltr1+ (Hs)) dans l'état  i est alors, grâce à la formule de la trace,

pi= tr
¡
 i i

�P i i
��= tr

¡
 i i

�P
�
= tr(P iP )= tr

¡
j iih ijP

�
(9)

ce qui est bien ce que l'on attendait (voir (5)).

En�n, on peut regarder le cas où P représente une mélange propre
¡
 `; �`

�
16`6r 2 (Hunit�R+)r : la

probabilité d'observer l'issue n°k est donnée par

pk = tr
¡
MkPMk

�� = tr
�
Mk

X
`

�`P `Mk
�
�
=
X
`

�` tr
¡
MkP `Mk

�� =(7)X
`

�` kMk `k2 (10)

qui est la somme pondérée par les coe�cients de mélange �` des probabilités (7) d'observer cette issue pour
l'état pur  `, résultat intuitif que l'on aurait pu utiliser pour déterminer la formule (6) générale [PM990,
th. 3.9]. On remarque ici que, si deux mélanges propres ( `; �`)`, ( `

0; �`
0)` ont le même opérateur P ,

puisque seules les probabilités pk(P ) sont accessibles par l'expérience, aucun système de mesure ne peut les
distinguer. On peut aisément trouver des mélanges propres distincts ayant le même opérateur statistique,
cela justi�e donc le formalisme de l'opérateur statistique. Même si il semble que l'on perd de l'information
en passant dans ce formalisme, il n'en est rien les quantités ( `; �`)` ont peu de sens physique, alors que
l'objet P contient toute l'information physique sur un système, et rien de plus.

5. Il est à noter que, dans ce texte, on se place dans la représentation de Schrödinger (traduction insatisfaisante de Schrödinger
picture) : cela signi�e que les opérateurs de mesure (dont les observables et les canaux quantiques) sont �xés, et ce sont les
vecteurs d'états (ou les mélanges statistiques) qui évoluent. Cela semble évident, mais dans la Heisenberg picture , les états
sont �xés et ce sont les opérateurs de mesure qui évoluent. Ce sont deux façons équivalentes de voir une évolution quantique.
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On énonce le postulat d'évolution de l'état après observation par le système de mesure :

Axiome 3. Immédiatement après l'observation de l'issue n°k, le système se trouve dans l'état

Ppost;k =
MkPMk

�

pk
=

MkPMk
�

tr
¡
MkPMk

�� 2Ltr1+ (Ho) (11)

On note que Ppost;k, qui n'est rien d'autre qu'une projection normalisée, est de trace tr(Ppost;k) = 1.
De plus, 8� 2H; h�jPpost;k �i= pk

¡1 ��Mk PMk
� �= pk

¡1 (Mk
� �)� PMk

� �= pk
¡1 h�0jP �0i> 0 avec

�0=Mk
� �, donc Ppost;k est encore positif. C'est donc bien un opérateur statistique.

Figure 1. Système de mesure et état individuel après observation de l'issue.

Mais quid du résultat d'une mesure lorsque l'on a pas accès à l'issue de l'observation ? Tout ce que l'on
peut dire, c'est que l'on a une probabilité pk que l'issue n°k ait été � observée �6. On a donc a�aire à un
mélange propre (Ppost;k; pk)16k6m, c'est-à-dire à l'opérateur statistique (cf. (4))

Ppost =
X
k=1

m

pkPpost;k =
X
k=1

m

pk
MkPMk

�

pk
=
X
k=1

m

MkPMk
� (12)

Puisque
P

k=1
m pk=1 et que Ppost;k2Ltr1+ (Ho), on a bien évidemment que Ppost2Ltr1+ (Ho).

Comme on le verra, toute évolution quantique, par exemple la transmission d'un photon dans une �bre
optique, peut être représenté (de façon non unique) comme un système de mesure, sans que l'on puisse
parler d'issue de mesure car on ne connaît pas l'état microscopique de la �bre optique après transmission.
La seule forme raisonnable de l'état après � mesure � est alors celle d'un mélange d'états.

Figure 2. Système de mesure et état individuel après mesure, d'issue inconnue, donnant un mélange d'états.

Une autre situation dans laquelle la forme (12) prend tout son sens est lorsque l'on regarde non pas un
état du système, mais un (grand) ensemble de réalisations de la mesure (par exemple lorsque l'on étudie

6. La formulation � que l'issue n°k ait été observée � peut être tout à fait remise en cause, surtout au vu du mélange
statistique que l'on obtient après. Si l'on a pas accès à l'observation, c'est-à-dire isolé du système de mesure, est-on en droit
de dire que l'� observation� a réellement eu lieu ? On pourrait très bien dire que le système de mesure est en superposition
d'état. On touche ici aux questions profondes, et ouvertes, d'interprétation de la mécanique quantique.
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une population de photons, d'atomes...). En e�et, même si la mesure sur chaque état individuel donne un
état de la forme Ppost;k, statistiquement, sur un grand nombre de réalisations, on obtient Ppost en moyenne.

Figure 3. Système de mesure et statistique sur un ensemble de réalisation de mesures donnant un mélange d'états.

1.2. Évolution et opérations quantiques

Le formalisme mathématique que l'on va maintenant présenter a pour but de décrire les systèmes quantiques
ouverts. Désormais standard en théorique quantique de l'information, il est principalement dû à Karl Kraus
[Kraus1983] et se base sur des travaux de Man-Duen Choi [Choi1975]. Parmi les di�érents formalismes
établis, il a l'avantage de ne nécessiter que les opérateurs statistiques pour décrire un système et son
évolution.

Mentionnons tout d'abord que, lorsque le système7 considéré est isolé (n'interagissant pas avant l'environ-
nement, en particulier en dehors de toute mesure), un état pur  évolue dans le temps selon l'équation de
Schrödinger :

i ~ @t (t)=H(t)  (t)

avec H(t) le hamiltonien du système, qui est un opérateur hermitien imposé par la physique du système.
Dans le cadre plus général des mélanges d'états, l'opérateur d'état t 7!P (t) obéit à [Bellac, p.393] :

i ~ @tP (t)=
�
P (t);H(t)

�
avec [�; �] le commutateur. Il est remarquable que l'on puisse réécrire cette évolution ainsi :

P (t)=UtP0Ut
¡1 avec Ut l'opérateur d'évolution de t0 à t

opérateur hermitien unitaire (véri�ant Ut
¡1=Ut

�) indépendant de l'état et véri�ant i ~ @tUt=H(t)Ut et
Ut=0=1. On parle alors d'évolution hamiltonienne, et plus généralement d'évolution unitaire.

Figure 4. Évolution hamiltonienne d'un paquet d'onde gaussien 1D.

Dans le cas particulier d'un état pur initial  0, on remarque que le système reste dans un état pur8 :

 (t)=Ut 0

7. Non relativiste

8. On dit alors qu'il n'y a pas décohérence de l'état

7



Mais lors d'une mesure, et plus généralement lorsque le système interagit avec son environnement (on parle
de système ouvert), l'évolution P!Ppost (11) n'est en général pas unitaire, et peut même nécessiter de
changer d'espace. Si l'on veut généraliser l'évolution des états d'un système ouvert, on postule que :

Axiome 4. Toute évolution d'un système quantique est représentée par un opérateur linéaire

� : L(Hs)¡!L(Ho)

tel que tout opérateur statistique de Hs est envoyé sur un opérateur statistique de Ho :

8P 2Ltr1+ (Hs); �(P )2Ltr1+ (Ho)

dit opérateur d'évolution9.

L'évolution hamiltonienne t0! t est donné par

�u :P 7¡!UtPUt
¡1

surHs=Ho=H, et on vérifie que 8P 2Ltr1+ (H), tr(�u(P ))=tr(UtPUt
¡1)=tr(PUt

¡1Ut)=tr(PUt�Ut)=
tr(P 1) = tr(P ) et �u(P ) est positif car 8x 2 H; hxj�u(P ) xi = hxjUt P Ut¡1 xi= hxjP xi > 0 car
un opérateur unitaire conserve le produit scalaire.

Si l'on e�ectue une mesure, représentée par un système de mesure (Mk : Hs¡!Ho)16k6m, l'opérateur
d'évolution associé à l'observation de l'issue n°k est donné par (11) :

�m;k : P 7¡!
MkPMk

�

tr
¡
MkPMk

�� (13)

et lorsque l'on ne connaît pas l'issue de la mesure, ou qu'on regarde un ensemble de réalisations de la
mesure, l'évolution est donnée par (12) :

�m : P 7¡!
X
k=1

m

MkPMk
� (14)

pour lesquels on a déjà véri�é que les mélanges d'états sont envoyés sur des mélanges d'états.

Il existe d'autres formes communes d'opérateurs d'évolution.

Donnons une caractérisation plus pratique des propriété d'un opérateur d'évolution :

Théorème 5. (Opérateur d'évolution , Transformation positive préservant la trace)

Soit � : L(H1) ¡! L(H2) décrivant une évolution quantique, c'est-à-dire envoyant les opérateurs
statistiques sont envoyés sur des opérateur statistique. Alors :

i. � est une transformation positive : 8A2L+(H1) opérateur positif, �(A)2L+(H2) positif

ii. � préserve la trace : 8A2L(H1), tr
¡
�(A)

�
= tr(A)

La réciproque est vraie par dé�nition. ⚠ Ne pas confondre la notion d'opérateur (hermitien) positif et
celle de transformation positive, que l'on peut dé�nir plus généralement comme une transformation de C*-
algèbre envoyant les éléments positifs de l'algèbre sur des éléments positifs.

Démonstration. On suppose que � envoie Ltr1
+ (H1) dans Ltr1

+ (H2).

Soit A2L+(H1) un opérateur hermitien positif.
Alors par le théorème spectral, A est diagonalisable, ses valeurs propres sont positives, et tr(A)> 0.
¡ Cas tr(A)=0 : Alors

X
�2Sp(A)

�||{z}}
>0

= tr(A)=0 donc 8�2Sp(A), �=0. DoncA=0, donc �(A)=0 est l'opérateur

nul, qui est positif. De plus, tr
¡
�(A)

�
=0= tr(A).

8
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¡ Cas tr(A)> 0 : Alors P := tr(A)¡1 �A est positif et de trace tr(P )= 1, donc �
¡
P 2Ltr1

+ (H1)
�
2Ltr1

+ (H2), donc

� �(P )=�
¡
tr(A)¡1A

�
= tr(A)¡1�(A) est un opérateur positif,

donc 8x2H1, hxj�(A)xi= tr(A)||||||||||||||||{z}}}}}}}}}}}}}}}}
>0

hxj�(P )xi||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
>0

> 0 donc �(A) est encore positif.

� 1= tr
¡
�(P )

�
= tr

�
�(A)
tr(A)

�
=
tr(�(A))
tr(A)

donc tr
¡
�(A)

�
= tr(A).

On peut alors prouver les deux points :

i. 8A2L+(H1) opérateur positif, on vient de montrer que �(A) est un opérateur positif.

ii. Soit A2L(H1).
¡ Si A est un positif, on vient de montrer que tr

¡
�(A)

�
= tr(A).

¡ Sinon, on se ramène au cas positif en e�ectuant une décomposition autoadjoint-antiautoadjoint :

A=H + iK avec H =
A+A�

2
et K =

A¡A�
2

hermitiens

(iK anti-hermitien). On e�ectue alors une une décomposition en partie positive et négative10 de H :

9P+; P¡2L+(H1) : H =P+¡P¡
et alors on a montré que tr(�(P�))= tr(P�). Donc par linéarité de � et de la trace,

tr
¡
�(H)

�
= tr

¡
�(P+¡P¡)

�
= tr

¡
�(P+)

�
¡ tr

¡
�(P¡)

�
= tr(P+)¡ tr(P¡)= tr(P+¡P¡) = tr(H)

De même pour K hermitien : tr
¡
�(K)

�
= tr(K). Donc, encore par linéarité,

tr
¡
�(A)

�
= tr

¡
�(H + iK)

�
= tr

¡
�(H)

�
+ i tr

¡
�(K)

�
= tr(H)+ i tr(K)= tr(H + iK)= tr(A) �

Notons que l'on pourrait généraliser ce formalisme à des transformations de trace non-croissante, c'est-à-
dire que 8P 2Ltr1+ (H1), tr(�(P ))6 1, sans se limiter aux transformations conservant la trace. C'est utile
pour décrire les systèmes qui � fuient � dans leur environnement, par exemple des photons absorbés dans
une �bre optique.

1.3. Systèmes couplés et algèbre tensorielle
L'algèbre linéaire tensorielle est l'outil de choix pour décrire les systèmes quantiques couplés, par exemple
deux particules, une particule et ses états internes, ou encore un système et son environnement, en particu-
lier un système et un instrument de mesure. On verra par la suite qu'un canal quantique se comporte, par
dé�nition, de la bonne façon lorsqu'il est couplé avec un autre canal quantique. On présente donc assez
rapidement les notions d'algèbre tensorielle qui nous serviront.

1.3.1. Produit tensoriel d'espaces vectoriels

Soient V ;W deux K-espaces vectoriels. Il existe un K-EV V 
W et une application bilinéaire

� 
 � : V �W ¡! V 
W
v; w 7¡! v
w

qui véri�ent une propriété universelle : toute application bilinéaire f : V �W!Z dans un K-EV Z se
factorise de façon unique à travers ' := � 
 �, c'est à dire que 9!f~2L(V 
W ;Z) : f = f~� '.
Autrement dit, pour tout K-EV Z, on a une bijection

L(V 
W ;Z)  ! L2(V �W ;Z)
f 7¡!

¡
(v; w) 7! f(v
w)

�
On trouvera une construction générale par quotient dans [TensSage, �1.1] ou [TensBertrand, �1.1]. De
plus, cet espace V 
W est unique à isomorphisme de K-EV près, ce qui est clair grâce au fait que l'on
demande une factorisation unique. On appelle V 
W le produit tensoriel de V et W . On se restreint
désormais à la dimension �nie.

10. Si on se donne une matrice hermitienne H 2Mn(C), que l'on diagonalise en H=O¡1�O avec �=diag(�i)i, on pose
�+=diag(�i1�i>0)i et P+=O

¡1�+O 2Mn
+(C) positive

�¡=diag(¡�i1�i<0)i et P¡=O¡1�¡O 2Mn
+(C) positive

et alors on a la décomposition H = O¡1 (�+¡�¡)O = P+¡P¡.
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Donnons quelques propriétés importantes pour clari�er cette dé�nition abstraite11 :

� 8v; v 02V ; 8w;w 02W , (v+ v 0)
w= v
w+ v 0
w et v
 (w+w 0)= v
w+ v
w 0

� 8�2K;8v 2V ; 8w 2W , � � (v
w)= (� � v)
w= v
 (� �w).
� Si (v̂i)16i6n et (ŵj)16j6m sont des bases de V et W respectivement, alors [TensSage, �1.2.2]¡

v̂i
 ŵj
�
16i6n;16j6m est une base de V 
W

� Ainsi, dim(V 
W)=dim(V)�dim(W) et V 
W =� Knm. Mais on peut faire plus utile :

� 8x2V 
W ; 9!(vj)16j6m2Vm : x=
X
j=1

m

vj
 ŵj. Ainsi, V 
W =�
LmV =� VdimW, et

on écrira x =�
2664 v1
���
vn

3775 par cet isomorphisme. À noter que VdimW n'est évidemment pas un V-

espace vectoriel, et il faut voir ce vecteur comme un � vecteur par blocs � plus qu'un � vecteur de
vecteurs �, c'est pourquoi on préfèrera la notation

LmV , dans la continuité de l'idée de somme
directe12. De même, V 
W =�

LnW =� WdimV.

� Le produit tensoriel n'est pas commutatif en général.

1.3.2. Produit tensoriel d'applications linéaire et produit de Kronecker

Soient '2L(X ; V) et  2L(Y ;W) des applications linéaires entre espaces vectoriels. Alors on dé�nit
le produit tensoriel '
�  : X 
Y ¡!V 
W des applications ' et  , comme l'application linéaire
déterminée par :

8x2X ; 8y 2Y ; ('
�  )(x
 y) := '(x)
  (y)

A�n de mieux comprendre ce qu'est le produit tensoriel d'applications, cherchons d'abord à exprimer les
endomorphismes L(Kn
V) sous forme matricielle. Si l'on note l'isomorphisme � : Kn
V =�

Ln V ,
et si l'on se donne une matrice d'opérateurs �= [ �i;j ]16i;j6n2Mn

¡
L(V)

�
(que l'on peut voir comme

une matrice de n�n blocs), on peut construire un endomorphisme � : Kn
V ¡!Kn
V tel que

8x2Kn
V ; �(�(x))=��(x)=

2664 �1;1 ��� �1;n
��� ��� ���

�n;1 ��� �n;n

3775
2664 v1
���
vn

37752Ln V si [ vi ]16i6n=�(x)2
Ln
V

c'est à dire, plus explicitement, si l'on note E =(êi)16i6n la base canonique de Kn,

�(x) = �¡1(��(x)) =
X
i=1

n

êi

X
j=1

n

�i;j(vj)

Réciproquement, soit �2L(Kn
V), posons �~ = �����¡1 2L
�Ln
V
�
. Alors si l'on pose 8i; j2 J1; nK

�i;j 2L(V) tel que 8v 2V ; �i;j(v) = �i

�
�~
¡
[ 1kj � v ]16j6n

��
= �i

¡
�
¡
�(êj
 v)

��
avec �i la projection sur la le i-ème sous-espace de

LnV , c'est-à-dire pour j=1 par exemple,

�i;1(v)= yi lorsque �~

2664 v
���
0

3775=
2664 y1
���
yn

3775
11. https://www.math3ma.com/blog/the-tensor-product-demysti�ed si l'intuition fait défaut.
12. La notation

LmV nécessiterai, si l'on voulait être tout à fait formel, de parler de l'espace dans lequel on fait la somme
directe, alors que V m est naturellement muni de la structure produit par les opérations composantes par composantes. La
première notation est plus naturelle ici, la seconde plus rigoureuse a priori.
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on retrouve la matrice d'opérateurs �=[ �i;j ]16i;j6n2Mn

¡
L(V)

�
associée. Ainsi, on a un isomorphisme

L(Kn
V) =� Mn

¡
L(V)

�
(15)

Maintenant, si l'on se donne ' 2 L(Kn) et  2 L(V), alors � := '
�  2 L(Kn
 V). On cherche à
expliciter la matrice d'opérateurs associée à '
�  . Posons

A = [ aij ]16i;j6n := matE(')

Alors 8v 2V , 8j 2 J1; nK,

('
�  )(êj
 v) = '(êj)
  (v) =

�X
k=1

n

akj êj

�

  (v) =

X
k=1

n

êj

¡
akj �  (v)

�
donc

�
¡
('
�  )(êj
 v)

�
= [ akj (v) ]16k6n

donc 8i; j 2 J1; nK,

�ij(v) = �i
¡
�
¡
�(êj
 v)

��
= �i

¡
[ akj (v) ]16k6n

�
= aij (v)

Ainsi, par la discussion précédente, la matrice d'opérateurs associée par l'isomorphisme (15) à '
�  est

[ �ij ]16i;j6n = [ aij ]16i;j6n =

2664 a11  ��� a1n 
��� ��� ���

an1  ��� ann 

3775 2Mn

¡
L(V)

�
(16)

Par exemple pour n=2 et B=mat( )=
�
b11 b12
b21 b22

�
, on peut associer à '
�  la matrice par blocs

�
a11 a12
a21 a22

�

�
�
b11 b12
b21 b22

�
:=

2664 a11
�
b11 b12
b21 b22

�
a12

�
b11 b12
b21 b22

�
a21

�
b11 b12
b21 b22

�
a22

�
b11 b12
b21 b22

�
3775=
26666664
a11 b11 a11 b12 a12 b11 a12 b12
a11 b21 a11 b22 a12 b21 a12 b22
a21 b11 a21 b12 a22 b11 a22 b12
a21 b21 a21 b22 a22 b21 a22 b22

37777775
que l'on appelle le produit de Kronecker des deux matrices A et B, et que l'on note A
� B. Dans toute
la suite, on identi�e Mn

¡
Mm(C)

�
=M(nm)(C). On remarque que l'on peut écrire, de façon unique,

A
� B = Ê11
� C11+ Ê12
� C12+ Ê21
� C21+ Ê22
� C22

avec (Êij)16i;j62 base canonique de M2(K), et Cij= aijB.

On remarque alors que le résultat (16) se reformule de façon similaire : si on pose ("̂ij)16i;j6n la base
canonique de L(Kn) (c'est-à-dire matE("̂ij)=Eij), on a :

� = '
�  =
X

16i;j6n
"̂ij
� �ij avec [ �ij ]16i;j6n =

rappel
matE(') �  (17)

c'est à dire que L(Kn
V) =�
Ln�nL(V) =� Mn

¡
L(V)

�
. Alors grâce à l'isomorphisme

Ln�nL(V) =�
L(Kn)
L(V), on peut �nalement écrire :

� =�
X

16i;j6n
"̂ij
 �ij 2L(Kn)
L(V)

Et puisque ("̂ij)16i;j6n est une base, ces objets engendrent L(Kn)
L(V) et on a un isomorphisme

L(Kn)
L(V)  !=
�

Mn

¡
L(V)

�
 !=
�
L(Kn
V)X

16i;j6n
"̂ij
 �ij 7¡! [ �ij ]16i;j6n 7¡!

X
16i;j6n

"̂ij
� �ij (18)
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Noter la subtile di�érence : à droite, on a un produit tensoriel d'applications (
� ), ce qui donne une
application dans Kn
 V, alors qu'à gauche, on voit cette application comme un vecteur de l'espace
tensoriel L(Kn)
L(V), décomposé tensoriellement (
) dans la base ("̂ij)16i;j6n de L(Kn).

En particulier, 8�2L(Kn
V),

9![ �ij ]16i;j6n2Mn

¡
L(V)

�
: � =

X
16i;j6n

"̂ij
� �ij (19)

De façon similaire, sous forme purement matricielle (c'est-à-dire pour le produit de Kronecker 
� ), on a :

Mn(K)
Mm(K) =� Mn�m(K) =� L(Kn
Km)  - Mn(K)
� Mm(K) (20)

Cet isomorphisme nous permet, dans la suite, de noter 
 à la place de 
� . Il se généralise bien sûr en

L(V)
L(W) =� L(V 
W)

qu'on appelle en général le morphisme de Kronecker.

Donnons en�n une caractérisation de la positivité pour les opérateurs hermitiens de V 
Cn.

Soit �2L(V 
Cn) et x2V 
Cn, que l'on peut écrire x=
P
i=1
n vi
 êi avec [ vi ]16i6n=�(x). Alors


x; �(x)
�
=

�
x;

�X
k;l

�kl
� "̂kl
��X

i

vi
 êi
��

[ linéarité de � ] =

�
x;

X
i

�X
k;l

�kl
� "̂kl
�¡
vi
 êi

��
[ dé�nition du produit 
� ] =

�
x;

X
i

X
k;l

�kl(vi)
 "̂kl(êi)
�

[ "̂kl(êi)=1ki êl ] =
�X

j

vj
 êj ;
X
i

X
l

�il(vi)
 êl
�

[ linéarité de h�; �i ] =
X
i;j;l



vj 
 êj ; �il(vi)
 êl

�
[ dé�nition (22) de h�; �iV
Cn ] =

X
i;j;l



vj ; �il(vi)

�
� hêj ; êli

[ hêj ; êli=1jl ] =
X
i;j



vj ; �ij(vi)

�
En parallèle, on véri�e que, lorsqu'on considère la matrice associée à l'opérateur,*2664 v1

���
vn

3775;
2664 �1;1 ��� �1;n

��� ��� ���
�n;1 ��� �n;n

3775
2664 v1
���
vn

3775
+
=

*2664 v1
���
vn

3775;
266664

P
j�1;j(vj)

���P
j�n;j(vj)

377775
+

=
X
j

*2664 v1
���
vn

3775;
2664 �1;j(vj)

���
�n;j(vj)

3775
+

=
X
i;j



vj ; �ij(vi)

�
=


x; �(x)

�
Ainsi, pour véri�er la positivité d'un opérateur sur V 
Cn, il su�t de la véri�er sur la matrice associée :

Proposition 6. Soit �2L(V 
Cn). Si l'on considère la décomposition de � dans ("̂ij)16i;j6n, on a

� =
X
i;j

�ij
� "̂ij 2L+(V 
Cn) positif () 8(vi)16i6n2Vn;
X
i;j



vj ; �ij(vi)

�
> 0

() [ �ij ]16i;j6n positive

1.3.3. Algèbre tensorielle des espaces hilbertiens

Donnons une réalisation concrète du produit tensoriel d'espaces hilbertiens (V ; h�j�iV) et (W ; h�j�iW) :
8v 2V ; w 2W , on peut dé�nir v
w comme une forme bilinéaire V �W!C telle que :

8x2V ; 8y 2W ; (v
w)(x; y) = hv jxiV � hw jyiW
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En e�et, cette construction véri�e la propriété universelle. On obtient du même coup que

V 
W =� L2(V �W ;C) =� Mn;m(C) =� Cnm (21)

Écrivons ce troisième isomorphisme : 8v 2V , 8w 2W , si l'on décompose dans les bases de V et W ,

v =�

2664 v1
���
vn

3775; w =�

2664 w1
���
wn

3775 et alors v
w =�

2664 v1� w1 ��� v1� wm
��� ��� ���

vn� w1 ��� vn� wm

3775
Ensuite, on peut naturellement munir V 
W d'un produit scalaire hermitien, déterminé par :

8v1; v22V ; 8w1; w22W ;


v1
w1jv2
w2

�
:= hv1jv2iV � hw1jw2iW (22)

La conjugaison hermitienne du produit tensoriel des endomorphismes �2L(V) et  2L(W) est

('
�  )� = '�
�  � (23)

Démonstration. En e�et, fv
w : v 2V ; w 2Wg génère V 
W et 8v1; v22V ;8w1; w22W ;

('
�  )(v1
w1)jv2
w2

�
=
? 


v1
w1j('�
�  �)(v2
w2)
�

= =

'(v1)
  (w1)jv2
w2

� 

v1
w1j'�(v2)
  �(w2)

�

= =

'(v1)jv2

�
V �



 (w1)jw2

�
W =



v1j'�(v2)

�
V �



w1j �(w2)

�
W

par dé�nition de '� et  �. Donc '�
�  � est bien l'adjoint de '
�  pour le produit scalaire (22). �

De même, la conjugaison hermitienne du produit tensoriel des vecteurs v 2L(V) et w 2L(W) est

(v
w)� = v�
� w� (24)

Démonstration. En e�et, fx
 y : x2V ; y 2Wg génère V 
W et 8x2V ; 8y 2W ;

v
wjx
 y

�
= hv jxiV � hwjyiW

[ dé�nition de v� et w� ] = v�(x) �w�(y)
[ C
C=�C ] = v�(x)
w�(y) =

¡
v�
� w�

�
(x
 y)

donc par dé�nition du dual, v�
� w�=(v
w)�. �

1.3.4. Couplage de système quantiques

On utilise maintenant le produit tensoriel pour décrire l'espace des états d'un couplage de systèmes quan-
tiques, et le produit tensoriel d'applications pour décrire l'évolution de ce système couplé :

Axiome 7. Considérons deux systèmes représentés par les espaces des états H1 et H2. Alors lorsque les
deux systèmes sont couplés, l'espace des états du système total est le produit tensoriel

H1
H2

Deux systèmes sont couplés par exemple pendant ou après une interaction. Si le système 1 se trouve
(par exemple avant une interaction) dans l'état pur  1 2H1 et le système 2 dans l'état pur  2 2H2,
alors le système total est dans l'état  1
  2 : on dit que l'état du système total est factorisé. Mais, bien
évidemment, les états du système couplé ne sont pas, en général, factorisés sous forme  1
  2 avec
 12H1 et  22H2. On est alors en présence d'un état dit intriqué. Même très longtemps (et très loin)
après une interaction interaction, le système total peut rester intriqué.

En théorique quantique de l'information, cette notion est utilisée pour décrire le couplage d'un système
avec son environnement (décohérence d'un qubit, interaction atome-champ...), avec un appareil de mesure
(théorie de la mesure quantique), ou avec un autre système identique avec lequel il est intriqué (statistiques
de Bell, téléportation quantique, cryptographie quantique...).
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Figure 5. En physique, cette notion de couplage est par exemple utilisée pour décrire une particule, Hesp=L2(Rd),
possédant un degré de liberté interne , par exemple un spin /1 2, Hspin=Vect

¡
j"i; j#i

�
=�C2 (notation de Dirac),

comme le produit tensoriel H=Hesp
Hspin. Un état peut alors s'écrire comme j	i= j	"i
 j"i+ j	#i
 j#i (par
l'isomorphisme Hesp
Hspin =� L2�L2), et l'on dit que j	"i 2Hesp est la composante de spin up de la fonction
d'onde, et j	#i 2Hesp celle de spin down. Elles véri�ent

R
(j	"j2+ j	#j2)= 1.

Axiome 8. Considérons une évolution du système quantique 1, représentée par l'opérateur d'évolution

�1 : L(H1)¡!L(Ho;1)

et, une évolution du système quantique 2, représentée par l'opérateur d'évolution

�2 : L(H2)¡!L(Ho;2)

(on les considère ici indépendamment l'une de l'autre, par exemple deux systèmes isolés). Alors, lorsque
l'on regarde le système total H1
H2 , l'évolution combinée du système total est représentée par

�1
�2 : L(H1
H2)¡!L(Ho;1
Ho;2)

Bien sûr, lorsque l'évolution d'un système dépend de l'état de l'autre, on ne peut pas parler de l'évolution
d'un système ou de l'autre (c'est-à-dire de �1 ou �2). L'évolution est alors plus complexe, mais reste
souvent exprimée grâce à des produits tensoriels d'applications13.

Figure 6. Illustration de l'évolution de l'exemple précédent de la particule avec spin, comme couplage de l'évolution
qu'aurait une particule simple se � déplaçant � d'une part, et de l'évolution qu'aurait un spin /1 2 abstrait d'autre
part. Pour obtenir une telle évolution, il faut que l'évolution de la fonction d'onde soit indépendante du spin, et que
l'évolution du spin soit indépendant de la � position � de la particule (e.g. champ magnétique homogène).

13. Dans le cas simple où les deux systèmes sont indépendants et ont une évolution hamiltonienne, on peut chercher à donner
l'hamiltonien du système total : si l'on a i~@tU1;t=H1(t)U1;t et i~@tU2;t=H2(t)U2;t, alors en admettant la formule de
Leibniz pour le produit tensoriel (se voit aisément avec la produit de Kronecker), on a

HUt =
Schrö.

i ~ @tUt =
axiome

i ~ @t (U1;t
U2;t) =
Leibniz

i ~ (@tU1;t
U2;t) + i ~ (U1;t
 @tU2;t)

=
Schrö.

H1U1;t
U2;t+U1;t
H2U2;t =
def

(H1
12)(U1;t
U2;t)+ (11
H2)(U1;t
U2;t)

donc H(t) = H1(t)
12+11
H2(t)
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Figure 7. Illustration du couplage de deux photons (H=Hphoton) et de leur évolution. À gauche, situation des deux
laboratoires manipulant un photon avec �A et �B. À droite, exemple où il est nécessaire de voir les deux laboratoires
de façon combinée : on prépare deux photons intriqués (état P non factorisé) et on envoie chaque � photon � vers
Alice et Bob. Chacun e�ectue une opération sur son photon, indépendemment de l'autre laboratoire, mais si l'on veut
par exemple expliquer les éventuelles corrélations entre les mesures d'Alice et de Bob, il faut considérer (�A
�B)(P ).

2. Canaux quantiques, complète positivité et théorème de
Choi-Kraus

La question naturelle qui se pose maintenant est la suivante : �1
�2 est-il un opérateur d'évolution ?
Dit autrement, les mélanges d'états de H1
H2 sont-ils encore envoyés sur des opérateurs statistiques de
Ho;1
Ho;2 ?

La réponse est négative en général : comme on le verra dans le contre-exemple (12), on peut construire
une transformation positive � telle que �
 idL(C2) ne préserve pas la positivité.

Ainsi, si l'on veut que les opérateurs statistiques soient les descriptions les plus générales d'un système
quantique lorsque l'on considère les systèmes couplés, il est nécessaire d'imposer une condition aux opéra-
teurs d'évolution dans le postulat (9). On appelle de telles transformations des canaux quantiques.

2.1. Canaux quantiques

Axiome 9. Les canaux quantiques sont des opérateurs d'évolution (c'est-à-dire des transformations
linéaires envoyant les opérateurs statistiques sur des opérateurs statistiques) telles que le couplage
(c'est-à-dire le produit tensoriel) de deux canaux quantiques est encore un opérateur d'évolution. On
impose à l'identité d'être un canal quantique.

En l'état, cet dé�nition n'est pas bien dé�nie mathématiquement, car l'on ne précise pas avec quoi on
couple. C'est justement le but de ce document que de donner une dé�nition � équivalente � précise de
ce qu'est un canal quantique : on verra qu'il su�t le véri�er lorsque l'on couple avec un espace de même
dimension que l'espace sur lesquel agit l'évolution. On rappelle qu'il est équivalent de demander aux
opérateurs d'évolution d'être des transformations positives et préservant la trace, par le théorème 5.

Les canaux quantiques modélisent bien évidemment les canaux de communication quantique, mais c'est
une notion bien plus générale : un instrument quantique est par exemple décrit comme un cas particulier
de � canal � quantique, dont l'espace des résultats Ho=H2
CIssues est formé de l'espace où vit l'état
après mesure ainsi que de l'espace décrivant l'état de l'instrument, classique, après la mesure.

2.2. Complète positivité

Pour introduire la notion d'application complètement positive, considérons deux canaux :

� le premier quelconque, avec �=�1 : L(H)¡!L(H) transformation positive préservant la trace

� le deuxième trivial, avec �2= idL(Cn) :=idn (c'est à dire n'agissant pas sur le système quantique)

avec n2N�. Alors l'axiome des canaux quantiques impose à

�1
�2 = �
 idn : L(H
Cn)¡!L(H
Cn)

d'être une transformation positive et préservant la trace. Et ceci pour tout n2N�.
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Dé�nition 10. Une transformation linéaire � : L(H1)¡!L(H2) est dite n-positive si

�
 idn est positive

Cette transformation est dite complètement positive si

8n2N�; � est n-positive

Une transformation est positive si et seulement si elle est 1-positive. L'exemple précédent impose à tout
canal quantique d'être complètement positif.

Donnons tout d'abord une caractérisation matricielle, plus pratique, de la n-positivité. Soit un opérateur
A 2 L(H1
Cn). Par l'isomorphisme L(H1
Cn) =� L(H1)
L(Cn) =� Mn(L(H1)) (18) et avec la
base canonique (Eij)16i;j6n de L(Cn), on écrit A =

P
16i;j6nAij
Eij =� [ Aij ]16i;j6n puis¡

�
 idn
�
(A) =

¡
�
 idn

��X
i;j

Aij
Eij
�
=
X
i;j

¡
�
 idn

�
(Aij
Eij) =

X
i;j

�(Aij)
 idn(Eij)||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
=Eij

par dé�nition du produit tensoriel d'applications. Alors, de nouveau à travers l'isomorphisme L(H2
Cn) =�
Mn(L(H2)), on identi�e (�
 idn)(A) à la matrice d'opérateurs [ �(Aij) ]16i;j6n, donc �
 idn à

�[n] : Mn(L(H1)) ¡! Mn(L(H2))
[ Aij ]i;j 7¡! [ �(Aij) ]i;j

Maintenant, en appliquant la proposition 6 deux fois, pour L+(H1
Cn) et L+(H2
Cn),

�
 idn transformation positive () 8A2L+(H1
Cn); (�
 idn)(A)2L+(H2
Cn)

[ prop. 6 ] () 8[ Aij ]i;j positive; [ �(Aij) ]i;j positive
() �[n] transformation positive

c'est à dire si l'application associée �[n] envoie les matrices positives sur des matrices positives. Ainsi,

Proposition 11. Soit � : L(H1)¡!L(H2) une transformation linéaire.

� est complètement positive () 8n2N�; �[n] est positive

On peut maintenant exhiber un contre exemple de complète positivité :

Exemple 12. Considérons l'application de transposition :

� : Mn(C) ¡! Mn(C)

A 7¡! AT

C'est une transformation positive : 8A2Mn
+(C) positive, 9W 2Mn(C) : A=W 2, donc �(A)= AT =

T(W 2)= ( WT )22Mn
+(C) est encore positive.

Par contre, elle n'est pas 2-positive car �[2] ne conserve pas la positivité :

� E=
�
E11 E12
E21 E22

�
est une matrice positive (avec (Eij)16i;j6n la base canonique de Mn(C)) car si

l'on pose (ei)16i6n la base canonique de Cn, on a 8x= [ xi ]16i6n; y= [ yi ]16i6n,D�
x
y

�
;
�
E11 E12
E21 E22

��
x
y

�E
= hx;E11xi+ hx;E12 yi+ hy;E21xi+ hy;E22 yi

= x1� x1+x1� y2+ y2� x1+ y2� y2 = jx1+ y2j2 > 0

� Mais �[2](E) =
"

ET 11 ET 12

ET 21 ET 22

#
=

�
E11 E21
E12 E22

�
n'est pas une matrice positive car ¡1 est une valeur

propre négative : puisque car Eij ek=1kj ei, on a
�
E11 E21
E12 E22

��
e2
¡e1

�
=

�
0¡ e2
e1+0

�
=¡

�
e2
¡e1

�
.
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2.3. Représentation de Choi-Kraus
En guise d'échau�ement, commençons par un résultat simple :

Proposition 13. L'évolution (14)

�m : A 7¡!
X
k=1

m

MkAMk
�

associée au système de mesure (Mk : Hs¡!Ho)16k6m est une transformation complètement positive.

Démonstration. Montrons-le en deux étapes :

1. D'abord, siM 2L(Hs;Ho), la transformation �M : A 7¡!MAM� est complètement positive par
la proposition 11 puisque 8n2N�,

�M
[n] : [ Aij ]i;j 7¡! [ �(Aij) ]i;j = [ MAijM� ]i;j

est une transformation positive : 8A= [ Aij ]i;j 2Mn(L(Hs)) positive, �M
[n](A) est positive car

8�=(�i)16i6n2Ho
n;



�
�����M[n](A) � �� =

*2664 �1
���
�n

3775;
2664 MA11M� ��� MA1nM�

��� ��� ���
MAn1M� ��� MAnnM�

3775
2664 �1
���
�n

3775
+

[ car h�jMAM� �i=


(M� �)jA (M� �)

�
] =

*2664 M� �1
���

M� �n

3775;
2664 A11 ��� A1n

��� ��� ���
An1 ��� Ann

3775
2664 M� �1

���
M� �n

3775
+

[ positivité de A ] = h�0 jA � �0i > 0

2. Maintenant, la transformation �m est complètement positive car 8n2N�,

�m
 idn =
X
k=1

m ¡
A 7!MkAMk

��
 idn|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
transformation positive

est une transformation positive

simplement comme somme de transformation positive (par le premier point). En e�et, si on l'évalue
en une matrice positive A2Mn(L(Hs)), on obtient une somme de matrices positives, donc encore
une matrice positive (par linéarité du produit scalaire). �

Théorème 14. ([Choi1975]) Soit � : Mn(C)¡!Mm(C) une transformation linéaire.

On a équivalence entre les propositions suivantes :

a) � est complètement positive

b) � est n-positive

c) La matrice de Choi C�= [ �(Eij) ]16i;j6n=�
[n]([ Eij ]i;j)2M(nm)(C) est positive

d) 9r2N; 9(Wk)16k6r2Mm;n(C)
r : �=A 7¡!

X
k=1

r

WkAWk
�. On appelle de tels (Wk)16k6r

des opérateurs de Kraus.

Si on appelle le rang de Choi, noté cr(�), le nombre r minimal d'opérateurs de Kraus permettant une
telle décomposition, on a alors cr(�)= rang(C�).

Remarque. On préfère ici le formalisme matriciel pour faciliter les démonstration, mais les résultats sont
évidemment toujours vrais avec � : L(H1)¡!L(H2) et avec les Wk 2L(H1;H2), tant que H1 et H2
sont de dimension �nie.
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Démonstration. On abrège ici Mp;q(C) par Mp;q.

(a ) b) : Par dé�nition, une transformation complètement positive est en particulier n-positive.

(b ) c) :

On rappelle que les matrices Eij= [ 1ki1lj ]16i;j6n véri�ent Eij� =Eji et EijEkl=1jkEil.

Posons la matrice par blocs, que l'on peut aussi voir, par Mn2 =� Mn
Mn (20), comme un produit
de Kronecker

E := [ Eij ]16i;j6n =�
X

16i;j6n
Eij
Eij

On véri�e que, par transposition et produit par blocs,

E� = [ Eij ]i;j
� =

�
Eji
� �

i;j
= [ Eij ]i;j = E

E2 =
� P

k=1
n EikEkj

�
i;j

=
� P

k=1
n Eij

�
i;j

= [ nEij ]i;j = nE

donc E= /1 nEE
�, donc E est une matrice positive. On peut aussi voir que les seules valeurs propres

possibles véri�ent �2=n�, donc �2f0; ng, donc sont positives.

Maintenant, puisque � est n-positive, �[n] est une transformation positive par une proposition précé-
dente, donc la matrice de Choi C�=�[n](E) est une matrice positive. On peut aussi dire que comme
�
 idn est une transformation positive par dé�nition et que

P
i;jEij
Eij est positive, alors¡

�
 idn
��X

i;j

Eij
Eij
�
=
X
i;j

�(Eij)
Eij =� [ �(Eij) ]i;j est positive

(c ) d)14 :

Puisque C�2M(nm) est positive, sa décomposition spectrale nous donne des couples vecteurs/valeurs
propres (�k; vk)16k6r2

¡
R+�Cnm

�r
avec r=mn, de sorte que15

C� =
X
k=1

r

vk�k vk
� =

X
k=1

r

wkwk
� en absorbant �k dans wk := �k

p
vk2Cnm

Maintenant, on peut utiliser l'isomorphisme Cnm
=�Cn
Cm

=�Mm;n(C) qui nous donne

wk=

2664 wk;1
���

wk;n

3775 7¡! Wk=

2664 wk;1 ��� wk;n

37752Mm;n avec wk;i2Cm

puis véri�er que � coïncide avec la transformation linéaire A 2Mn(C) 7¡!
P
k=1
r WkAWk

� 2Mm.
En e�et, elles coïncident sur la base (Eij)16i;j6n de Mn :

D'une part, 8k 2 J1; rK; 8i0; j02 J1; nK;

WkEi0 j0Wk
� =

2664 wk;1 ��� wk;n

3775�h 1ii01jj0 i
i;j

�
2664 wk;1

�

���
wk;n
�

3775= wk;i0wk;j0
� 2 Mm

et d'autre part, on a la matrice par blocs

wkwk
� =

2664 wk;1
���

wk;n

3775�h wk;1� ��� wk;n�
i
=

2664 wk;1wk;1
� ��� wk;1wk;n

�

��� ��� ���
wk;nwk;1

� ��� wk;nwk;n�

3775= � wk;iwk;j� �
16i;j6n 2 M(nm)

14. Il existe de nombreuses variations de cette preuve, certains plus formelles (par exemple
https://en.wikipedia.org/wiki/Choi's_theorem_on_completely_positive_maps#(ii)_implies_(iii), qui utilise des projec-
tions �i sur la i-ième copie de Cm dans Cmn =�

LnCm), mais travailler directement avec des matrices par blocs a
le mérite d'être plus visuel.
15. Ici, vk

� désigne le vecteur ligne adjoint à vk, matrice de la forme linéaire associée à vk.
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donc" X
k=1

r

WkEijWk
�

#
16i;j6n

=
X
k=1

r h
wk;iwk;j

�
i
i;j

=
X
k=1

r

wkwk
� = C� =

h
�(Eij)

i
16i;j6n

Donc en identi�ant les blocs, 8i; j 2 J1; nK, on a bien ce que l'on voulait :

�(Eij) =
X
k=1

r

WkEijWk
�

(d ) a) : C'est la proposition 13. �

Démonstration. de l'identité cr(�)= rg(C�).

� Dans la preuve (c ) d) ci-dessus, on e�ectue la décomposition de C�=
P

k=1
r vk�k vk

�. On peut
en fait toujours prendre r= rg(C�) au lieu de mn, avec �k=0 pour k > r. Ainsi, on n'a jamais
besoin de plus de r opérateurs de Kraus : cr(�)6 rg(C�).

� Maintenant, écrivons �=A 7!
P
k=1
r WkAWk

�. Majorons le rang de la matrice de Choi : on a

C� = [ �(Eij) ]16i;j6n =

" X
k=1

r

WkEijWk
�

#
i;j

=
X
k=1

r
2664 Wk

���
Wk

3775[ Eij ]i;j
2664 Wk

�

���
Wk
�

3775
donc en utilisant les formules rg(A+B)6 rg(A)+ rg(B) et rg(AB)6min (rg(A); rg(B)),

rg(C�) 6
X
k=1

r

rg

 2664 Wk
���

Wk

3775[ Eij ]i;j
2664 Wk

�

���
Wk
�

3775
!

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
6 1

6 r puisque rg
¡
[ Eij ]i;j

�
=1

Ainsi, si on choisit r= cr(�) (nombre minimal d'opérateurs de Kraus), on a rg(C�)6 cr(�). �

Remarque. Il existe d'autres façons de construire des opérateurs de Kraus pour �. En e�et, si l'on e�ectue
la décomposition C�=B�B de la matrice de Choi (qui est positive; cette décomposition n'est d'ailleurs
pas unique en général), et si on pose

B=

2664 b1 ��� bnm

3775 avec bk2Cnm; on a C�=
X
k=1

nm

bk bk
�

et on obtient des opérateurs de Kraus (Bk)16k6nm par le même argument que dans la preuve ci-dessus,
mais en général di�érents des (Wk)16k6nm, car les vecteurs (bk)k n'ont aucune raison d'être orthogonaux,
contrairement aux vecteurs (wk)k obtenus par décomposition spectrale. Toutefois, comme on vient de le
voir, c'est la décomposition spectrale qui minimise le nombre d'opérateurs de Kraus.

On peut se demander si la décomposition minimale en opérateurs de Kraus (avec r= cr(�)) est unique.
La réponse est négative. En e�et, si on écrit �=A 7!

P
k=1
r WkAWk

� et si on prend une matrice r� r
unitaire U = [ ukl ]16k;l6r2MUr(C), et que l'on pose 8k 2 J1; rK; Vk :=

P
l=1
r ulkWl, on a

8A2Mn(C);
X
k=1

r

VkAVk
� =

X
k=1

r
 X
i=1

r

uikWi

!
A

 X
j=1

r

ujkWj
�

!

=
X
i=1

r X
j=1

r X
k=1

r

uikujkWiAWj
�

[ U�= [ ulk ]k;l ] =
X
i=1

r X
j=1

r ¡
UU�

�
ij
WiAWj

�

[ UU�=1 car U unitaire ] =
X
i=1

r X
j=1

r

1ijWiAWj
� =

X
i=1

nm

WiAWi
� = �(A)
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Cette situation est en fait générale. En e�et, on a le résultat suivant [PM990, �4.2] :

Proposition. Si (Vk)k; (Wk)k 2
¡
Mm;n(C)

�r
sont deux décompositions en opérateurs de Kraus de �,

alors 9[ ukl ]16k;l6r2MUr(C) une matrice unitaire telle que

8k 2 J1; rK; Vk =
X
l=1

r

ulkWl

Note. Si on pose  max :=
1

n
p

P
i=1
n êi 
 êi =

1

n
p

P
i=1
n jii 
 jii 2 H1 
H1 l'état maximalement intriqué (avec

(êi)16i6n=(jii)16i6n une base orthonormale de H1), puis l'opérateur statistique associé sur H1
H1

Pmax :=  max  max
� = j maxih maxj = /1 n

X
16i;j6n

jiihj j 
 jiihj j =�
1
n

2664 j1ih1j ::: j1ihnj
��� ��� ���

jnih1j ::: jnihnj

3775
( /1 n �E sous forme matricielle dans la preuve de décomposition en opérateurs de Kraus), on dit que

P� :=
¡
�
 idL(H1)

�
(Pmax) = /1 n

X
16i;j6n

�
¡
jiihj j

�

 jiihj j =�

1
n

2664 �
¡
j1ih1j

�
::: �

¡
j1ihnj

�
��� ��� ���

�
¡
jnih1j

�
::: �

¡
jnihnj

�
3775

( /1 n �C� sous forme matricielle) est l'état dual de la transformation �. Lorsque � est complètement positive, on a bien
que P�2L+(H2
H1), et lorsque � préserve la trace (cf. proposition 15), on a

tr(P�) =
1

n
tr(C�) =

1

n

X
i=1

n

tr
¡
�(Eii)

�
=

1

n

X
i=1

n

tr(Eii) =
n
n
= 1

donc P� est bien un opérateur statistique sur H2
H1. Cet état encode toute l'information sur la transformation �.
L'interprétation physique est simple si l'on regarde � comme un canal de communication : Alice prépare un état maximalement
intriqué  max et en envoie une copie par � à Bob. Alors P� est l'état du couplage entre le système de Bob et du système
d'Alice (H2
H1).

Todo : [Vers.2002, eq. (7)]

2.4. Retour aux canaux quantiques

On est maintenant en mesure de répondre à la question centrale : La condition de complète positivité
est-elle su�sante pour que tout opérateur d'évolution soit un canal quantique ?

Soient �1 : L(Hs;1)¡!L(Ho;1) et �2 : L(Hs;2)¡!L(Ho;2) deux transformations complètement
positives et préservant la trace. On veut montrer que

�1
�2 : L(Hs;1
Hs;2)¡!L(Hs;2
Ho;2)

est un opérateur d'évolution quantique, c'est à dire positif et préservant la trace. Pour que tout reste
cohérent, on s'attend même à ce que �1
�2 soit complètement positif.

Proposition 15. Soit � : L(H1)¡!L(H2) une transformation complètement positive, et

� = A 7¡!
X
k=1

r

MkAMk
� avec (Mk)16k6r2L(H1;H2)r

n'importe quelle décomposition de Choi-Kraus de �. Alors

� préserve la trace ()
X
k=1

r

Mk
�Mk = 1H1
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Démonstration. ((=) : 8A2L(H1), la trace de A est préservée car

tr
¡
�(A)

�
= tr

�X
k=1

r

MkAMk
�
�
=
X
k=1

r

tr(MkAMk
�) =

X
k=1

r

tr(AMk
�Mk) = tr

�
A
X
k=1

r

Mk
�Mk

�
= tr(A1) = tr(A)

(=)) :

Par préservation de la trace, et par le même calcul, on doit avoir 8A2L(H1),

tr(A) = tr
¡
�(A)

�
= tr(AU ) avec U =

X
k=1

r

Mk
�Mk

En particulier, si on identi�e matrice et opérateur, on a 8i; j 2 J1; nK et pour A=Eij,

si i=/ j : 0= tr(Eij) = tr(EijU)= uii
si i= j : 1= tr(Eii) = tr(EiiU)=uij

avec [ uij ]16i;j6n=U . Donc U =1H1. �

Ce que nous dit cette proposition ainsi que la caractérisation (8), c'est que tout opérateur d'évolution com-
plètement positif � : L(Hs)¡!L(Ho) est représenté par un système de mesure

¡
Mk : Hs¡!Ho

�
16k6r

à r issues que l'on voit sous la forme (12), toujours de façon non unique.

Ainsi, si l'on revient à nos transformations �1 et �2, on peut écrire

�1 = A 7¡!
X
k=1

r

M1;kAM1;k
� et �2 = B 7¡!

X
k=1

s

M2;kBM2;k
�

Alors 8A2L(Hs;1), 8B 2L(Hs;2), on observe que16

¡
�1
�2

�
(A
sB) =

 X
k=1

r

M1;kAM1;k
�

!

o

 X
l=1

s

M2;lBM2;l
�

!

[ isomorphisme (18) ] =
X
k=1

r X
l=1

s

(M1;kAM1;k
� )
o (M2;lBM2;l

� )

=
X
k=1

r X
l=1

s

(M1;k
s,oM2;l) (A
sB) (M1;k
s,oM2;l)�

Et comme la famille
�
A
B : A2L(Hs;1); B 2L(Hs;2)

	
génère L(Hs;1
H2), on en déduit que l'opé-

rateur d'évolution couplée des systèmes 1 et 2 se met sous la forme

�1
�2 = C 7¡!
X
k=1

r X
l=1

s

MklCMkl
� avec Mkl=M1;k
M2;l (25)

Donc par la proposition 13, �1
�2 est complètement positif. C'est en particulier une transformation
positive ! En�n, la famille

¡
Mkl : Hs;1
Hs;2¡!Hs;2
Ho;2

�
16k6r;16l6s représente bien un système

16. Si l'on veut être très explicite, par dé�nition du produit tensoriel d'applications et par l'isomorphisme de Kronecker,

(M1;kAM1;k
� )
o (M2;lBM2;l

� ) = M1;k(A(M1;k
� (�1)))
oM2;l(B(M2;l

� (�2)))
= (M1;k
s,oM2;l)(A(M1;k

� (�1))
sB(M2;l
� (�2)))

= (M1;k
s,oM2;l)((A
sB)(M1;k
� (�1)
sM2;l

� (�2)))
= (M1;k
s,oM2;l)((A
sB)((M1;k

� 
o,sM2;l
� )(�1 
o �2)))

et on véri�e que M1;k
� 
o,sM2;l

� =(M1;k
s,oM2;l)
�.
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de mesure avec la proposition 15 car, de la même façon,X
k=1

r X
l=1

s

Mkl
� Mkl =

X
k=1

r X
l=1

s

(M1;k
M2;l)� (M1;k
M2;l)

=
X
k=1

r X
l=1

s

(M1;k
� M1;k)
 (M2;l

� M2;l)

=

�X
k=1

r

M1;k
� M1;k

�


�X
l=1

s

M2;l
� M2;l

�
= 1Hs;1
1Hs;2 = 1Hs;1
Hs;2

Ainsi, �1
�2 est donc bien un opérateur d'évolution : positif et préservant la trace, ce qui est équivalent
(par le théorème 5) à dire que les opérateurs statistiques, représentant les mélanges d'états, sont envoyés
sur des opérateurs de densité : 8P 2Ltr1+ (Hs;1
Hs;2); (�1
�2)(P ) 2Ltr1+ (Hs;2
Ho;2).

Corollaire 16. Les canaux quantiques, entre les espaces de Hilbert de dimension �nie Hs et Ho, sont
exactement les opérateurs d'évolution complètement positifs, c'est à dire les transformations linéaires
L(Hs)¡!L(Ho) complètement positives préservant la trace (completely positive trace preserving,
CPTP) :

CanauxQuantiques(Hs;Ho) =
�
� : L(Hs)¡!

lin. L(Ho) CPTP
	

3. Conclusion
On a ainsi identi�é l'outil de base de la théorie quantique de l'information :

les transformations complètement positives préservant la trace, agissant sur des mélanges d'états

Il est à noter que cette notion, bien que très utiliseé en théorie quantique de l'information ainsi qu'en
informatique et communication quantique, n'est pas l'outil le plus général : on peut avoir à considérer des
transformations à trace décroissante, et éventuellement des applications non complètement positives si l'on
accepte pas l'axiome 8 en toute généralité.

Les applications complètement positives disposent aussi d'un autre décomposition, donnée par le théorème
de dilatation de Stinespring. Cette décomposition a l'avantage de se généraliser en dimension in�nie, ce
qui permet de généraliser notre conclusion en dimension in�nie [Paulsen, th. 4.1] :

Théorème 17. Soient A une C*-algèbre unitaire, B(H) l'algèbre des opérateurs bornés sur un espace de
Hilbert H, et une transformation complètement positive �:A¡!B(H).
Alors il existe un espace de Hilbert K, un �-morphisme unitaire �:A¡!B(K), et un opérateur borné V :
H¡!K avec kV k2= k�(1A)k tel que

8a2A; �(a)=V ��(a)V

À partir d'ici, on pourrait étudier les canaux de communication quantique (leur capacité, la correction
d'erreurs, la compression et l'entropie) [PM990],[Watrous], les mécanismes d'intrication quantique et de
téléportation, l'algorithmique quantique, ou encore la théorie de la mesure quantique. Du point de vue
mathématique, l'étude des applications complètement positives est toujours active [Poon2009],[Vers.2002,
� II].
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