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Chapitre 1

Eléments de mathématiques

1.1 Les objets

1.1.1 Ensembles et éléments

Définition
On appelle ensemble toute collection d’objets appelés éléments de cet ensemble. Pour signifier
qu’un élément x appartient & un ensemble E, on écrit 2z € E. Sinon, on écritx ¢ E.

Exemple N, Z Q, R et C sont les ensembles de nombres usuels.

Exemple {a,b,..., s} désigne I’ensemble constitué des éléments a, b, ..., s et uniquement cela.

Exemple {2k/k € Z} désigne I’ensemble des éléments de la forme 2k avec k décrivant Z, a savoir les
nombres pairs.

Définition
Deux ensembles F et F' sont dits égaux s’ils sont constitués des mémes éléments. On note
alors £ = F.

Exemple {a,b} = {b,a}.

Définition
On appelle ensemble vide I’ensemble constitué d’aucun élément, on le note {).

Remarque La notation {} est caduque. La notation {(}} ne désigne par I’ensemble vide mais un
ensemble constitué d’un élément qui est I’ensemble vide.
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1.1. LES OBJETS

Définition
Etant donnés deux ensembles E et F', on appelle intersection de E et F' 'ensemble E N F'
formés des éléments communs a E et F'.

Définition
Etant donnés deux ensembles £ et F', on appelle union de £ et F' I’ensemble £/ U F' formés
des éléments de 1’un et de 1’autre ensemble.

1.1.2 Inclusion

FE désigne un ensemble.

Définition

Un ensemble F’ est dit inclus dans F si tous les éléments de F' sont aussi éléments de £. On
note alors ' C E.

Exemple {a,c} C {a,b,c}.

Définition
On appelle partie (ou sous-ensemble) de E, tout ensemble F' dont les éléments sont tous
éléments de E c’est-a-dire tout ensemble inclus dans F'.

Exemple () et F sont des parties de F.

Définition

] On appelle ensemble des parties de E I’ensemble, noté P(E'), formé des sous-ensembles de E.

Exemple Si E = {a,b, c} alors
P(E) ={0.{a},{b} ,{c},{a,b},{b,c} ,{c,a},{a,b,c}}

1.1.3 Produit cartésien
1.1.3.1 Couple

Définition
A partir de deux éléments a et b, on forme un nouvel élément appelé couple (a,b) défini de

sorte que :
(a,b) = (a", V) a=detb=10

Remarque Lorsque a # b, (a,b) # (b, a).

Définition
On appelle produit cartésien de E par F' I’ensemble formé des couples (a, b) avec a dans F et
bdans F'. On le note E x F.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

Exemple Pour F = {a,b,c} et F = {1,2}
E x F={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}

Remarque Lorsque F et F' sont des ensembles distincts non vides : £ x F' # F x E.

Remarque Lorsque £ = F, il est usuel de noter £ au lieude F x E.

Exemple R? = {(z,y)/2 € R,y € R} est usuellement visualisé comme un plan.

A{0}>< R
z,
ol ‘( Y)
_ Rx{o)
0.0) !

1.1.3.2 Multiplet
Définition

A partir d’éléments ay, ..., a,, (avec n € N* ), on forme le n uplet (ay, ..., a,) défini de sorte

que :

(a1,...,a,) = (ay,...,a) & Vie{l,...,n},a; = a,

Définition

On appelle produit cartésien des ensembles E1, ..., E, (avec n € N* ) I’ensemble formé des n
uplets (ay, ..., a,) avec pour tout i € {1,2,...,n}, a; € E;.
n

On le note F/; X --- X E,, ou encore H FE;.
i=1

Remarque Si £y =--- = FE, = F alorsonnote E™ aulieude F X --- X E (n termes).

Exemple R® = {(z,y,2)/z € R,y € R, z € R} est usuellement visualisé comme un espace de
dimension 3.

Exemple On pressent que R™ permet de visualiser la dimension n. ..
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1.1. LES OBJETS

1.1.4 Fonctions et applications

FE et F' désignent des ensembles
Définition
Une application (ou fonction) f de E vers F est une « manipulation »qui & chaque élément x
de E associe un et un seul élément y de F'.
L’élément y est alors noté f(z) et est appelé image de x par f.
Onnote f : E — F pour signifier que f est une application de E vers F.
On note F(E, F) I’ensemble des applications de E vers F.

Remarque Pour définir une application f : £ — F' il suffit de préciser comment a chaque élément = de
E est associé son image f(z) dans F'.
C’est le principe des notations :

E—F

b}

T ..
- f: E — F définie par f(z) =...;
- f:x — ...définie sur F et a valeurs dans F'.

R—R
Exemple e®  estune application.
T
2 +1

R—-R

Exemple { x siz > 0 estune application.
x>

—x sinon

N—=Z o
Exemple 9 est une application.

n—n"—n+1

R* > R .
Exemple est une application.

(z,y) =z +y

FR,R) —» R o
Exemple est une application.

f=f(0)
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

1.2 Notions de logique

1.2.1 Assertion

Définition
On appelle assertion toute phrase mathématique significative susceptible d’étre vraie (V) ou
fausse (F).

Exemple P = « 3 > 2 »est une assertion vraie.
Q =« 2+ 2 =15 »est une assertion fausse.

Remarque Lorsque la valeur de vérité d’une assertion P dépend des valeurs prises par un parametre
(resp. par plusieurs parametres x, ¥, . . . ) on note souvent celle-ci P(x) (resp. P(z,y,...) ) pour le
souligner.

On parle parfois de prédicat plutdt que d’assertion.

Exemple P(x) = « = > 0 »est une assertion dépendant d’un parametre x réel.
Q(z) = « © + y = z »est une assertion dépendant de z, y, z réels.
P(2) et (1,2, 3) sont vraies.

Définition
Deux assertions P et Q ayant mémes valeurs de vérité sont dites équivalentes et on note P ~

Q.

Exemple « x>0 »~« —x <0 »

Définition
Soit P(x) une assertion dépendant d’un paramétre = élément de E.
On note {z € Etel que P(z)} ou {zx € E/P(x)} la partiec de E formée des éléments x
qui rendent I’assertion P(z) vraie. On dit que I’ensemble est défini en compréhension par
opposition avec un ensemble dont on liste les éléments qui est dit défini en extension.

Exemple {z e R/1 <z <2} =]1,2],
{z e R/2® > 0} =R*.
{n € Z/n estpair} = {2k/k € Z}.

Remarque Résoudre une équation consiste a décrire un ensemble défini en compréhension (i.e. défini
par I’équation étudiée) en un ensemble défini par la description de ses éléments.
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1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

1.2.2 Négation

Soit P une assertion.

Définition

On appelle négation de P, I’assertion notée non(P) définie comme étant vraie lorsque P est
fausse et inversement.

On peut aussi dire que ’assertion non(P) est définie par la table de vérité :

non(P)

o<

F
v

Exemple Pour P(z) =« x > 0 »onanon(P(z)) ~« z <0 »

Proposition
| non(non(P)) ~ P.

dém. :
P | non(P) | non(non(P))
v F v
F V F

0

Remarque On note parfois = ou P au lieu de non(P).

1.2.3 Conjonction et disjonction

Soient P, Q et R des assertions.

Définition

On appelle conjonction (resp. disjonction) de ces deux assertions, 1’assertion notée P et Q
(resp. P ou Q ) définie comme étant vraie si, et seulement si, P et Q le sont toutes les deux
(resp. lorsqu’au moins 1’'une des deux 1’est). On a donc :

PlO|PetQ | Poul
VIV 1% 1%
VIF F 1%
F|V F 1%
F|F F F

Exemple « 0<z<1 »~«ax>20etx <1 »
« x 2 0ouz < 0 »estune assertion vraie pour tout x réel.

(/)Le ou francais est souvent exclusif.
Le ou mathématique est inclusif.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

Proposition

non(P et Q) ~ non(P) ou non(Q).
non(P ou Q) ~ non(P) et non(Q).

dém. :

Ces propriétés s’ obtiennent par étude de tables de vérité.

O

Proposition
PetP~P,PouP ~P.
PetO~QetP,Pou@~ QouP,
(PetQ)etR ~Pet(QetR)(quel’onnote alors Pet QetR ),
(Pou@Q)ouR ~ P ou(QouR)(quel’on note alors P ou Q ou R ),
Pet(QouR)~ (PetQ)ou(PetR),
Pou(QetR)~ (PouQ)et(PouR).

dém. :

Ces propriétés s’obtiennent par étude de tables de vérité.

O

Attention : Ecrire P ou O et R sans parentheses n’est pas compréhensible !

Remarque On note parfois P A Q (resp. P V Q) au lieu de P et Q (resp. P ou Q).

1.2.4 TImplications

Soient P et Q deux assertions.

Définition
vraie.

suite »etc.

P=09

Bl BN
SIS IS
<™=

Plus précisément, la valeur de vérité de 1’assertion P = Q est donnée par :

On définit I’assertion P = Q comme étant vraie si Q ne peut pas &tre fausse quand P est

En frangais I’'implication est traduite pas les expressions : « si... alors », « donc », « par

Exemple Pour xréel:x > 1 = 2% > 1 est une implication vraie.

Attention : Lorsque P = Q est vraie, on ne présume rien sur la valeur de vérité de P.
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1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

Remarque Lorsque P = Q est vraie :
- si P est vraie alors Q ’est aussi ;
- si P est fausse alors on ne sait rien sur la valeur de vérité de Q.

Définition
Lorsque P = Q est vraie on dit que :
- P est une condition suffisante (CS) pour Q;
- Q est une condition nécessaire (CN) pour P.

Définition
] Q = P est appelée implication réciproque de P = Q.

Proposition

| (P = Q) ~non(P) ou Q.

dém. :
Pl Q| P= Q|non(P) | non(P)ouQ
VIV |4 F i%
VI F F F F
Fl|V Vv 1% v

O

Proposition

| P = Q ~non(Q) = non(P)

dém. :

non(Q) = non(P) ~ Q ounon(P) ~ P = Q.

O

Définition

] non(Q) = non(P) est appelée contraposée de I'implication P = Q.

Exemple La contraposéede z > 1 = 2> lestz’ < 1=z <1

Proposition
| non(P = Q) ~ P etnon(Q).

dém. :

Par négation de non(P) ou Q.

0

(/)non(P = Q) n’a pas la sens de P = non(Q)

Par passage a la négation le symbole d’implication disparait.

Exemple = > 0 = 22 >1letz > 0= z? < 1sontdes implications toutes deux fausses.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

1.2.5 Equivalence

Soient P et Q deux assertions.

Définition

Onnote P & Qlassertion P = Qet Q = P.

et il suffit »,...
La table de vérité de P < Q est donnée par :

En frangais I’équivalence se traduit par les expressions : « si, et seulement si »(ssi), « il faut

PIOQ|P=Q|Q=>P|P&

VIV v v V

VI|IF F Vv F

F|V 1% F F

F|F v v \%
Exemple Pour z,yréels : 22 = y> &z =youz = —y.

Remarque Lorsque P < Q est vraie, on peut dire que P et Q ont mémes valeurs de vérité et donc

P~Q

Définition

Lorsque P < Q est vraie, on dit que P et Q sont équivalentes et que P est un condition

nécessaire et suffisante (CNS) pour Q.

Proposition
| P < Q ~non(P) < non(Q).

(/)Ne pas écrire d’équivalences abusives !

Chaque équivalence correspond a deux implications et nécessite donc une double réflexion !

Exemple Pour z,yréels : x =y fz? =12,

1.2.6 Quantificateurs

Soit P(x) une assertion dépendant d’un élément x € F.
Définition
On définit I’assertion
Vo € E,P(zx)

comme étant vraie lorsque P(z) est vraie pour tout = dans E.
Cette assertion se lit : « Quel que soit x dans E ona P(x) »

Exemple Vz € R, 2 > 0 est vraie.
Vo € [-1,1], 2% < 2 est vraie.
Va € R, 2% < 2 est fausse.

http://mp.cpgedupuydelome.fr 13

GlOE[C)



1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

Remarque Ecrire Vz, P(z) est insuffisant !

Remarque Dans I’assertion
Vo € E,P(x)

la lettre « a un role muet i.e. qu’elle peut étre remplacée par n’importe quelle autre lettre.

Définition
On définit 1’assertion
Jz € E,P(x)

comme étant vraie lorsque P () est vraie pour au moins un z dans E.
Cette assertion se lit : « Il existe x dans F tel que P(x) ».

Exemple 3z € R, 22 = 1 est vraie.
Jz € R, 22 < 0 est fausse.

Remarque Les remarques précédentes sont encore valables.

Définition
On définit 1’assertion
dlz € E,P(x)

comme étant vraie lorsque P(x) est vraie pour un et un seul élément x dans E.
Cette assertion se lit : « Il existe un unique z dans F tel que P(z) ».

Exemple 3!z € R™ In(x) = 1 (c’est le nombre de Neper)

Exemple Vx € R,Aln € Z,n <z <n+1.

Dans cette assertion, I’entier n apparait apres le x et est par suite susceptible de dépendre de x, on le
note parfois n, afin de le souligner.

Cette assertion est vraie et pour chaque z, I’entier n introduit est appelé partie entiere de x.

()Il ne faut par intervertir sans justification les V et les 3 :
« Vx € R,dn € Z,x < n »est vraie alors que « In € Z,Vx € R, x < n »est fausse.

Remarque Abusivement, on écrit :

Ya > 0 au lieu de Yz € RT,

V0 < z < 1aulieude Vz € [0, 1],

Vz,y € Eaulieude Vz € E,Vy € Eoude V(z,y) € E?....
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

Proposition
non(Vz € E,P(x)) ~ Iz € E,non(P(x)),
non(3z € E,P(x)) ~ Vz € E,non(P(x)).

dém. :

C’est du bon sens !

O

Convention :

Toute assertion commengant par : 3z € () est fausse.

Par négation : toute assertion commengant Vo € () est vraie.

Exemple Soit f : R — R une application.
- la fonction f est la fonction nulle :
Ve €R, f(x) =0;

- la fonction f s’annule :
Jr eR, f(z) =0;

- la fonction f s’annule une seule fois :
Az eR, f(z) =0;

- la fonction f s’annule sur R* :
3z € RT, f(z) =0;

- la fonction f ne s’annule que sur R :
VeeR, f(x)=0=22>0;
- la fonction f ne prend que des valeurs positives :
Vr eR, f(z) =2 0;
- la fonction f ne prend des valeurs positives que sur R™ :
vV eR, f(x) 20=22>0:

- la fonction f est constante :
Va,y €R, f(z) = f(y)

ou encore
AC eR,Vz eR, f(z) =C;

- la fonction f est croissante :
Vo,y eRz <y = f(z) < f(y):
- tout réel possede un antécédent par f :
Vy eR, 3z eR, f(z) =y;
- la fonction f prend des valeurs deux a deux distincts :

Va,y € Ry #y = f(x) # f(y)

ou encore
Vz,y €R, f(z) = fly) = v =y
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1.3. RAISONNEMENTS

1.3 Raisonnements

Une assertion vraie est appelée énoncé, proposition ou théoreme.
La véracité d’une assertion se justifie par une démonstration.
Certaines assertions sont postulées vraies sans démonstration, ce sont les axiomes.

1.3.1 Démonstration d’une assertion

Pour démontrer la véracité d’une assertion P on peut procéder de trois manieres :
(1) Montrer que P découle de résultats antérieurs i.e. déterminer un énoncé Q tel que Q = P soit vraie.

Exemple Montrons
VeeR,z24+1>0

Soitz € R.
On sait que 2% > O et 1 > 0.
Or

az20etb>0=a+b>0

donc z2 +1 > 0.

(2) Opérer par disjonction de cas i.e. déterminer un énoncé Q tel que Q = P et non(Q) = P soient
vraies.

Exemple Montrons que
n(n+1)

N
5 €

Vn € N,
Soitn € N.
Si n est pair alors on peut écrire n = 2k avec k € N et alors

n(n+1)

5 =hk@k+1) €N

Si n est impair alors on peut écrire n = 2k + 1 avec k € N et alors

n(n+1)

5— = @k+)(k+1) N

nn+1)

Dans les deux cas e N.

(3) Raisonner par I’absurde i.e. montrer que non(P) implique un résultat faux.

Exemple Montrons qu’il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tout autre.
Par I’absurde : Supposons qu’il existe N € N tel que Vn € N,n < N.
Pourn=N+1€N,ona N +1< N doncl < 0. Absurde.

(/)En aucun cas, on ne commence le raisonnement par « Supposons P ».
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

1.3.2 Démonstration d’une implication

Pour démontrer la véracité d’une implication P = Q on peut procéder de deux manieres :

(1) Par déduction : on détermine une assertion R telle que : P = R et R = Q.
(avec possibilité d’enchainer plusieurs assertions intermédiaires)

Exemple Soient z,y € R. Montrons
o? = y? = || = ly|

Supposons 2% = y?.
Onaz® —y” = (z—y)(r+y)=0doncz —y=0ouz+y=0.
Par suite * = y ou = —y et donc |z| = |y|.

(2) Par contraposée : on établit non(Q) = non(P).

Exemple Montrons

t¢Q=1+2¢Q

Par contraposée, montrons : 1 +z € Q = z € Q.
Supposons 1 + z € Q. Puisque x = (1 + z) — l,onax € Q.

1.3.3 Démonstration par récurrence

Théoréme
Soit ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ny.
Si
1) P(ng) est vraie;
2) Vn = ng, P(n) vraie = P(n + 1) vraie.
alors
Vn = ng, P(n) est vraie

Exemple Montrons

1
VneN 142+ -+n= @
Procédons par récurrence sur n € N*,
1(1+1
Pournzl:lz%.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.
142+ +(n+1)=1+2+-+n)+(n+1)
Par hypothese de récurrence, on obtient

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

1424+ (n+1)= 5

+(n+1)=

Récurrence établie.
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1.3. RAISONNEMENTS

Exemple Montrons
VneN,2" >n

Procédons par récurrence sur n € N.
Pourn=0:2"=1>0.
Pourn=1:2'=2>1.

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

ontl — 9 % on
Par hypothese de récurrence, 2" > n, donc
2"l > o =n+n>n+1

carn > 1.

Récurrence établie.

Noter qu’ici la récurrence est amorcée a partir du rang ny = 1 et I’étude de P(0) peut étre considérées
comme a part.
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Chapitre 2

Théorie des ensembles

Les ensembles ont déja été brievement présentés, dans ce chapitre on reprend 1’étude de ceux-ci de
maniere plus approfondie.
E, F,G, H désignent des ensembles.

2.1 Ensembles

2.1.1 Inclusion

Définition
On dit que E est inclus dans F, et on note E C F/, si tout élément de F est aussi élément de F'.
Ainsi
FCcCFevVreFExzelF

Exemple ) C E,ECFE

Remarque
E¢gF&sdxeEx¢ F
Proposition
FE=F&sECFetFCEFE
dém. :

Si E¥ = F alors il est immédiat que E est inclus dans F' et F' inclus dans E.
Inversement, si E C F et F' C E alors E et F' sont formés des mémes éléments ce qui permet d’affirmer
E=F.
|
Proposition
EcFetFCG=FECAQG,

19



2.1. ENSEMBLES

2.1.2 Sous ensemble

Définition
On appelle partie (ou sous-ensemble) d’un ensemble E tout ensemble A inclus dans F.
L’ensemble formé des parties de E est noté P(E).

Remarque P(FE) est un ensemble d’ensembles, A € P(FE) < A C E.
Exemple () € P(E),E € P(E), ) C P(E)eten général E ¢ P(E).

Exemple Pour E = {a},P(E) = {0, {a}}.

Pour E = {a,b} ,P(E) = {0,{a}, {b},{a,b}}.

Pour ' = {a,b,c},P(E) = {(Z)v {a}. {0} .{c} . {a,b}.{b.c},{c,a} . {a,b,c}}.
Pour E = (), P(E) = {0}.

2.1.3 Opérations dans P(FE)

Soient A, B, C' trois parties d’un ensemble F.
2.1.3.1 Union et intersection

Définition
On appelle union de A et B 1’ensemble noté AU B formé des éléments de E qui appartiennent
a Aoua B. Ainsi

AUB={x€ E/x € Aouz € B}

Définition
On appelle intersection de A et B I’ensemble not¢ A N B formé des éléments de F qui
appartiennent
a Aeta B. Ainsi
ANB={zx € E/rxec Aetx € B}

Remarque On a toujours les inclusions :

ACAUB,BCAUBetANBCA ANBCB

Proposition

AUA=AANA=A,

AUE=E,ANE=A,

AUD=AAND=0,

AUB=BUAANB=BnNA,
AU(BUC)=(AUB)UCnot¢ AUBUC,
AN(BNC)=(ANnB)NCnoté ANBNC,
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

http://mp.cpgedupuydelome.fr 20 @O0



CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

dém. :

On établit, en raisonnant par équivalence, qu’un élément de E' appartient a la partie du premier membre
si, et seulement si, il appartient a la partie du second membre.

par équivalence.

O

Attention : Ecrire A U B N C n’a pas de sens ; un parenthésage s’impose !

Proposition

SiAcCetBcCcCalors AUB CC.
SiCcAetC c BalorsC C AN B.

2.1.3.2 Complémentaire

Définition
On appelle complémentaire d’une partie A de £ ’ensemble noté Cr A formé des éléments de
E qui ne sont pas dans A. Ainsi

CpA={zcE/r¢A}

Remarque Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur I’ensemble E a I'intérieur duquel on travaille, il est
fréquent de noter A au lieu de Cg A.

Remarque A et Cp A sont des parties disjointes de F.

Exemple CpE = 0,Cpll = E.

Proposition
Cu(CrA) = A,
CE(AUB) =CgANCEgB,
CE(AQB) =CgAUCEB,
ACB<& CgB CCgA.

dém. :
On établit, en raisonnant par équivalence, qu’un élément de E' appartient a la partie du premier membre
si, et seulement si, il appartient a la partie du second membre.

O
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2.1.3.3 Différence
Définition
On appelle ensemble A privé de B 1’ensemble noté A\ B (ou A — B') constitué des éléments

de F qui sont dans A sans étre dans B. Ainsi :

AB={zxe€E/xeAetx ¢ B}

Remarque En général : A\ B # B\ A.

Proposition
] A\B = ANCg(B).

Définition
On appelle différence symétrique de A et B I’ensemble noté AAB déterminé par AAB =
(A\B) U (B\A).

Proposition
| AAB=(AUB)\(ANB).

dém. :
xe€A|lzxzeB|xe AAB |z € (AUB)\(ANB)
v v F F
\% F |4 %4
F v Vv |4
F F F F
O
Proposition
AAA =0, AA) = Aet AAE = CgA.
AAB = BAAet (AAB)AC = AA(BAC).
dém. :

Les premieres propriétés sont immédiates.
La derniere peut s’obtenir par un tableau de vérité comme dans la démonstration précédente.
O

2.1.4 Familles

I désigne un ensemble.
2.1.4.1 Définition

Définition
On appelle famille d’éléments de £ indexée sur I la donnée d’un élément de E pour chaque
indice 7 € I. Si cet élément de E est noté a;, la famille correspondante est notée (a;);e;-
On note E' I’ensemble des familles d’éléments de E indexées sur I.
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Remarque Une famille s’interprete comme étant une liste d’éléments indexés par les éléments d’un
ensemble I.

Remarque L’indice joue un rdle muet : (a;)icr = (a;)jer-

Définition
Soit J une partie de I.
(a;)ies est appelée sous famille de (a;);e;-
(a;)ier est appelée sur famille de (a;);c.

2.1.4.2 Famille finie

Définition
Lorsque I est un ensemble fini, on dit que la famille est finie.
Lorsque I = {1, ...,n} on note souvent (a;)1<i<n au lieu de (a;);er.
Cette famille est alors usuellement confondue avec le n-uplet : (ay, ..., an).

Exemple F = {a,b,c,d}, 1 = a,22 = b,x3 = a,24 = .
(@1, T2, 23, x4) = (z;)1<i<4 est une famille finie d’éléments de E.

2.1.4.3 Suite

Définition
Lorsque I = N, la famille (a,, )nen est appelée suite d’éléments de E.
On note EM I’ensemble de ces suites.

Remarque Ce vocabulaire s’étant au cas ol [ = {n € N/n > ng} (avec ng € Nfixé)oua I =7Z,1la
suite correspondante étant alors notée (@, )n>n, OU (an)nez.

Exemple Posons u,, = 2n + 1 pour tout n € N. (u,,),cn est une suite d’entiers.

Exemple Posons I,, = [1/n,n] pour tout n € N*. (I,,),>1 est une suite d’intervalles.

2.1.4.4 Famille de parties d’un ensemble

Définition
On appelle famille de parties d’un ensemble E, toute famille (A;);c; formée d’éléments de
P(E) i.e. telle que
Viel,A;, CE

Exemple Soit E = {a,b,c,d}.
Posons A; = {a,b}, Az = {b,c} et A5 = {b,c,d}.
(Ai)1gics = (A1, Ag, A3) est une famille de parties de E.
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Définition
Soit (A;);cr une famille de parties de E. On pose :
- U A;={x € E/3i € I,z € A;} appelée union de la famille (A;);cs ;
iel

- ﬂ A; ={xz € E/Vie I,z € A;} appelée intersection de la famille (A;);e;.

iel

Exemple Avec I’exemple ci-dessus

3 3
i=1 1=1

Exemple | J [1/n,n] = R** et ) {-{H — {0}.

n
neN* neN*

Remarque Si I = () alors : U A; =0et ﬂ A; =FE.
iel iel

Définition
Soit (A;);cr une famille de parties de E.
On dit que (A;);er est un recouvrement de F si U A, =F.
icl

Exemple ([—n,n|),cn est un recouvrement de R.

Définition

On dit que (A;);cs est une partition de E si c’est un recouvrement formé de parties non vides

deux a deux disjointes.

Exemple ([n,n + 1[),ez est une partition de R.

2.2 Applications

2.2.1 Définition

Définition
On appelle graphe de E vers F' toute partie I'de F x F.
FE est appelé ensemble de départ et F' ensemble d’arrivée du graphe I'.

Exemple F = {a,b,c,d}, F ={1,2,3,4} etT = {(a, 1), (,2), (¢, 2), (d,4)}.
I'={(a,1),(b,2),(c,2),(d,4)} est un graphe de E vers F.
I = {(a,1),(b,2),(b,3),(c,3)} est un graphe de E vers F.
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Définition
On dit qu’un graphe I" de F vers F est une application f de F vers F’ si

Vo € B,y € Ftelque (z,y) €T

Pour tout z € E, 'unique y € F tel que (z,y) € I est appelé image de x par I’application f,
on la note f(x).

Pourtout y € F,les x € E, s’il en existe, tels que y = f(x) sont appelés antécédents de y par
I’application f.

Onnote f : E — F pour signifier que f est une application de E vers F.

On note F(E, F) I’ensemble des applications de F vers F.

Remarque On parle indifféremment d’application ou de fonction.

Exemple Reprenons I’exemple précédent.

Le graphe I = {(a, 1), (b,2), (¢, 3), (d,2)} est une application f pour laquelle :
fla)=1,f(b) =2, f(c) = 3et f(d) = 2.

Le graphe I = {(a, 1), (b, 2), (b, 3), (¢,3)} n’est pas une application pour deux raisons :
- b a deux images ;

- d n’a pas d’images.

Remarque Si E = () alors tout graphe I" de E vers F est vide.
Puisque la phrase quantifiée Vz € (), 3y € F, (z,y) € D est vraie, on peut dire que () est une application
de E = () vers F : celle-ci est appelée application vide.

Proposition
] Soient f,g: E — F.Ona f =g < Vz € E, f(z) = g(x).

dém. :
Par égalités des graphes définissant f et g.
]

Remarque Pour définir une application f : £ — F' il suffit de préciser comment a chaque élément = de
E est associé son image f(z) dans F'.
E—F
f:

C’est le principe de la syntaxe
C’est désormais ainsi que nous définirons et manipulerons les applications.

E—FE I o
Exemple Idy : est une application appelée identité de £ .
T =T
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- E—=F
Exemple SoitC € F. C': { c est appelée application constante égale a C'.
T —

Remarque La problématique de bonne définition d’une fonction f : F — F définie par une association
x +— f(x) est double :

- au départ : tout élément de E doit posséder une image et une seule ;

- a larrivée : cette image doit €tre dans F'.

Exemple L’application

z—=VaZ+zr+1

{R%RJF

est bien définie car :
-VreR, 22 + 2z + 1> 0etdonc /22 + z + 1 existe ;

-Va24+2x+1eRT.

Exemple Soit A une partie de E.
L’ application

| P(E) = P(A)
UK X—XnNnA

est bien définie.

Exemple Soit A une partie de E.
Considérons

E — {0,1}

XA : { 1 sizcA
T > .
0 sinon

X A est appelée application caractéristique de A.

Remarque Les familles d’éléments de F indexée sur I sont en fait des applications de [ vers E. En
effet, une famille (a;);c; se comprend comme une application qui & ¢ € I associe a; € F.
En particulier les suites d’éléments de E indexées sur N, correspondent aux fonctions de N vers F.
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2.2.2 Composition d’applications

Définition
Soient f : E — Fetg: F — Q.
On appelle composée de f par g I’application g o f : £ — G définie par :

Ve e E,(go f)(z) = g(f(x))

Symboliquement :
ELr4a
—
gof

Remarque ¢ o f est bien définie car ’ensemble d’arrivée de f coincide avec I’ensemble de départ de g.

Remarque Lorsque G = F, on peut a la fois définir f o g et g o f mais en général : fog # go f.
D’ailleursgo f : E — Eet fog: F — F.

Exemple Soient

R—R R—R
: etg:
/ A T

(g0 )@) =2+ Let (fog)() = (x+ 1) donc go f # fog.

Proposition
Soient f: E — F,g: F - Geth:G— H.
On a
(hog)of=ho(gof)

Cette application est encore notée h o g o f.

dém. :
Commencons par notons que les composées proposées sont effectivement possibles.
Ensuite, pour tout z € F,

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x)))
et
[ho(go f)](z) =h(go f(x)) =h(g(f(x)))
Puisque les applications (h o g) o f et ho (g o f) coincidents pour chaque x € E, elles sont égales.
O
Proposition
Soit f: B — F.
Ona foldg = fetldpo f=f.

dém. :

Les composées proposées ci-dessus sont effectivement possibles.

On vérifie ensuite 1’égalités des applications étudiées en chaque élément de leur ensemble de départ.
|
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2.2.3 Injection et surjection
2.2.3.1 Injection

Définition
On dit que f : E — F estinjective si f ne prend jamais deux fois la méme valeur i.e. :

Vaz,2' € E,x # 2’ = f(x) # f(a2')

Remarque La contraposée de © # 2’ = f(z) # f(2') est f(z) = f(2') =z =2’
Pour établir I’injectivité de f, on montre I’une ou I’autre de ces deux implications, en pratique, c’est
plut6t la deuxieme.

Exemple Idg est injective.

Exemple L’application
s R—R
2"+ 1
est injective.
Soient z, 2’ € R.
Supposons f(z) = f(z').

Ona2e” 41 =2¢” + 1donce” = e” puis, en composant avec le logarithme népérien, v = z’.
Ainsi f est injective.

Exemple Soit f : R — R une fonction strictement croissante.

Montrons que f est injective.

Soient z, 2’ € R.

Supposons = # 2.

Quitte 2 échanger x et 2, on peut supposer z < z’.

Par la stricte croissance de f, on a alors f(z) < f(2) etdonc f(x) # f(z').
Ainsi f est injective.

Attention : L’implication d’injectivité n’est pas :
z=1'= f(z) = f(2')

Cette derniere implication est d’ailleurs vérifiée par toute application f !

Remarque Par négation

f: E — F noninjective < Jz,2’ € F, f(z) = f(2') etz # 2’
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Exemple L’application
R—R
[ 2
=T
n’est pas injective.

Eneffet f(1) = f(—1) alorsque 1 # —1

Proposition

] Sif: E— Fetg: F — G sontinjectives alors g o f 1’est aussi.

dém. :

Soient x, 2’ € E.

Supposons (g f)(x) = (g f)(x).
Onag(f(z)) =g(f(z)).

Par I’injectivité de g, on obtient f(z) = f(z').
Par I’injectivité de f, on obtient x = .
Finalement, g o f est injective.

|

2.2.3.2 Surjection

Définition

Soit f : E — F. On dit que f est surjective si chaque élément de F' possede au moins un

antécédent par f i.e. :
Yy e F,3z € E,y = f(x)

Remarque Pour justifier la surjectivité de f : E — F, il suffit, pour chaque y € F, de justifier

I’existence d’une solution a I’équation y = f(z).
Exemple Idg est surjective.

Exemple L’application

JZ—->N
° nw— |n|+1

est surjective.
En effet pour toutm € N*, f(m—1)=|m—-1|+1=m—-1+1=m.
Ainsi chaque m € N* posséde au moins un antécédent dans Z.

Exemple L’application
C—-C
[ 2
Z 2

est surjective.
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En effet, considérons Z € C.

On peut écrire Z = re'? avec r >0eth €R.

Pour z = \/re'?/2 € C,ona f(z) = 22 = re? = Z.

Ainsi, chaque Z € C possede au moins un antécédent dans C.

Attention : Ne pas confondre la surjectivité avec :
Ve e E,Jy € F,y = f(x)

assertion qui est vraie pour toute application f.

Remarque Par négation

f: E — F nonsurjective < Jy € F,Vx € E,y # f(x)

Exemple L’application
R—=R
[ 2
T
n’est pas surjective. En effet I’élément —1 € R ne possede par d’antécédent par f.

Proposition
] Sif:FE — Fetg: I — G sont surjectives alors g o f I’est aussi.

dém. :

Soit z € G.

Par la surjectivité de g, il existe y € F tel que g(y) = =
Par la surjectivité de f, il existe € E tel que f(x) = y.

Onaalors (g o f)(z) = g(f(z)) = g(y) = 2.
Ainsi chaque élément de G posséde au moins un antécédent par g o f, I’application g o f est surjective.

O

2.2.4 Bijection
2.2.4.1 Définition
Définition

Soit f : E — F. On dit que f est bijective si chaque élément de F' posséde un unique
antécédent par f dans F i.e. :

Vye F,3lz € E,y = f(x)

Remarque Pour montrer que f : E — F est bijective il suffit d’établir que, pour chaque y € F,
I’équation y = f(x) posséde une unique solution z € E.
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Exemple L’application

Rt — [1, 4+o0]
’ r=z+1

est bijective.
En effet, soitz € R ety € [1, +o0 .
y=fr)ey=r"+1er’=y-ler=

(carx>0ety >1).

Par cette chaine d’équivalence, on peut affirmer que 1’équation y = f(z) posséde une solution unique

x € R pour chaque y € [1,+o0[; I'application f est donc bien bijective.

Attention : Ne pas confondre la bijectivité avec
Ve e E,3lye F,y = f(x)
propriété qui est vérifiée par toute fonction.

Proposition
Soit f : E — F. On a équivalence entre :
(i) f est bijective ;
(ii) f est injective et surjective.

dém. :

(1) = (i)

Si f est bijective alors f est clairement surjective. Etablissons I’injectivité :

Soient z, 2" € E. Supposons f(z) = f(z').

Poury = f(x) = f(z') € F, x et 2’ sont des antécédents de y.
Or f étant bijective, y ne posseéde qu’un antécédent, donc = = z'.
(i) = (1)

Supposons f injective et surjective.

Soity € F.

Comme f est surjective, il existe « € E tel que y = f(x)

Soit de plus 2’ € E tel que y = f(z').

On aalors f(x) = f(z'), or f estinjective, donc x = 2.

Par suite il existe un unique x € F tel que y = f(x). Ainsi f est bijective.
O

Exemple Idg est bijective.

Exemple Soit f : N — 7Z définie par

[ n/2 si n est pair
) = { —(n+1)/2 sinon

Visualisons les premieres valeurs de f :

fm) [0 -1 1 —2 2 -3
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La fonction f est bien définie.

En effet, quand n est pair et quand n est impair, les formules déterminant f(n) donnent un entier.
De plus, on remarque que pour 7 pair, f(n) > 0 alors que pour n impair : f(n) < 0..

Etudions la bijectivité de f via injectivité et surjectivité.

Soient n,n’ € N. Supposons f(n) = f(n').

Puisque f(n) et f(n') sont égaux, ils ont le méme signe et donc n et n’ ont la méme parité.

Si n et n’ sont pairs alors 1’égalité f(n) = f(n’) donne n/2 = n'/2 et donc n = n'.

Sin etn’ sont impairs alors I'égalité f(n) = f(n') donne (n+1)/2 = (n’ + 1)/2 et on retrouve encore
n=n'

Ainsi f est injective. Etudions maintenant la surjectivité.

Soitm € Z.

Sim > 0 alors, pourn = 2m € N,on a f(n) = n/2 = m car n est pair.

Sim < 0alors, pourn = —(2m+ 1) € N,ona f(n) = —(n+ 1)/2 = m car n est impair.
Dans tous les cas, on observe que m posseéde au moins un antécédent par f.

Ainsi f est surjective et finalement f est bijective.

ont le

Proposition
| Sif:E— Fetg: F — G sont bijectives alors g o f I'est aussi.

dém. :
Via injectivité et surjectivité.
O

2.2.4.2 Application réciproque

Proposition
Soient f : E — Fetg: F— Q.
Si g o f est injective alors f est injective.
Si g o f est surjective alors g est surjective.

dém. :

Supposons g o f injective.

Soient z, 2’ € E. Supposons f(x) = f(z').

Onaalors g(f(z)) = g(f(2')) ie. (g0 f)(x) = (g0 f)(z').

Par I’injectivité de g o f, on obtient = 2. Ainsi f est injective.

Supposons maintenant g o f surjective.

Soit z € G. Par la surjectivité de g o f, il existe z € E tel que z = (g o f)(z).
Poury = f(x) € F,ona g(y) = g(f(x)) = (g f)(x) = 2.

Ainsi chaque z € G posséde au moins un antécédent y € F pour ’application g et on peut affirmer que
g est surjective.

g

Théoréeme
Soit f : E — F. On a équivalence entre :
(i) f est bijective ;
(ii) il existe une application g : F' — E'telleque go f =Idg et f o g = Idp.
De plus, si tel est le cas, I’application g ci-dessus est unique.
On I’appelle application réciproque de f et on la note f~*.
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dém. :
Les compositions proposées dans le (ii) sont possibles.
(ii) = (i) Supposons (ii)
L’application g o f = Idg est injective donc f est injective.
L’application f o g = Idf est surjective donc f est surjective.
Ainsi f est bijective.
(1) = (i)
Supposons f bijective. On a
Vye F,3lz € E,y = f(x)

Posons alors g(y) = x, ce qui définit une application g : ' — E.
Ve e E,g(f(x)) ==

carsiy = f(x) alors g(y) = .
VyeF, flgly) =y

car si z = g(y) alors f(x) = y.

Par suite
gof=Idget fog=Idp
De plus :
Soit h : F — E une application telle que ho f =Idg et f o h = Idp.
Ona

h=heldp=ho(fog)=(hof)og=Ildgog=y
Ainsi, il y a unicité de 1’application g introduite en (ii).
|

Exemple L’application réciproque de Idg est Idg.
Eneffet Idg o Idp = ldg et Idg o Idg = Idg.

Corollaire
Si f : E — F est bijective alors on peut introduire f ™! : F — Fetona: f 'o f =1Idget
fof ' =1Idp.

Corollaire
Soit f : E — F. Siondétermine g : F' — FEtelleque go f = Idg et f o g = Idp alors on
peut conclure : f bijective et f~1 = g.

Exemple Soit

N — N~
s
n—n+1
Montrons s bijective et déterminons s ..
Considérons
N*— N
p:
n—n-—1
L application p est bien définie.
On vérifie aisément s o p = Idy- et p o s = Idy ; on peut donc conclure que s est bijective et s~1 = p.
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Attention : Il faut observer deux composées égales a I’identité avant de conclure a la bijectivité.

Exemple Soient f : R — R" et g : Rt — R définies par f(z) = 2% et g(x) = /2.
Onago f = Idg+ alors que ni f, ni g, ne sont bijectives !

Proposition
Si f : E — F est bijective alors f ! est bijective et

=

dém. :

Supposons f bijective. On peut introduire f~! : F — E.

Comme fo f~! =Idpet f~1o f =Idg, par le deuxieéme corollaire appliqué & f ! (en prenant g = f )
on peut conclure f~! bijective et (f~1)~! = f.

O
Proposition
Sif:FE — Fetg:F — G sont bijectives alors g o f aussi
(gof) ™t =flog™!
dém. :

On sait déja que g o f est bijective.

Puisque (go f) "' o (go f) = Idg on a, en composant avec f ', (go f) "' og = f~! puis, en composant
avec g~ ', (go f) t=f"log™"

O

2.2.4.3 Permutation

Définition
On appelle permutation de E toute application bijective de F dans lui-méme.
On note G(E) I’ensemble des permutations de E.

Exemple Idg est une permutation de E.

Proposition
Vf,9 € 6(E), foge&(E)etgo f e &(E).
VfeGS(E), f!e&(E).

Définition

] On appelle involution de E toute application f : E — FEtelleque fo f =1dg.

Proposition
Soit f : E — E. On a équivalence entre :
(i) f est une involution ;
(ii) f est bijective et f~! = f.
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Exemple Idg est une involution.

Exemple L’application
C—-C
[ _
2z

est une involution.

Exemple L’application
£ P(E) = P(E)

est une involution.

2.2.5 Image directe, image réciproque d’une partie.

2.2.5.1 Image directe

Définition
On appelle image directe de A € P(FE) par f : E — F I’ensemble noté f(A) formé des
valeurs prises par f sur A.
Ainsi

J(A) = {f(a) avec a € A} = {f(a) /2 € A}

Exemple Pour A = {«}, f(A4) = {f(x)}.

Pour A = {z,y}, f(A) = {f(z), f(y)}.
Pour A =0, f(A) = 0.

Exemple Soit f : R — R définie par f(z) = 22. f([~1,2]) = [0,4], f(R) = R*.

Remarque f(A) peut aussi se voir comme étant formé des y € F' qui possédent au moins un
antécédent dans A. Ainsi :
ye f(A)edredy=f(z)

Cette équivalence est fondamentale : elle caractérise 1’appartenance a la partie f(A).

Exemple Soient A, B C E. Montrons
f(ANB) C f(A) N f(B)

Soity € f(AN B).
Nexiste x € AN Btel que y = f(x).
Puisque z € A,y = f(x) € f(A). Deméme y € f(B)etdoncy € f(A)N f(B).
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Définition
Soit f: E— F.
On appelle image de f I’ensemble noté Im f constitué des valeurs prises par f sur E.
Ainsi

Imf = f(E) ={f(z)/z € E}

Exemple Soit f : R — R définie par f(z) = z2. OnaImf = RT.

Exemple Soit f : C — C définie par f(z) = e*. Déterminons Imj.
On a pour tout z € C, e* # 0 donc Imf C C*.
Inversement, soit Z € C*.
On peut écrire Z = pe'’ avec p = |Z| et § € R.
Pour z = In(p) 4+ i0 € C,onae®* = Z donc Z € Imf. Ainsi C* C Imf.
Finalement
Imf =C”*

Proposition

] [+ E — F estsurjective si, et seulement si, Imf = F'.

dém. :
Les éléments de Im f sont ceux de F' possédant au moins un antécédent par f...
O

2.2.5.2 Image réciproque

Définition
On appelle image réciproque de B € P(F) par f : E — F I’ensemble noté f~*(B) formé
des antécédents des éléments de B.
Ainsi

f7Y(B) ={z € E/f(x) € B}

Attention : La notation f~'(B) ne signifie pas I’existence de I’application réciproque de f.

Exemple Considérons
R—-R
[ 2
T
F7H0,1) = [-1,1], fHRF) = R,..
Exemple Poury € F, f~*({y}) correspond a I’ensemble des antécédents de y.

Ainsi

yelmf < [~ ({y}) #0
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Exemple f~(0) =0, fY(F) = E, f~}(Imf) = E.

Remarque Par définition de f~'(B), on a, pour z € E :

refYB)e f(x)€B
Cette équivalence est fondamentale : elle caractérise I”appartenance 2 la partie f~*(B).

Exemple Soient A, B C F. Montrons que
fTHAUB) = YA U fH(B)
Soitx € E.
refY(AUB) & f(z) € AUB < f(z) € Aou f(z) € B
puis
ref Y (AUB)szc f M (Aouze fT{(B)exc f (AU YB)

On peut alors conclure
fHAUB) =TI (AU (B

2.2.6 Prolongement et restriction d’une application

Définition
Soient F, E, F, F quatre ensembles tels que £ C EetF CF.
Considérons f: E — Fet f : E — F.
On dit que f prolonge f si
Vo € E, f(z) = f(z)

Exemple Le module complexe est un prolongement de la valeur absolue.
L’exponentielle complexe est un prolongement de 1’exponentielle réelle.

Définition
Soient f : E — F, A C Eet B C F vérifiant
Ve € A, f(z) € B

On appelle restriction de f de A vers B I’application

.{A—>B
e 9@ = f(@)

Remarque La condition
Ve e A, f(x) eB

(i.e. f(A) C B) assure la bonne définition de 1’application g.
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Exemple La restriction de la fonction sinus au départ de [—7/2, 7/2] et a valeurs dans [—1, 1] est
bijective.

Exemple La restriction d’une application injective est injective.

Remarque Soient f : £ — Fet AC E.
L application restreinte

A—F

x— f(x)
est appelée restriction de f a A (au départ) et est notée fa.
Soient f : E — F et B C F telle que Imf C B.

L application restreinte
E—B
z = f(z)

est appelée restriction de f a ’arrivée dans B.
Généralement on la note encore f.

Exemple La restriction d’une application a I’arrivée dans Imf est surjective.

Exemple La restriction d’une application injective a I’arrivée dans Imf est bijective.

2.3 Les ensembles finis
2.3.1 Equipotence d’ensembles
Définition

On dit qu’un ensemble E est équipotent a un ensemble ' s’il existe une bijection de E vers F'.
On note alors E/ ~ F'.

Proposition

E~F,
Ex~F=F=xEF,
ErxrFetF~G=FE~QG.

dém. :
Puisque Idg est une bijection de E vers E, ' ~ E.
Puisque I’application réciproque d’une bijection de E vers F’ est une bijection de F' vers F,

Fx~F=F~F
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Puisque la composée d’une bijection de E vers F' par une bijection de F' vers G est un bijection de E
vers G,
E~FetF~G=E=~G

O

Exemple {a,b,c} et {1,2,3} sont équipotents via la bijection f définie par f(a) =1, f(b) = 2 et
fle) = 3.

Exemple N et N* sont équipotents via la bijection s : n +— n + 1.

Exemple N et Z sont équipotents via la bijection

o n/2 si n pair
n —(n+1)/2 sinon

Exemple On peut montrer que N et N? sont équipotents.
On peut montrer que N et Q sont équipotents.
On peut montrer que N et R ne le sont pas.

Définition
Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a N.

Exemple N, N*, Z, N2 et Q sont dénombrables, R ne 1’est pas.

2.3.2 Cardinal d’un ensemble

Définition
Pour n € N*, on note
N, =[1,n] ={1,2,...,n} etNy =0

Théoreme

Soient n,p € N.

S’il existe une injection de N, dans N,, alors p < n.
S’il existe une surjection de N, sur N,, alors p > n.
S’il existe une bijection de N,, vers N,, alors p = n.

dém. :

La propriété relative a I’existence de bijection de N, vers N,, découle immédiatement des deux précédentes,
il ne reste qu’a établir celles-ci. ..

Par récurrence sur p € N, montrons que pour tout n € N, s’il existe une injection de N, dans N,,
alors p < n.
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Pour p = 0, la propriété p < n est vérifiée.
Supposons la propriété établie au rang p > 0.
Supposons qu’il existe une injection f de N,;; dans N,, pour un certain n € N.
A partir de celle-ci construisons une injection g de N,,4; dans N,, vérifiant g(p + 1) = n.
Si f(p+ 1) = nalors g = f convient.
Si f(p + 1) # n introduisons 1’application 7 de N,, dans lui-méme qui a pour seul effet d’échanger les
éléments n et f(p + 1). Lapplication 7 est clairement bijective. Considérons ensuite ¢ = 7 o f. Par
composition d’applications injectives, g est injective et par construction g(p + 1) = 7(f(p + 1)) = n.
Nous sommes donc parvenu a construire une application g comme voulue. Exploitons celle-ci.
Considérons I"application h : N, — N,,_; définie par h(z) = g(x) pour tout z € N,,.
Comme g est injective, n ne peut avoir d’autres antécédents que p + 1 par g et I’application & ci-dessus
est bien définie a valeurs dans N,,_1.
De plus g étant injective, h : N, — N,,_1, qui est une restriction de g, I’est aussi.
On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence pour conclurep < n —lie.p+1 < n.
Récurrence établie.
Etudions maintenant les surjections de N, sur N,,
Supposons qu’il existe une surjection f de N, sur N,,. A partir de celle-ci, nous allons construire une
injection de N,, dans N, ce qui permettra de conclure.
Pour chaque y € N,,, on peut dire que I’ensemble f~!({y}) est non vide car f est surjective.
Considérons alors z, un élément quelconque de cet ensemble (par exemple z,, = min(f~*({y})) ).
Considérons ensuite 1’application g : N,, — N,, définie par g(y) = z, pour tout y € N,, et montrons
qu’elle est injective.
Pour touty € N, f(9(y)) = f(z,) = y car , est un antécédent de y ; ainsi f o g = Idy,, . L’application
f o g étant injective, I’application g I’est aussi. On peut donc conclure a I’existence d’une injection de N,
dans N, et par I’étude qui précede on a n < p.
O
Définition
On dit qu’un ensemble E est fini s’il existe n € Ntel quei £ =~ N,,.
En vertu du théoréme ci-dessus, cet entier n est unique, on I’appelle cardinal de E et on le note
Card E (ou |E|,#E)
Lorsqu’un ensemble E n’est pas fini, on dit qu’il est infini et on pose Card £ = +o0.

Exemple CardN,, = n,

CardN = 400,

Card {0,1,..,n} =n+1,

Poura < b€ Z,Carda,b] =b—a+ 1.

Exemple Card() = 0,
Card{a} = 1let
1 sia=b

Card {a, b} = { 2 sinon

Remarque Soit £ un ensemble fini.

SiCard E = 0 alors E = ).

Si CardE = n € N* alors il existe une bijection ¢ : N,, — FE.
Pour tout 1 < i < n, posons x; = ¢(i).

Comme ¢ est injective, les z1, ..., x,, sont deux a deux distincts.
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Comme ¢ est surjective, £ = {x1, ..., Tp }.
Ainsi, lorsque E est un ensemble fini a n € N* éléments, on peut indexer ceux-ci de sorte d’écrire

E={xy,...,z,}

avec des z; deux a deux distincts.

2.3.3 Cardinal d’une réunion

Proposition

Soient A et B deux ensembles disjoints.
Si A et B sont finis alors A U B I’est aussi et

Card(AU B) = CardA + CardB

dém. :

Posons n = CardA et p = CardB.

Sin=0oup=0:o0k

Sinon écrivons A = {z1, ..., z,, } avec des z; deux a deux distincts et B = {y1, ..., yp } avec des y; deux
a deux distincts.

Comme A et B sont supposés disjoints, les x; sont distincts des y;.

Considérons alors ¢ : N, , — AU B définie par :

11 est immédiate d’observer que ¢ est une bijection de N,,,, vers A U B ce qui permet de conclure.
O
Corollaire

Soit (A;)1<i<n une famille finie d’ensemble deux a deux disjoints.

Si tous les A; sont des ensembles finis alors U A; ’est aussi et
i=1

Card LnJ A, = z”: CardA;
i=1 i=1

Théoreme
Toute partie d’un ensemble fini est elle-méme finie.

dém. :

Par récurrence sur n € N, montrons que toute partie d’un ensemble a n éléments est finie.
Pourn = 0: ok

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Soit F un ensemble fini a n + 1 éléments.

E= {1'13 ---amn,$n+1}
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avec des x; deux a deux distincts.
Posons

E' ={z1,...,x,}

OnaCard E' = n.

Soit A une partie de .

Si 2,41 ¢ A alors A est une partie de E’ et elle donc finie par hypothese de récurrence.

Si ;41 € A.Posons A" = A\ {z,,11}. A’ est une partie de E’, donc par hypotheése de récurrence A’ est
finie et puisque A = A" U {@,, 41}, A 'est aussi car réunion de deux ensembles finis disjoints.
Récurrence établie

O
Corollaire
Soit A une partie d’un ensemble fini E.
CardCgA = CardE — CardA
CardA < CardF avec égalité si, et seulement si, A = F
dém. :

FE est la réunion des deux parties A et Cg A qui sont disjointes et finies.
On en déduit

CardA + CardCg A = CardFE

Puisque CardC'g A > 0, on obtient CardA < CardFE avec égalité si, et seulement si, CardCg A = 0 i.e.
CrA = () ce qui correspond au cas A = E.
O

Remarque 11 est fréquent d’établir I’égalité de deux ensembles pas une inclusion et une égalité de
cardinaux (finis).

Théoréme
Soient A et B deux ensembles.
Si A et B sont finis alors A U B 1’est aussi et

Card(AU B) = CardA + CardB — Card(A N B)

dém. :
On peut écrire AU B = AU (B\A) avec les ensembles A et B\ A finis et disjoints.
On en déduit que A U B est un ensemble fini et

Card(A U B) = CardA + Card(B\A)

On peut aussi écrire B = (B\A) U (A N B) avec les ensembles B\ A et AN B finis et disjoints.
On en déduit

CardB = Card(B\ A) + Card(A N B)

puis la relation proposée.
O
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Corollaire

Soit (A;);cr une famille finie d’ensembles.

Si tous les A; sont des ensembles finis est fini alors U A; Iest aussi et
i=1

i=1

Card O A; < i CardA;
i=1

2.3.4 Applications entre ensembles finis

Théoreme
Soient E et F' deux ensembles finis.
S’il existe une injection de E' dans F' alors Card ' < CardF'.
S’il existe une surjection de E sur F' alors CardE' > CardF'.
S’il existe une bijection de E vers I alors Card Y = CardF'.

dém. :

Posons p = CardF et n = CardF'.

Il existe ¢ : N, = Eetv : N, — F bijectives.

S’il existe une injection f de E vers F' alors (wfl o fop): N, = N, estinjective et donc p < n.
S’il existe une surjection f de E vers F alors (¢! o f o) : N, — N, est surjective et donc p > n.
S’il existe une bijection f de E vers F alors (¢! o fo ) : N, = N,, est bijective et donc p = n.
|

Proposition

Soient E et F deux ensembleset f : FF — F.
Si A est une partie finie de F alors f(A) est une partie finie de F et

Cardf(A) < CardA

De plus Cardf(A) = CardA si f est injective.

dém. :

Posons n = CardA.

Sin=0alors A=0et f(A) =0:0k

Sin # 0, écrivons A = {x1, ...,z } avec des z; deux a deux distincts.

Onaalors f(A) = {f(x1),..., f(zn)} et donc f(A) est un ensemble fini avec Cardf(A) < n.
Si de plus f est injective, les f(x;) sont deux a deux distincts et donc Cardf(A) = n.

(|

Théoreme
Soient F et F' deux ensembles finis tels que

CardE = CardF'

Toute application injective de E' dans F est bijective.
Toute application surjective de E sur F’ est bijective.

dém. :
Soit f : E— F une application injective.
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Ona f(F) C FetCardf(F) = CardE = CardF donc f(E) = F.

Par suite f est surjective puis bijective.

Soit f : E— F une application surjective.

Par ’absurde, si f n’est pas injective alors il existe , 2" € F tels que z # 2’ et f(x) = f(z').
Onaalors f(E\ {z}) = f(E) = F car f estsurjective et f(z) = f(z).

Or Cardf(E\ {z}) < CardE d’ou CardF' < CardE. C’est absurde.

(l

Corollaire
Soit F un ensemble finiet f : £ — F.
On a équivalence entre :
(1) f est bijective ;
(ii) f est injective ;
(iii) f est surjective.

Attention : Ces résultats ne valent que pour les ensembles finis.

2.4 Dénombrement
2.4.1 Principe des bergers

Théoreme
Soient E/ un ensemble, F' un ensemble finiet o : £ — F'.
S’il existe p € N tel que chaque y € F possede exactement p antécédents par ¢ alors
I’ensemble E est fini et
CardE = p.CardF'

dém. :

Si F = (alors il n’y a qu’une seule application a valeurs dans F, ¢’est I’application vide qui est au départ
de E = (). La propriété est vraie.

Si F' # (), posons n = Card F.

On peut écrire F' = {y1, ..., yn } avec les y; deux a deux distincts.

Posons, pour tout 1 <7 < n, 4; = cp_l({yi}).

Par hypothese, chaque partie A; est finie et CardA; = p.

n
Puisque les parties A; sont deux & deux disjointes et que U A; = E, on peut affirmer que F est finie et
i=1

CardE =Y CardA; = np
i=1

O

http://mp.cpgedupuydelome.fr 44 ©@O®S0



CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES

2.4.2 Produit cartésien

Théoréme
Si E et F' sont deux ensembles finis alors &£ x F'1’est aussi et

CardE x F' = CardE x CardF

dém. :
Considérons ¢ : E x F' — F définie par p(z,y) = y.

Tout élément y de ' posséde exactement Card Y’ antécédents par ¢ et le principe de bergers appliqué a ¢

permet de conclure.

O
Corollaire
Soient Fj, ..., F, une liste d’ensembles finis.
n
HEi —E x..xE,
i=1
est fini et
n n
Card [ [ E; = [ ] CardE;
i=1 i=1
dém. :
n+1 n
Par récurrence, en observant que H E; n’est pas tres différent de H E;, xEq ...
i=1 i=1
O

Exemple Si E est un ensemble fini et n € N* alors E™ est fini et CardE™ = (CardE)".

2.4.3 Dénombrement

Pour dénombrer le nombre d’objets construits par une démarche :
- on multiple lorsque passe d’une étape a 1’étape suivante dans la construction ;
- on somme lorsqu’il y a une alternative strice dans la construction.

Exemple Combien y a-t-il de couples (z,y) € {—2,—1,0,1,2}* tels que zyy > 0 :
Couples solutions avec x = 0 :

5 choix de y et autant de possibilités.

Couples solusions avec > 0 :

2 choix de x et 3 choix de y, soit 6 possibilités.

Couples solutions avec x < 0 :

2 choix de x et 3 choix de y, soit 6 possibilités.

Autotal : 5+ 6 + 6 = 17 possibilités.
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2.4.4 Ensembles d’applications

Théoréme
Si E et F sont deux ensembles finis alors F(E, F') est fini et

CardF(E, F) = (CardF)“E

dém. :

Si E = () alors il n’y a qu’une seule application au départ de E, I’application vide.

Or (CardF)° = 1 donc la relation proposée est exacte.

Si E # () alors, en posant n = CardE, on peut écrire E = {z1, ..., x,} avec les z; deux a deux distincts.
Considérons I’application ¢ : F(E, F) — F™ définie par p(f) = (f(x1),. .., f(zn)).

On vérifie aisément que I’application ¢ est bijective et on en déduit que F(E, F) est fini et

Card(F(E, F)) = CardF™ = (Card F")“™4¥

O

Remarque Démonstration plus simple :

Pour construire une application f : E — F avec E = {x1,...,z,} (etles zy, ..., x, deux a deux
distincts) :

- on choisit f(x1) dans F': CardF' possibilités ;

- on choisit f(x2) dans F': CardF possibilités ;

- on choisit f(x,) dans F': CardF possibilités.
Au total, il y a (CardF')" possibilités et autant d’applications de E vers F.

2.4.5 Ensemble de parties

Théoreme
Si E est un ensemble fini alors P(FE) I’est aussi et

CardP(E) = gCardEs

dém. :
Soit E un ensemble fini a n éléments.

Pour A partie de F, considérons son application caractéristique

E —{0,1}

XA : { 1 size A
x> .
0 sinon
L application A — 4 réalise une bijection de P(E) vers {0,1}".
Il'y a 2" applications de E dans {0, 1} d’ou le résultat.
g
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Remarque Démonstration par dénombrement

Pour construire une partie A d’un ensemble £ = {z1,...,2,} avec x1, ..., x, deux a deux distintcs :
- on choisit si 1 € A ou non : 2 possibilités ;

- on choisit si x5 € A ou non : 2 possibilités ;

- on choisit si x,, € A ou non : 2 possibilités.
Au total, il y a 2" possibilités de construction et autant parties de F.

2.4.6 Permutation

Théoreme

] Il y a exactement n! bijections entre deux ensembles finis a n éléments.

dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pourn=0:0!=1

Il n’existe qu’une application de @ vers {), ¢’est I’application vide, qui est bijective.
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Soit ' et F' deux ensembles n + 1 éléments.

Notons Bij(F, F') I’ensemble des bijections de E vers F'.

Soita € E et ¢ : Bij(E, F) — F définie par ¢(f) = f(a).

Tout b € F, les antécédents de b par ¢ correspondent aux applications bijectives de E\ {a} vers F'\ {b}.
Par hypothese de récurrence, il y en a n!.

Par le principe des bergers,

Card(Bij(E, F)) = (n+ 1)!

Récurrence établie.
O

Remarque Démonstration plus simple :

Pour construire une permutation de £ = {x1,...,x,} avec x1, ..., x, deux a deux distincts vers F' a n
éléments :

- on choisit f(z1) dans F': n possibilités ;

- on choisit f(x5) dans F\ {f(z1)} : n — 1 possibilités ;

- on choisit f(x,) dans F\ {f(z1),..., f(zn—1)} : 1 possibilité.
Au final, il y a n! possibilités de construction et autant de bijection de E vers F'.

Corollaire
Si E est un ensemble fini alors G(E) est fini et CardS(F) = (CardE)!.
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2.4.7 Coefficients combinatoires

2.4.7.1 Définition

Définition
Soient n € N et p € Z. On appelle coefficient combinatoire p parmi n le nombre

|
=4 pln—p)
0 sinon

Proposition

n n
Vn e N,Vp € Z, = .
p n—p
dém. :

Les cas p < 0 ou p > n sont immédiats.

Pour 0 < p < n,
<n—p> N (n—p)!(n— (n—p))' o (n_p)!p! = (p)

O
Théoréme
n n n+1
Vn e N,Vp € Z, + = .
D p+1 p+1
dém. :

Cas0<p<<n—-1

n n n! n!
<p>+<p+l>:zﬂn—mf+@+1wn—p—n

_nllp+1+n—p) (n+1)! _<n+1>

P+ 0!m—p! G+Dm-p! \p+1

O e )
()] o= ()
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Casp>noup < —1

|

Remarque On peut facilement calculer les premiers coefficients combinatoires grice au triangle de

Pascal :

n\p|0 1 2 3 4

0|1 00 0 O

1 |1 1.0 0 0

2 |1 2 1 0 0

311 3 3 10

4 |1 4 6 4 1

ou I’on visualise :

() L)

_|_

D p+1
|
n+1
p+1

Exemple Soient p,n € N, calculons

On a
" + k +1 +2 +n
P 0 n
Or
j4 p+1\ (p+1 p+1\ [(p+2
puis
p+2 N p+2\ (p+3
1 2/ \ 2 )
et enfin
p+n n p+ny) p+n+1
n—1 n N n
Proposition

n n—1
Vn e N* . VpeZ,p =n )
P p—1
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dém. :
Casl<p<n

Casp=0

Casp<Ooup>n

O

Remarque On retient

2.4.7.2 Nombre de combinaisons

Définition
Soit E/ un ensemble et p € N.
On appelle combinaison de p éléments de F toute partie de F a p éléments.

Théoreme
Soit £ un ensemble fini a n € N éléments et p € Z.

n
Il y a exactement ( ) combinaisons possibles de p éléments de E.

p

n
Autrement dit : il y a exactement ( ) parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.
p

dém. :
Par récurrence sur n € N.
Pour n = 0 : ’ensemble vide ne possede qu’une partie qui est I’ensemble vide.

0 0
Ceci est cohérent avec <0> =1let ( ) = 0 pour p # 0.
p

Supposons la propriété établie au rang n > 0.
Soit E un ensemble fini a n + 1 élémentsetp € {0,1,...,n+ 1}.

n
Sip < 0oup > n,il nexiste pas de parties de I a p éléments et ( ) = 0.
p

n
Sip = 0, il n’existe qu’une partie de E' a 0 élément (c’est I’ensemble vide) et (0) =1.
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Sinon, considérons a € F fixé.

n

n
Ilya parties a p éléments de E' ne contenant pas a et < 1> parties contenant @ donc il y a
p

parties a p éléments dans F.
Récurrence établie

n n n+1
=+ =
p p—1 p
|
Remarque 11y a dans F de cardinal n, autant de parties a p éléments que de parties a n — p éléments

()-(.2)

Cette propriété peut étre jusitifié par la bijectivité du passage au complémentaire qui échange les parties
a p éléments avec celles a n — p éléments.

Proposition

VneN, S (") —on,
p=0 p

dém. :
Si CardE = n alors
CardP(E) = 2"

n
Or toute partie de E est constituée d’un nombre p d’éléments avec 0 < p < n et il existe ( ) parties
p

“(n
( ) CardP(E) = 2"
jo p
Exemple Pour n € N*, calculons Z (n

)
2(0)-2 ()2 ()5 ()

2.4.7.3 Formule du bindome de Newton

de E a p éléments.
Par suite

O

Théoreme

Va,b S (C,Vn € N7 (a+b)” — Z (Z) anflcbk.

k=0
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dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la propriété est immédiate sachant que Va € C,a® = 1 (méme pour a = 0...)
Supposons la propriété établie au rang n. > 0.

(a+b)""" = (a+b)"(a+b)
Par hypothese de récurrence
w1 _ [N ek RN U WU U I
(a+0) —<Z<k>a b)(a+b)— <k>a b +Z<k>a b
k=0 k=0 k=0
Par décalage d’indice, on peut réécrire la deuxieme somme
n n+1
Z <“> A —kphtl — Z < n ) G 1—kpk
k=0 k p N

En adjoignant un terme nul a chacune des deux sommes

n+1 = ntl—kik Az, n ntl—kik
(a+b)"" = Z B b" + Z k1] b
k=0

k=0

En combinant les deux sommes en une seule

n+1 n+1
+1
pyntl — n n nl—kpk _ n nt1—kpk

en vertu de la formule du triangle de Pascal.
Récurrence établie.
O

Remarque On peut aussi énoncer :

(a+b)" = (b+a) = i (:) akpnk

Ainsi réapparait la symétrie entre a et b.

Exemple (a + b)? = a® + 2ab + b,
(a+b)% = a®+ 3a%b + 3ab® + %,

(a+b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*.
En changeant ben —b :

(a —b)? = a® — 2ab + b*

(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b3

Exemple Pour tout z € R,

P ()
k=0 k
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=)=

[ n k _om [0 sineN*
Z(k;>(1) =0 { 1 sin=0

Pour x = 1, on obtient

Pour z = —1, on obtient
Pour x = 2,

En dérivant la relation initiale
Pour x = 1, on obtient

En dérivant

Exploitons la relation

- le coefficient de =™ dans le développement de (1 4 )P (1 + x)? est

5005

Par identification des coefficients d’une fonction polynomiale, on obtient la relation proposée.
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Chapitre 3

Ensemble ordonné

3.1 Relation d’ordre

E désigne un ensemble.

3.1.1 Définition

Définition
On appelle relation binaire R sur F toute propriété vraie pour certains couples (x,y)
d’éléments de E et fausse pour les autres.
Lorsqu’un couple (z,y) vérifie la relation R, on écrit Ry. Sinon, on écrit 2Ry en barrant
le R.

Exemple L’égalité est une relation binaire sur F notée =.

Exemple Sur E' = R, la relation inférieur ou égal est une relation binaire notée <.

Exemple Sur P(FE), I'inclusion est une relation binaire notée C.

Exemple Sur ' = R, on définit une relation binaire R par :

2
TRy & sinxy = ye* Y
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Définition
Soit R une relation binaire sur F.
On dit que R est réflexive si
Vo € E,xRx

On dit que R est symétrique si
Vr,y € E, 2Ry < yRx
On dit que R est antisymétrique si
Vr,y € E,2RyetyRx =>x =1y
On dit que R est transitive si

Vz,y,z € E, xRy etyRz = 2Rz

Exemple Sur F, I’égalité est a la fois réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.

Exemple Sur F, la relation # est symétrique. Elle n’est ni réflexive ni transitive.

Exemple Sur £ = R,
TRy & sinx = siny

définit une relation réflexive, symétrique et transitive.

Définition
Une relation binaire a la fois réflexive, symétrique et transitive est appelée une relation
d’équivalence.

Exemple L’égalité est une relation d’équivalence sur E.

Exemple Sur £ = R,
TRy & sinx = siny

définit une relation d’équivalence.

Définition
On appelle relation d’ordre sur un ensemble E, toute relation binaire a la fois réflexive,
antisymétrique et transitive.
A défaut d’autres notations, une relation d’ordre est usuellement notée < a défaut d’autres
notations.
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Exemple La relation < est une relation d’ordre sur R.

Exemple L’inclusion est une relation d’ordre P(E).

Exemple On dit que m € N* divise n € N*, et note m | n, s’il existe k € N tel que n = mk.

| est une relation d’ordre sur N*.

Exemple La relation R sur P(E) définie par
ARB < CardA < CardB

n’est pas une relation d’ordre : cette relation n’est pas antisymétrique

3.1.2 Ensemble ordonné

Définition

On appelle ensemble ordonné tout couple (F, < ) formé d’un ensemble E et d’une relation

d’ordre < sur F.

Exemple (R, <), (P(E),C) et (N*,|) sont des ensembles ordonnés.

Définition
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

On appelle ordre inverse associé a <, la relation = définie par :

TEYSYIT

Remarque = est aussi une relation d’ordre sur £.

Exemple > et D sont les ordres inverses sur < et C.

Définition
Soit (E, <) un ensemble ordonné.
On appelle ordre strict associé a < la relation < définie par :

r<Ly&sryetr #y.

Remarque < n’est pas une relation d’ordre car non réflexive.

Exemple < et & sont les ordres stricts associés a < et C.
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3.1.3 Ordre total, ordre partiel

Définition
Soit (E, < ) un ensemble ordonné.
Deux éléments z et y de E sont dits comparables sixz X youy < x.

Exemple Dans (R, <), tous les réels sont deux a deux comparables.

Exemple Dans (N*,|), 2 et 3 ne sont pas comparables.

Définition
Soit (E, < ) un ensemble ordonné.
On dit que I’ordre < est total si tous les éléments de I sont deux a deux comparables. On dit
alors que (F, <) est un ensemble totalement ordonné.
Sinon, on parle d’ordre partiel et d’ensemble partiellement ordonné.

Exemple (R, <) est un ensemble totalement ordonné.

Exemple (N*,|) est un ensemble partiellement ordonné.

Exemple Si E contient au moins deux éléments distincts a et b alors (P(E), C) est un ensemble qui
n’est que partiellement ordonné ; en effet {a} et {b} ne sont pas comparables.

3.14 Deux relations d’ordre sur R?
Exemple Sur R?, on définit une relation binaire < par :
(z,y) < (@ y) e r<a’ ety <y

C’est une relation d’ordre sur R?.

En effet :

Puisque x = z ety = y,ona (z,y) < (z,y); la relation est réflexive.

Si (z,y) < (2, y) et (2 y) (:cy)alorsx<x y <y etx’ <z y <y. Onendéduitz =z’ et

y =y donc (az y) (',y');1a relatlon est antisymétrique.
Si (z,y) < (2, y) et (z ,y) (", y")alorsz < ',y <y'etx’ <2,y <y”. Onendéduitz < z”
ety <y’ donc (m, y) < (2",y"); la relation est transitive.

La relation d’ordre ainsi deﬁnle n’est que partielle. En effet les couples (0, 1) et (1,0) ne sont par
comparables.
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Exemple Sur R?, on définit une relation binaire < par :
() x (@) e r<a’ou(z=12"ety<y)

Montrons qu’il s’agit d’une relation d’ordre total.
La relation < est évidemment réflexive. Pour obtenir son antisymétrie et sa transitivité, remarquons que :

-51( y) < (2 )alorsx<x
-si ( \(’ Yetz =2’ alorsy < ¥/
A1n51 si (z,y) < (x y)et(z',y) < (z,y),onaz < 2’ et 2’ < x donc x = 2’ puis sachant

( :
(z,y) < (2, ’) t(2',y") < (xz,y) avecx = 2',onay <y ety < ydoncy =1y Au final
(x,y) = (2',y) ; la relation est antisymétrique.

Au551 si (z, ) @',y ) et (2',y) < (2", "), onax<x'etm'<x”d0ncx<x”.

Siz <z’ on peut directement conclure (33 Y) < ( URTON

Sinon, x = z” puis par encadrement z = 2’ = z”. Sachant (z,y) < (2',y') et (z/,¢) < (v ”, y") avec
x=a"etx’ =2",onay <y ety’ <y’ doncy < y” et on obtient encore (z,y) < (z”,y"). Ainsi la
relation est transitive.

De plus, cette relation définit un ordre total puisque pour deux couples (x,y), (z’,y') :

siz < 2’ alors (z,y) < (2/,9);

siz’ <xalors(x v < (x Y);

siz =2 alors, selony < ¢’ ouy’ <y,ona(z,y) < (2,y)ou(z,y) < (z,y).

Finalement, dans tous les cas, les couples (x,y), (z’,y’) sont comparables.

Remarque Plus généralement, si (E, %) et (F, <) sont deux ensembles ordonnés, les deux démarches
qui précedent permettent de définir des relations d’ordre sur le produit cartésien £ x F'. Pour I’ordre
produit, on obtient a priori un ordre partiel, pour I’ordre lexicographique, on obtient un ordre total si les
relations d’ordre sur E et I sont totales.

On peut aussi généraliser ce qui précede a un produit cartésien de plusieurs ensembles ordonnés.

3.2 Relation d’ordre et sous ensembles

3.2.1 Partie minorée, partie majorée

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Définition
On appelle majorant de A (resp. minorant), s’il en existe, tout élément M € E tel que Va €
Aa M (resp. M < a).
On note Majo(A) (resp. Mino(A) ) I'ensemble de ces éléments.

Remarque Un majorant/minorant doit pouvoir étre comparé a tout élément de la partie.

Exemple Dans (R, <).
Pour A =0, 1] U [2, 3], Majo(A) = [3, +oo[ et Mino(A) = ]—o0, 0].
Pour A = N, Majo(A) = et Mino(A) =R™.
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Exemple Dans (N*, ) :
Pour A = {4,6}, Majo(A) = {12,24,36, ...} et Mino(A4) = {1,2}.
Pour A = {12,18}, Majo(A4) = {36,72,...} et Mino(A) = {1, 2, 3,6}.

Exemple Dans (P(E),C) avec E = {a,b, ¢, d}.
Pour A = {{a,b},{b},{a,c}} : Majo(A) = {{a,b,c}, E} et Mino(A4) = {0}.

Définition
La partie A est dite majorée (resp. minorée) si elle posséde un majorant (resp. minorant). Une
partie est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple Les segments de R sont des parties bornées.

Exemple Dans (N*,|), toute partie est minorée par 1.

Exemple Dans (P(E), C), toute partie est majorée par E et minorée par ().

3.2.2 Extremum d’une partie

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de F.
Définition
On appelle plus grand élément de A (resp. plus petit élément), s’il en existe, tout élément

M € Atel que
Ya € A,a < M (respectivement M < a ).

Remarque Un plus grand élément est un majorant qui appartient a la partie.

Proposition
Si A admet un plus grand élément (resp. plus petit élément) celui-ci est unique.
On le note
max(A) (respectivement min(A) )

dém. :

Soient M, M’ deux plus grands éléments de A.

On peut écrire M < M’ car M’ majore A et M € A mais aussi par symétrie M’ < M.
Par I’antisymétrie de la relation <, on obtient M = M.

O

Exemple Dans (R, ).
Pour A = [0, 1], min(A) = 0 et max(A) n’existe pas.
Pour A = {1/n/n € N*} ={1,1/2,1/3,...}, max(A) = 1 et min(A) n’existe pas.
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3.2.3 Propriétés fondatrices des ensembles de nombres entiers

On considere la relation < sur Nou Z :

- toute partie non vide de N admet un plus petit €lément ;

- toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.
Par extension :

- toute partie non vide et minorée de Z possede un plus petit élément ;
- toute partie non vide et majorée de Z possede un plus grand élément.

Exemple Soit n € N*. Montrons qu’il existe un plus grand p € N tel que 27 | n.
Considérons

A={peN/2"[n}

A est une partie non vide de N car p = 0 € A puisque 2° = 1 divise n.
Pour tout p € A, 2P < n donc p < log, n. On en déduit que la partie A est majorée par E (logy n) + 1.
Puisque A est une partie de N non vide et majorée, A posseéde un plus grand élément.

Proposition
Soit E C N.
Si0e€ Eetsil’onalapropriégté Vpe Npe E=p+1€ FE
alors £ = N.

dém. :
Soitm € N.
Pour montrer que m € E considérons

A={neN/ne FEetn<m}

A admet un plus grand élément p.
Commep € Aonap e Eetp < m.
Commep € Fonap+ 1€ FE.

Orp+1¢ Adoncp+1>mdoup<m<p+1.
Ainsi p = metpuisquep € Fonam € E.
Finalement N C E puis £ = N.

|

Théoréme

Soient ny € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ng.
Si

1) P(ng) est vraie et

2)Vn = ng, P(n) vraie = P(n + 1) vraie

alors

Vn = ng, P(n) est vraie.

dém. :
On applique le principe de récurrence a I’ensemble

E = {p € N/P(no + p) est vraie}

O
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Théoreme

Soient ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ny.
Si

1) P(ng) et P(no + 1) sont vraies et

2)Vn = ng, ((P(n) et P(n + 1) vraies) = P(n + 2) vraie

alors

Vn = ng, P(n) est vraie.

dém. :
On applique le principe de récurrence a I’assertion Q(n) = « P(n) et P(n + 1) vraies »
O

Exemple Soit (u,,) une suite réelle telle que

Uy = O,U1 =1
Vn € N* tpi1 = 2up — Up—1

Montrons que Vn € N, u,, = n.

On procede par récurrence double. ..

Pour n = 0 et n = 1 : la propriété u,, = n est vraie.
Supposons u,, = n et u,41 =n+ 1 pourunrang n > 0.
Par définition de la suite (u,,), on a

Upto = 2Upt1 —Up =2(n+1)—n=n+2

Récurrence établie.

Remarque La récurrence double peut évidemment €tre généraliser aux récurrences triples,
quadruples,. .. On parle ici de récurrence multiple. Pour que celles-ci s’enchainent correctement, il
conviendra de vérifier une initialisation suffisante.

Théoréme
Soient ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ng.
Si
1) P(ng) est vraie et
2)Vn = no; (P(ng), ..., P(n) vraies) = P(n + 1) vraie.
alors Vn = ng, P(n) est vraie.

dém. :
On applique la récurrence simple a I’assertion Q(n) = « Vng < k < n, P(k) vraie ».
g

Exemple Soit (u,,) € RY telle que
Vn € Nyupyp1 = ug +u1 + ... + uyp

Montrer que
Vn € N*, u,, = 2"ty

Procédons par récurrence forte sur n € N*. ..
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Pourn=1,u; =up = ZUuo, la propriété est vraie.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > 1.
On a alors
Upy1 = Ug + 20u0 4+ 2%y + -+ 27 1,

Par sommation géométrique

n

B = Ug + (2n — 1)UO = 2”’&0

Un+1 = U + Ug 11—

Récurrence établie.

Théoréme
Soient ng,n1 € Ntels que ng < nj et P(n) une assertion dépendant d’un entier ng < n < ny.
Si
1) P(no) est vraie et
2)Vng < n < nj onaP(n) vraie = P(n + 1) vraie
alors Vng < n < ny, P(n) est vraie.

dém. :
On applique la récurrence simple 8 Q(n) = « P(n) vraieoun > ny ».
O

Remarque Dans le cadre de la récurrence finie, on peut aussi envisager des récurrences descendantes.

3.2.4 Borne supérieure, borne inférieure

Soit (F, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Définition
On appelle borne supérieure de A, si elle existe, le plus petit des majorants de A. On la
note sup A.
On appelle borne inférieure de A, si elle existe, le plus grand des minorants de A. On la
note inf A.

Sous réserve d’existence :

sup A = min(Majo(A)) et inf A = max(Mino(A))

Exemple Dans (R, <) :

Pour A = [0,1], ona Majo(A) = [1,+oo] et Mino(A) = ]—o0, 0] donc sup A et inf A existent avec
supA =1letinf A =0.

Pour A = ]—00, 1], 0ona Majo(A) = [1,+oo| et Mino(A) = () donc sup A existe et sup A = 1. En
revanche inf A n’existe pas.

Attention : sup A et inf A, lorsqu’ils existent, ne sont pas a priori des éléments de A.
Cependant :
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Proposition
Si A admet un plus grand élément alors A admet une borne supérieure et sup A = max A.
Si A admet un plus petit élément alors A admet une borne inférieure et inf A = min A.

dém. :

Supposons : A admet un plus grand élément M.

M est un majorant de A et pour tout majorant M’ de A, ona M < M’ puisque M € A.
Par suite M est le plus petit des majorants de A, c’est sa borne supérieure.

O

Attention : sup A existe A max A existe.
En revanche : sup A existe et sup A € A = max A = sup A.

3.2.5 Propriétés fondatrices des nombres réels

Par construction de la droite réelle :
- toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure ;
- toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Remarque L’ensemble Q ne posseéde pas cette propriété.
Par exemple la partie A = {r €Q/ r? < 2}, qui est non vide et majorée, n’a pas de borne supérieure

dans Q; en effet V2 ¢ Q.

Remarque Pour manipuler correctement sup A on retient :

- si A est une partie non vide et majorée de R alors sup A existe ;
- sup A est caractérisée par :

a) sup A est un majorant de A,

b) tout majorant de A est supérieur a sup A.

Exemple Soit
1 11
A=q—/neN"}p=<1,-,- ..
Déterminons sup A et inf A.

La partie A admet un plus grand élément donc sup A = max A = 1.
La partie A est une partie de R non vide et minorée par 0.

On en déduit que inf A existe et inf A > 0.

De plus, puisque inf A minore A , on a la propriété :

VYn € N*,1/n > inf A

En passant a la limite quand n — 400, on obtient 0 > inf A.
On conclut inf A = 0.
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Exemple Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A C B.
Montrons

inf B<infA<supA<supB

Puisque les parties A et B sont des parties de R non vides, minorées et majorées, on est assuré de
I’existence des bornes proposées.

Pour tout x € A,onax € B car A C B. Or la partie B est majorée par sup B donc x < sup B. Ainsi
sup B est un majorant de la partie A. Or par définition sup A est le plus petit des majorants de A donc
sup A < sup B.

Par un raisonnement symétrique, on obtient aussi inf B < inf A.

Enfin, en considérant un élément a € A, on peut affirmer inf A < a et a < sup A donc inf A < sup A.

Définition
Si A est une partie de R non vide et non majorée, on pose sup A = +oo.
Si A est une partie de R non vide et non minorée, on pose inf A = —o0.

Si A =, onpose sup A = —oo etinf A = +oo0.

Exemple Si I est un intervalle non vide, ses extrémités dans R correspondent 2 inf I et sup 1.

Théoreme
Soit A une partie non vide de R.
1l existe une suite (u,) € AN telle que u,, — sup A € R.
1l existe une suite (v,,) € A" telle que v,, — inf A € R.

dém. :

Supposons sup A = +o0.

Pour tout n € N, n n’est pas majorant de A donc il existe a € A tel que a > n.

Posons u,, = a. En faisant varier n, ce qui précéde définit une suite (u,,) € AN qui par comparaison tend
vers o0 puisque u,, > n pour tout n € N.

Supposons M =sup A € R.

Pour toutn € N, M —1/(n + 1) n’est pas majorant de A doncilexistea € Atelque M —1/(n+1) < a,
de plus ¢ < M. Posons u,, = a.

En faisant varier n, ce qui précéde définit une suite (u,) € A" qui par le théoréme des gendarmes tend
vers M.

|

Exemple Soient A et B deux parties non vides de R telles que
Va € A,Vb € B,a<b

Montrons sup A < inf B.

Soient (a,,)" et (b,) € B" telles que a,, — sup A et b,, — inf B.
Pour toutn € N, a,, < b,, cara,, € Aetb, € B.

En passant cette comparaison 2 la limite, on obtient sup A < inf B.
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3.3 Fonctions et relation d’ordre

Les définitions qui suivent, présentées dans un cadre général, s’appliqueront en particulier aux fonctions
a valeurs réelles et aux suites de nombres réels.

3.3.1 Comparaison de fonction

Soient E un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné
Définition
On définit une relation binaire notée < sur F(F, F') par :

fgevVe el f(x) < g(x)

Exemple Soient f,g: E — R.
f<gevVrekE, f(x) <glx)

Exemple Soient (u,), (v,) € RY.

(un) < (vn) ©Vn € Nyu, < vy,

Proposition
] < est une relation d’ordre sur F(E, F').

dém. :

Pour tout z € E, f(x) < f(x) donc f < f.

Supposons f < getg < f.Pourtout x € E, f(z) < g(x) et g(z) < f(x) donc f(z) = g(x). Par
suite f = g.

Supposons f < getg < h.Pourtout x € E, f(z) < g(x) et g(x) < h(z) donc f(x) < h(x). Par
suite f < h.

Puisque réflexive, antisymétrique et transitive la relations < sur F(E, F') est une relation d’ordre.

O

Remarque Si E et I contiennent tous deux au moins deux éléments, on peut montrer que 1’ordre n’est
que partiel.

3.3.2 Monotonie de fonctions

Soient (E, %), (F, %) et (G, %) trois ensembles ordonnés.
Définition
On dit que f : E — F est croissante (resp. décroissante) si

Ve,y€ B,z Sy = f(x) < fy) Gesp.z sy = f(y) < f2)
On dit que f : E — F est strictement croissante (resp. décroissante) si

Vo,y € B,z <y = f(z) < f(y) @tesp.z <y = f(y) < f(z))

On dit que f est monotone ssi f est croissante ou décroissante.
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Exemple La fonction f : x — [—z, x] est une application croissante de (R™, <) vers (P(R), C)

Exemple La fonction f : R — R définie par f(z) = 2® est strictement croissante.
f est dérivable, f'(x) > 0 et ne s’annule qu’en = = 0.

Exemple La fonction f : R* — R définie par f(x) = 1/ n’est pas décroissante.
En revanche, ses restrictions a |—oo, 0] et ]0, +o00[ le sont.

Proposition

Soient f : E— Fetg: F — G.
Si f et g ont méme monotonie alors g o f est croissante.
Si f et g sont de monotonies contraires alors g o f est décroissante.

dém. :
C’est immédiat !
O

Exemple f:R — R définie par f(z) = In(e™® + 1) est strictement décroissante par composition de
monotonie.

Remarque Par la définition qui précede, une suite (u,,) € E" est dite croissante si
Vn,me En<m= u, < Un

Plus efficacement, la monotonie de (u,,) s’étudie en comparant u,, et u,, 11 grice au résultat suivant :

Proposition

Soit (ty, )nen une suite d’éléments de E.
La suite (u,,) est croissante (resp. décroissante) si, et seulement si,

Vn € Na Up+1 7= Un (reSP~ Up+1 < Un )
La suite (u,,) est strictement croissante (resp. décroissante) si, et seulement si,

Vn € N, upqq < Uy (1esp. tpt1 < Uy )

dém. :

(=) ok

(<) Supposons Vn € N, w11 = uy,.

Par récurrence sur n € N, on montre que pour tout 0O<m<n,onau, < Upy.
O

Remarque Pour étudier la monotonie d’une suite réelle (u,,), on peut regarder le signe w,, 11 — .
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n

Exemple La suite (u,,) de terme général u,, = Z 1/k est croissante.

k=1
En effet 1
U — Uy = >0
i " n+1
Exemple Pour n € N, posons I,, = [—n,n].
La suite (I,,)nen est une suite croissante de segments de R.
En effet

VneN I, CI,41

Remarque Pour étudier la monotonie d’une suite (u,,) de réels strictement positifs, on peut comparer le
rapport Uy 1 /Uy, a 1.

Exemple La suite de terme général
n
1
wn =] (1 - w)
k=1
est décroissante.
En effet, cette suite est formé de termes strictement positifs (par produit de facteurs strictement positifs)
et
Un+1 1

=1l-— =<1
Up 2(n+1)2

donc up 41 < Up.

3.3.3 Fonction minorée, majorée

Soient E un ensemble, (F, <) un ensemble ordonné.
Définition
On appelle majorant de f : £ — F, s’il en existe, tout majorant de Imf i.e. tout élément

M € F tel que
Vee E, f(x)x M

On appelle minorant de f : E — F, s’il en existe, tout minorant de Imf i.e. tout élément
M € F tel que
Vee E, f(x) = M

La fonction f : E — F est dite majorée (resp. minorée) si elle posséde au moins un majorant
(resp. minorant).
Une fonction minorée et majorée est dite bornée.

Exemple f:R — R définie par f(z) = e” est minorée, non majorée.

Exemple u,, = sine” est le terme général d’une suite (u,, ) bornée.
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3.3.4 Extremum d’une fonction

Soient F un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné.
Définition
On dit que f : F — F admet un maximumen a € F si

Ve € E, f(z) < f(a)

f(a) apparait alors comme étant le plus grand élément de Im f, on I’appelle valeur au maximum
de f et on la note max f ou max f(x).
e

On dit que f admet un minimum en a € E si
Vz e E, f(x) = f(a)

f(a) apparait alors comme étant le plus petit élément de Imf, on I’appelle valeurs au minimum
de f et on la note min f ou mi]r% f(z).
EAS

On appelle extremum, un minimum ou un maximum d’une fonction.

Exemple Soient a, b, c € R avec a # 0.
La fonction f : 2 — ax? + bz + ¢ admet un extremum en —b/2a.

3.3.5 Borne supérieure et borne inférieure d’une fonction réelle

Soit F un ensemble.
Définition
On appelle borne supérieure de f : E — R, si elle existe, la borne supérieure de Imf. On la
note

sup f ou sup f(x)

zEE

On appelle borne inférieure de f : £ — R, si elle existe, la borne inférieure de Imf. On la
note

inf fou inf f(x)

zel

Proposition
Si une fonction réelle présente un maximum (resp. un minimum) alors la valeur en celui-ci est
aussi borne supérieure (resp. inférieure) de cette fonction.

Exemple supe” = oo et inf e* = 0.
zER Tz€eR

1 1
Exemple sup — =1let inf — =0.
nenNx 1 neN* n

Remarque 11 est aisé de déterminer les éventuels extrema et les bornes supérieure et inférieure d’une
fonction réelle d’une variable réelle lorsqu’on connait sont tableau de variation.
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Exemple Etudions f : R — R définie par

f est dérivable et

Les variations de f sont données par

Sur ce tableau, on lit

1
@)= a1
fooN 2z +1
fi(z) = T@rrtD)
xr | —o0 -1/2 +00
f'(@) + 0 -
@ 0 /A 433 ~ 0

sup f=maxf=4/3etinf f =0
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Chapitre 4

Structures algébriques

On connait plusieurs additions (sur les nombres, les vecteurs, les suites, les fonctions,. .. ), ces additions
se ressemblent beaucoup bien qu’opérant sur des objets tres différents. . . Dans ce chapitre nous allons voir
en quoi certaines opérations ont des propriétés commune et plus généralement on va isoler les propriétés
calculatoires des opérations sans s’intéresser a la nature des objets qu’elles manipulent ; ¢’est ce qui rend
ce chapitre assez abstrait. . .

4.1 Loide composition interne

FE désigne un ensemble.

4.1.1 Définition

Définition
On appelle loi de composition interne (l.c.i.) ou opération sur F toute application de £ x E
vers F. Lorsque 1’on convient de noter x cette loi de composition interne, on note x xy I’'image
du couple (z,y) par I’application précédente.
L’élément z % y est appelé composé de x par y via *.
Les lois de composition interne sont généralement notées , T, L, 4, X, 0, ...

Exemple L’addition et la multiplication sur C sont des lois de composition interne.
En effet (x,y) — x + y et (x,y) — xy sont des applications (bien définies) de C x C vers C.

Exemple L’union et I’intersection sont des lois de composition interne sur P(E).

Exemple La composition des applications est une loi de composition interne sur 7 (E, E).

Définition
On appelle magma tout couple (E,*) formé d’un ensemble E et d’une loi de composition
interne x sur F.

Exemple (C,+),(C, x),(E?,0), (P(E),U), (P(E),N) sont des magmas usuels.
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4.1.2 Partie stable

Définition
On appelle partie stable d’un magma (F, %) toute partie A de E vérifiant

Ve,y e Ajxxy € A

Exemple FE et () sont des parties stables de (E, *).
Exemple N, Z, Q et R sont des parties stables de (C, +) et (C, x).

Exemple G(F) est une partie stable de (F(E, E), o) car la composée de deux permutations est une
permutation.

Définition
Soit A une partie stable d’un magma (F, x). L’application restreinte

AxA—=A

(z,y) = xxy
définit une loi de composition interne sur A appelée loi de composition interne induite par x
sur A.
On la note x4, ou plus couramment *, et on peut ainsi donner un sens au magma (A, x).

Exemple (N, +), (N, x),(Z,+),(Z, x),(Q,4), (Q, x), (R, +), (R, x) et (5(F), o) sont de nouveaux
magmas usuels.

Exemple On peut aussi donner un sens a (R*, x) mais pas a (R*, +)!

4.1.3 Propriétés d’une loi de composition interne

4.1.3.1 Commutativité

Définition
Soit * une loi de composition interne sur E. On dit que deux éléments a et b de F2 commutent
pour la loi « si
axb=bxa

Exemple Dans (C,+) et dans (C, x) tous les éléments commutent deux & deux.
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Exemple Dans (F(E, E), o) ce n’est plus le cas mais néanmoins on peut dire que tout élément de
F(E, E) commute avec Idg.

Définition
Une loi de composition interne * sur F est dite commutative si tous les éléments de E
commutent deux a deux.
Le magma (E, ) est alors dit commutatif.

Exemple (C,+), (C, x), (P(E),U), (P(E),N) sont des magmas commutatifs.

Proposition

| Si A est une partie stable d’un magma commutatif (E, x ) alors (A, *) est aussi commutatif.

dém. :
Si on a la propriété
Va,b € E,axb=bxa

on a a fortiori la suivante
Va,be A,axb=bxa

car AC E.
O

4.1.3.2 Associativité

Remarque Si x est une loi de composition interne sur F/, considérer I’élément a x b * ¢ est ambigu car
I’opération * n’engage a priori que deux éléments. Ainsi a * b * ¢ ne peut étre compris qu’avec un
parenthesage (a * b) * coua * (b x ¢) spécifiant comment est organisée 1’opération.

Définition
Une loi de composition interne x sur E est dite associative si

Va,b,c € E,(a xb) x c=a * (b *x ¢)

Le magma (E, x) est alors dit associatif.

Remarque Si « est associative, les parentheses n’étant plus nécessaires a la compréhension de
I’opération, on note a x b x ¢ au lieu de (a * b) x cou a x (b * ¢).
De maniere plus générale, on peut aussi donner un sens a I’opération

L n
ai * as * ...*xa, (encore noté '*1 a; )
1=

sans avoir a préciser le parenthesage

Exemple (C,+), (C, x),(F(E, E),o0),(P(E),U), (P(E),N) sont des magmas associatifs.
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Exemple Le produit vectoriel définit une loi de composition interne ni commutative, ni associative sur
I’ensemble des vecteurs de I’espace.

Proposition
] Si A est une partie stable d’un magma associatif (F, %) alors (A, x) est aussi associatif.

dém. :
Si on a la propriété

Va,b,c € E,(axb)xc=ax* (bxc)
on a a fortiori celle-ci

Va,b,c € A, (a*xb)xc=ax(bxc)

puisque A C E.
O

Exemple Etudions I’opération x définie sur R par

Txy =22+ 1y?

Pour tout z,y € R, 22 4+ 3% > 0 et donc \/z2 + 32 est bien définie dans R.
Ainsi * : R x R — R définie une loi de composition interne sur R.
Pour tout z, y € R,

Yyxxr = \/y2+:r2 = \/x2 +y2=xxy
Laloi x est commutative.
Pour tout x,y, z € R,

vr(yxz) =ax (VIZ+22) = Va2 + (7 + )

donc

ex(yxz) = (@2 +y2) +22 =Vl +y2xz=(zry)*z
La loi % et associative.
Les parties R™ et [1, +-00[ sont des exemples de parties stables de (R, * ).

4.1.4 Eléments particuliers

Soit (E, *) un magma
4.14.1 Elément régulier

Définition
On appelle élément régulier de (E, ) tout élément x de F vérifiant

Ya,b € E,x*a=x*b= a=> [régularité & gauche]

et
axx =bxx = a=>[régularité a droite]

Exemple Dans (C, +) tout élément est régulier,
Dans (C, x) tout élément non nul est régulier alors que O est irrégulier.
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Exemple Dans (F(E, E), o) toute permutation est réguliére.
Plus généralement, une application injective est réguliere a gauche alors qu’une application surjective
est réguliere a droite.

4.1.4.2 FElément neutre

Définition
On appelle élément neutre de (E, ) tout élément e de E vérifiant

Vre F,exx=xetzxe=2x

Exemple 0 est élément neutre de (C, +).
1 est élément neutre de (C, x).

() est élément neutre de (P(E),U).
E est élément neutre de (P(E),N).
Idg est élément neutre de (F(E, E

);0)-

Proposition

] Si (E, %) possede un élément neutre celui-ci est unique.

dém. :

Soient e, ¢’ deux éléments neutres pour *.

Onaexec = ecar e estneutre a droite et e x ¢’ = €’ car e est neutre a gauche.

On en déduit que e = ¢€’.

O

Définition
On appelle monoide tout magma (E, x) associatif et possédant un élément neutre.
Si de plus la loi x est commutative, le monoide (E, ) est dit commutatif.

Exemple (C,+) est un monoide commutatif d’élément neutre 0,
(C, x) est un monoide commutatif d’élément neutre 1,
(P(E),U) est un monoide commutatif d’élément neutre ),
(P(E),N) est un monoide commutatif d’élément neutre E,
(F(E, E), o) est un monoide d’élément neutre Idg.

4.1.4.3 Elément symétrisable

Soit (£, *) un monoide d’élément neutre e.
Définition
On appelle élément symétrisable de (E,*) tout élément = de F tel qu’il existe y € E pour

lequel
rTxy=eetyxxr =e
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Proposition

] Si x est symétrisable alors I’élément y € E vérifiant z x y = y * & = e est unique.

dém. :
Soient y et 3y’ solutions.
Ona
y=yre=yx@xy)=(yxa)xy =exy =y

O
Définition

Si x est symétrisable, I'unique élément y de F tel que x xy = y x x = e est appelé symétrique

de x et on le note

sym(z)

Exemple Dans (C,+), tout x est symétrisable et sym(z) = —x.

Exemple Dans (C, x), tout 2 non nul est symétrisable et sym(z) = 1/z.
En revanche 0 n’est pas symétrisable.

Exemple Dans (F(E, E), o) toute permutation de f est symétrisable et sym(f) = f~ .
Inversement si f : £ — F est symétrisable alors il existe g : £ — FEtelleque fog=go f =Idg et
par suite f est une permutation de F.

Exemple Dans (E, ), e est symétrisable et sym(e) = e.
Eneffetexe=cetexe=ce.

Proposition
Si x est symétrisable alors sym(x) 1’est aussi et

sym(sym(z)) = x

dém. :

Si z est symétrisable on a x xsym(z) = sym(z)*x = e donc sym(x) est symétrisable et sym(sym(z)) =
x.

O

Proposition
Si x et y sont symétrisables alors x % y ’est aussi et

sym(z x y) = sym(y) * sym(z)
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dém. :
Posons z = sym(y) x sym(x).
On a
(x % y) x 2z =z *y*sym(y) xsym(xz) = zxsym(z) = ¢

et de méme z x (x x y) = e.
O

Attention : Il faut étre attentif a I’inversion des termes lorsque la loi x n’est pas commutative !

Remarque L’ensemble des éléments symétrisables est une partie stable d’un monoide.

Proposition
] Si x est un élément symétrisable de (F, x) alors x est régulier.

dém. :
Soient a,b € E. Supposons  x a = x % b.
En composant a gauche avec le symétrique de x, on obtient

sym(z) x x x a = sym(z) *z * b

et donc
exa=e%xb

i.e. a = b. Ainsi x est régulier a gauche et de méme on obtient x régulier a droite.
O

4.1.5 Itéré d’un élément

Soit (E, *) un monoide de neutre e.
Soit x € E. Pour n € N*, on note

2" =xxx*...xx (ntermes)

Ainsiz* =z, 22 =z *x,...

De plus on pose z*¥ = e.
Ainsi on donne un sens & x*" pour n € N.
Définition
] ™" est appelé itéré d’ordre n de 1’élément x.

Proposition

’ Vp,q € N, 2P % *1 = 2 (P+a) o (2*P)*1 = 2*(P9)

dém. :
11 suffit de dénombrer le nombre de terme x composé dans chacun des membres.
|

Attention : En général (x x y)*P # 2P x y*P.
Eneffet: (zxy)? = (zxy)*x (xxy) *...* (z*y)
et P xy P =(xxx*...xx) % (Y*xy*...%y).

http://mp.cpgedupuydelome.fr 77

GlOE[C)



4.1. LOI DE COMPOSITION INTERNE

Supposons maintenant que x est un élément symétrisable.
Pour n € N*, on note 2*(7™) = sym(z) « sym(z) . .. * sym(z) ( n termes)
Ainsi (7Y = sym(z), 2*7% = sym(x) x sym(z),...
On donne ainsi un sens a z*™ avec n € Z lorsque x est symétrisable.
Proposition
Soit z un élément symétrisable de E.
Vn € Z,x*™ est symétrisable et sym(z*") = z*(~
Vp,q € Z,x*P % 1 = p*PHa) ot (P = (P9

dém. :
On discute selon les signes des puissances d’itération et on étudie chaque cas. ..
O

4.1.6 Structures produits
4.1.6.1 structure sur E' x F
Soient (E, T) et (F, 1) deux magmas.
Définition
On définit une loi de composition interne notée % sur £ x F' par

(z,y) * («',y") = (2T2", yLy')

Cette loi x est appelé loi produit sur £ x F'.

Exemple On peut définit une loi  sur R? par produit des structures (R, +) et (R, x)
La loi « est alors définie par

(Z‘, y) * (xlv y/) = (.23 + Z‘/, yy/)

Proposition
Si (E, T)et(F, L) sont des monoides (resp. des monoides commutatifs) de neutre e et f alors

(E x F, ) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre ¢ = (e, f).
De plus, un élément (z,y) de E x F est symétrisable si, et seulement si, = et y le sont et alors

sym ((z,y)) = (sym(z), sym(y))

dém. :
Par définition de la loi x sur £ X F', on a

((z,y) % (@', 9) * (2", y") = ((zT2") Ta", (yLy') Ly")
Par associativité des lois T et L sur E et I, on obtient :

((z, ) (2,y") * (2",y") = (aT (@' Ta"),y Ly Ly"))
Par définition de la loi x sur £/ x F', on parvient a

(@, y) % (@', 9) * (", ") = (2, 9) * (2", ) > (=", "))
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Ainsi la loi x est associative sur £/ x F'.
Par définition de la loi x sur £ X F, on a

(z,y) x (e, f) = (zTe,y Lf) = (z,y)

car e et f sont neutres pour les lois T et L sur F et F.
De méme on a aussi (e, f) x (x,y) = (z,y).

L’élément (e, f) est donc neutre pour la loi  sur £ X F.
Ainsi (E x F,x) est un monoide.

Siles lois T et L sont commutatives sur E et F' alors

(@) (2,y) = (@Ta',yLy') = (&' T,y Ly) = (2",9/) * (z,9)
et la loi x est commutative sur £/ x F.
Enfin, si (z,y) est symétrisable dans E x F et si (z',7’) désigne son symétrique alors z T2’ = 2’ Tx = e
etyly’ =y Ly = f donnent z et y symétrisable et sym(x) = 2, sym(y) = y'.
Inversement, si (x,y) est un élément de E x F avec x et y symétrisables alors
(@,y) * (sym(x), sym(y)) = (e, f) et (sym(z), sym(y)) » (z,y) = (e, f)

donc (z,y) est symétrisable dans F x F.
O

Exemple Pour la loi + définie sur R? dans 1’exemple ci-dessus, on obtient que (R?, ) est un monoide
commutatif de neutre (0, 1) et dont les éléments symétrisables sont les (xz,y) avec y # 0, de symétrique

(*LB, 1/y)

4.1.6.2 structure sur £

Soient (F, x) un magma et n un naturel non nul.
Définition
On définit une loi de composition interne, encore notée *, sur E™ par

(x17"'7xn)*(y17"'7yn) = (xl*yla'“axn*yn)

Cette loi x est appelé loi produit sur E™.

Exemple On définit une addition sur R? par structure produit de la fagon suivante :

(z,y)+ (@' y) =@+ y+v)

Exemple On définit une multiplication sur R?® par structure produit de la fagon suivante :

(@,y,2) + (", 2) =@+ 2,y + 9,2+ )

Proposition

Si (E, ) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre e alors (E™, %) est
un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre ¢ = (e, . .., e).

De plus, un élément = (x1,...,x,) est symétrisable si, et seulement si, chaque z; I’est, et
alors

sym(z) = (sym(z1),...,sym(z,))
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dém. :
Par définition de la loi % sur E™, on a

(1, oy zn) * (W1, Un)) * (21, oy 2n) = (@1 * Y1) * 21,5+« oy (T * Yn) * 21)
Par associativité de la loi x sur E, on obtient :
(1, oy xn) * (W1, Un)) * (21, oy 2n) = (@1 % (Y1 % 21)5 -+ oy Ty * (Y * 20))
Par définition de la loi x sur E™, on parvient a
(@1, zn) * Yty ooy yn)) * (21,5 2n) = (@1, 000, Zn) % (Y1, -+ s Un) * (215, 2n))

Ainsi la loi x est associative sur E™.
Par définition de la loi x sur E™, on a

(@1, yxn)* (e, . e) =(x1%e,...,xpxe) = (21,...,%,)

car e est neutre pour la loi  sur F.

De méme on a aussi (e, ...,€) x (T1,...,Zpn) = (T1,...,Tyn).
L’élément € = (e, .. ., e) est donc neutre pour la loi * sur E™.
Ainsi (E™, %) est un monoide.

Si la loi x est commutative sur E alors

(xla e 7$n)*(yl>~ .. 7yn) = (:I;l*yh e ann*yn) = (y1*331>~ .. Jyn*xn) = (y17 e 7y’n)*(x1; e 7xn)

et la loi * est commutative sur E”.

Enfin, si x = (x1,...,%,) est symétrisable dans E™ et siy = (y1, - - - , Y ) désigne son symétrique alors

x*y = y*x = e donne x; xy; = y; xx; = e pour chaque i € {1,...,n} et donc chaque z; est
symétrisable et y; = sym(z;).

Inversement, six = (z1,. .., T,) avec chaque z; symétrisable, on peut introduire y = (sym(z1), ..., sym(z,))
et on vérifie x x y = y * x = ¢ ce donne x symétrisable.

O

Exemple (R",+) et (C", +) sont des monoides commutatif de neutres (0, ..., 0).

4.1.6.3 structure sur F (X, E)
Soient (F,*) un magma et X un ensemble non vide.
Définition
On définit une loi de composition interne, encore notée x, sur F (X, F) par

Ve e X, (fx9)(x) = f(z) x g(x)

Cette loi * est appelé loi produit sur (X, E).

Exemple Pour X =D C Ret (E,x) = (R,+) ou (R, X), ce qui préceéde définit I’addition et la
multiplication sur les fonctions réelles.
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Exemple Pour X = Net (E,*) = (R, +) ou (R, x), ce qui précede définit I’addition et la
multiplication des suites réelles.

Proposition

Si (E, *) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre e alors (F (X, E), x)
est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre € : x — e.

De plus, un élément f € F(X, E) est symétrisable si, et seulement si, f(x) I’est pour chaque
x € X etalors

(symf)(z) = sym(f(z))

dém. :
Pour tout z € X,

[(f +g) x h] (z) = (f > g)(x) x h(z) = (f(2) * g(x)) * h(z)

Par associativité de la loi x sur F, on obtient

[(f *g) x h] (z) = f(z) % (9(z) * h(x)) = [f x (g h)] (x)

etainsi (fxg)xh = f*(gxh).
La loi * est donc associative sur F (X, F).
Pour tout z € X,

(fxe) (@) = f(z)xe= f(z)et (% f) () = ex f(z) = f(x)

Ainsi f xe = ex f = f est donc € est neutre pour la loi x sur F(X, E).
Ainsi (F(X, E), x ) est un monoide.
Si la loi % est commutative sur F, pour tout x € X,

(f*g)(x) = fz) *g(x) = g(z) x f(x) = (gx )(2)

etdonc fxg=gxf.
Ainsi la loi x est commutative sur F (X, E).
Enfin, si f est un élément symétrisable de F (X, E) et si g désigne son symétrique alors pour tout z € X,

(fxg)(x) = (g% f)(x) =¢e(x)

donne f(z) * g(x) = g(z) * f(x) = e et donc f(z) est symétrisable dans F et g(x) est son symétrique.
Inversement, si f est un élément de F (X, E) tel que pour chaque x € X, f(x) est symétrisable alors en
introduisant g : x — sym(f(z)) on vérifie aisément f x g = g *x f = € ce qui donne f symétrisable.

]

Exemple (F(D,R),+), (F(D,R), x), (RN, +) et (RN, x) sont des monoides commutatifs.

4.1.7 Notation additive et multiplicative

Définition
Un monoide est dit noté additivement (resp. multiplicativement) si sa loi de composition interne
est notée + (resp. X )
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Attention : La notation additive n’est exploitée que pour les monoides commutatifs.
En revanche, la notation multiplicative ne sous entend pas la commutativité du produit : plus tard, on
aura I’occasion dans le cadre matriciel de manipuler un produit non commutatif.

Lorsqu’on adopte la notation additive ou multiplicative d’un monoide, on adopte les conventions de
notations du tableau ci-dessous :

Notation par défaut | Notation additive | Notation multiplicative
* + X ou.
e 0 1
T xy r+y Ty ouzx.y
sym(z) -z z !
n n
n
> 1~
i=1 i=1
" n.x "

Remarque En notation additive :
Le symétrique d’un élément x est appelé opposé de x.
Les itérés additifs d’un élément sont donnés par les relations

VneN" nr=xz+xz+ ---+x(ntermes)et 0.x =0
Les propriétés calculatoires sur les itérés se relisent
Vp,q € Nyp.x + q.x = (p+ q).xetp.(q.x) = (pq).x
Si x est symétrisable, on peut introduire les itérés d’ordre négatif et en particulier

(-1).x=-=z

Remarque En notation multiplicative :
Le symétrique d’un élément x est appelé inverse de x.
Les itérés multiplicatifs d’un élément sont donnés par les relations

Vn € N*, 2" = z.x...x (ntermes) et 2° = 1
Les propriétés calculatoires sur les itérés se relisent
Vp,q € N, 2P 27 = 2Pt et (2P)? = 2P

Si x est inversible, on peut introduire les itérés d’ordre négatif et en particulier

Attention : L’inverse de x est noté 1/x seulement si X est commutative.
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Attention : Sila x n’est pas commutative, faisons attention a la relation

(xy) =y a7t

Remarque En notation par défaut, il est trés fréquent, si le contexte le permet, de noter ™ au lieu de
x*™. En particulier le symétrique de  se retrouve noté ' et I’on a la formule

(2 xy) =y x o

4.2 Groupes
4.2.1 Définition

Définition
On appelle groupe tout magma (G, x) tel que
1) x est associative ;
2) (G, *) posséde un élément neutre e ;
3) tout élément de (G, ) est symétrisable.
Si de plus % est commutative, le groupe (G, %) est dit commutatif ou plus couramment abélien.

Remarque Un groupe n’est jamais vide, il contient e.

Remarque Dans un groupe tout élément est symétrisable, donc régulier.

Exemple (C,+) est un groupe abélien de neutre 0. En effet 1’addition est commutative, associative, O
en est élément neutre et tout élément est symétrisable dans (C, +).

De méme (R, +), (Q,+) et (Z, +) sont des groupes abéliens.

En revanche (N, +) n’en est pas un, les naturels non nuls ne sont pas symétrisables dans (N, +).

Exemple (C, x) n’est pas un groupe car 0 n’est pas symétrisable.
En revanche (C*, x) est un groupe abélien de neutre 1.
De méme (Q~, x), (R*, x) sont des groupes abéliens.

Exemple (&(FE),o) estun groupe.
En effet o est associative, Id g est élément neutre de (S(E), o) et toute permutation de E est
symétrisable dans (&(E), o).

Proposition

Si (G, T)et (G, L) sont des groupes de neutres ¢ et ¢’ alors G x G’ muni de la loi produit x
est un groupe de neutre (e, €’).
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dém. :
Grice aux propriétés démontrées sur la loi produit sur G' x G'.
O
Proposition
| Si (G, *) est un groupe de neutre e alors (G", %) est un groupe de neutre (e, ..., €).
dém. :
Gréce aux propriétés démontrées sur la loi produit sur G".
O

Exemple (R",+) et (C™",+) sont des groupes abéliens de neutre (0, ..., 0).

Proposition

| Si (G, *) est un groupe de neutre e alors (F(X,G), *) est un groupe de neutre = — e.

dém. :
Gréce aux propriétés démontrées sur la loi produit sur F (X, G).
O

Exemple (F(D,R),+) et (RY, +) sont des groupes abéliens de neutres la fonction nulle 0 : 2 — 0 et
la suite nulle (0),en.

Exemple L’addition définit une loi de composition interne sur I’ensemble P des vecteurs du plan.
(P, +) est alors un groupe abélien de neutre le vecteur nul &.
On a la méme propriété en considérant les vecteurs de ’espace.

Exemple Soit G =R\ {1}. Pour a,b € G, on pose
axb=a+b—ab

Montrons que (G, x) est un groupe abélien.
* définit bien une loi de composition interne sur G, en effet pour a, b € G, I’élément a * b existe dans R
et puisque

a+b—ab=1<(a—1)(1-0b)=0

on peut affirmer que poura # letb# lonaa+b—ab # 1.
Ainsi a x b € G et donc * associe a deux éléments de G un élément de G.
Soient a,b € G.

bxa=b+a—ba=a+b—ab=axb

donc la loi x est commutative.
Soient a, b, c € G.

ax(bxc)=a+(b+c—b)—ab+c—bc)=a+b+c— (ab+ bc+ ac) + abe

et de méme
(axb)yxc)=a+b+c— (ab+ bc+ ac) + abe

donc la loi + est associative.
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Soita € G,a*x0=a+0—a x 0 = a donc 0 est neutre pour la loi x
Enfin, considérons a,b € G.
axb=0&a+b—ab=0
Apres résolution de cette équation en I’inconnue b, on peut affirmer que pour tout ¢ € G, en posant
a
h—

1€ G,onaa*b=0. Ainsi tout élément de (G, *) est symétrisable.

4.2.2 Sous-groupe
4.2.2.1 Définition

Soit (G, ) un groupe d’élément neutre e.

Définition
On appelle sous-groupe de (G, * ) toute partie H de G vérifiant :
Hee H;
2)Va € H,sym(z) € H [stabilité par passage au symétrique] ;
3)Vx,y € H,x xy € H [stabilité par composition].

Exemple Z, Q, R sont des sous-groupes de (C, +).
N n’est pas un sous-groupe de (C, +).

Exemple Q*, R*, R sont des sous-groupes de (C*, x).

Exemple G et {e} sont des sous-groupes de (G, *).

Théoreme
Si H est un sous-groupe de (G, *) alors (H, %) est un groupe.
Si de plus si le groupe (G, ) est abélien alors (H, ) ’est aussi.

dém. :

H est stable pour la loi «, cela permet de donner un sens & (H,*) en considérant la loi obtenue par
restriction de la loi sur G.

* est associative sur G' donc aussi sur H.

e est élément neutre de (G, x) et e € H donc e est aussi neutre de (H, *).

Enfin, pour tout x € H, comme sym(x) € H et puisque x x sym(x) = sym(z) * x = e, on peut dire que
x est un élément symétrisable de (H, «).

O

Remarque Pour montrer qu’une structure est un groupe :
- soit on reconnait la loi et alors on montre que la structure est un sous-groupe d’une structure connue ;
- soit on ne reconnait pas la loi et on revient a la définition de groupe.

Proposition
Soit H une partie de G.
On a équivalence entre :
(i) H est un sous-groupe de (G, ) ;
(ii) H # QetVe,y € H,xxsym(y) € H.
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dém. :

(i) = (ii) immédiat

(i) = (i) Supposons H # D etVz,y € H,z *sym(y) € H.

Puisque H # (), on peut introduire un élément = dans H et on a alors ¢ = z x sym(z) € H.

Puisque ¢ € H, pour tout x € H, sym(z) = e x sym(x) € H. Enfin, pour tout x,y € H, x xy =
x * sym(sym(y)) € H carsym(y) € H.

O

Exemple Pour a € R, onnote aZ = {ak/k € Z}.

Montrons que aZ est un sous-groupe de (R, +).

On a évidemment aZ C R.

0=a x0avec0 € Z donc 0 € aZ (et par suite aZ # ).

Pour x,y € aZ, on peut écrire © = ak ety = al avec k,{ € Z etalors x — y = ak — al = a(k — ) avec
k— ¢ € Zdoncx—y € aZ.

Exemple SoitU = {z € C/|z| = 1}.
Montrons que U est un sous-groupe de (C*, x).
On a évidemment U C C*.

leUcar]|l] =1.

Pour z,2' € U,

donc 22"t e U.

Exemple Soita € Eet H = {f € 6(E)/f(a) = a}.

Montrons que H est un sous-groupe de (&(E), o).

On a évidemment H C S(E).

Idg € H carldg(a) = a.

Pour f,g € H,(fog™")(a) = (fog~")(9(a) = f(a) = adonc fog™" € H.

Proposition
Soient H;, Hy deux sous-groupes de (G, ).
H, N Hy est un sous-groupe de (G, ).

dém. :

HiNHy CG.

e€ HyN Hycare € Hy ete € Hy puisque H; et Ho sont des sous-groupes.

Pour x,y € H; N Ho, x*yil € Hy N Hy car x*y’l € H; puisque H; est un sous-groupe et de méme
-1

xxy - € Hs.

O

Remarque Ce résultat est faux pour I’union :
Pour (G, *) = (C*,x), H =R*, Hy=UetH = HHUHy,ona2,i€ Het2i ¢ H.
Ainsi H n’est pas stable pour X et ce n’est donc pas un sous-groupe.
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4.2.2.2 Groupe des racines n-ieme de I’unité

Soitn € N*etU,, = {z € C/z" = 1}. _
Rappelons Uy, = {wo, w1, ..., wn—1} avec wy, = e>*7/™,
Proposition

| (Un, x) est un groupe abélien.

dém. :
Montrons que U, est un sous-groupe de (C*, x).
U, c C~.
leU,carl™ = 1.
1
Pour 2,2’ € Uy, (22'71)" = 2"— = 1 donc 22’ € U,.
z n
O
Exemple Pourn =1,U; = {1}.
Pourn =2, U = {1, —1}.

1 -1
1|1 -1
-1]/-1 1

Pourn =3,Us = {1,5,5°}.

x| 1 45 42
11 5 4°
AP
Jo130 1 g

Pourn =4,Uy = {1,4,—1, —i}.

4.2.2.3 Groupes géométriques

On note :

- P le plan géométrique de direction P ;

- tz la translation de vecteur i ;

- Hp » ’'homothétie de centre O et de rapport A ;
- Rotp ¢ la rotation de centre O et d’angle 6.

Proposition
| T = {ta/u € P} est un sous-groupe de (S(P), o).

dém. :
T C S(P),1dp =tzetpourii,v € P, tzo (t;) ' =tz € T.
(|
Proposition
| Pour O € P, Ho = {Ho /A € R*} est un sous-groupe de (S(P), o).
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dém. :
Ho C 6(P),Idp = Hop,1 etpour A\, u # 0, Hp » © (Ho#)f1 = Hp /, avec A\/pn # 0 donc Hp o
(HO,M)_l € Ho.
O
Proposition
| Pour O € P, Ro = {Rotp,9/6 € R} est un sous-groupe de ((P), o).

dém. :
Ro C 6(P),Idp = Roto et pour 6, 9 €R, Rotp g o (Rotoﬂl)_l = Rotp g—¢ € Ro.
On appelle isométrie du plan toute permutation f € &(P) telle que VA, B € P,d(f(4), f(B)) =
d(AB)
g
Proposition
| L'ensemble 7 des isométries du plan est un sous-groupe de (S(P), o).

dém. :

Z C &(P), Idp est évidemment une isométrie et pour f,g € Z, on a pour tout A, B € P, d((f o
gAY, (7o g (B)) = dl(f g~ )(g(A)), (7 0 g~ {g(B)) car g estune isometie et ainsi d((f o
g (A, (fog M) (B)) =d(f(A), f(B) = d(A, B) car f est une isométrie.

Ainsi fog™ est une isométrie.

O
4.2.3 Morphisme de groupes

Soit (G, x), (G', T) et (G”, L) trois groupes d’éléments neutres e, ¢’ et ¢”.

4.2.3.1 Définition

Définition

On appelle morphisme du groupe (G, x) vers (G’, T) toute application ¢ : G — G’ vérifiant :

Vo,y € G, f(xxy) = f(2)Tf(y)

Si f est bijective, on dite que f est un isomorphisme.
Si (G', T) = (G, *), on dit que f est un endomorphisme.
Si (G', T) = (G, ) et f est bijective on dit que f est un automorphisme.

Exemple In est un isomorphisme de (R™*, x) vers (R, +).
En effet, pour tout a,b > 0, In(ab) = In(a) + In(b).

Exemple exp est un morphisme de (C, +) vers (C*, x).
En effet, pour tout z, 2’ € C, exp(z + 2’) = exp(z) exp(z’).

Exemple Idg est un automorphisme de (G, x).

Exemple L application constante f : G — G définie par f(x) = e est un endomorphisme de (G, ).

http://mp.cpgedupuydelome.fr 88 @O0



CHAPITRE 4. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Proposition
Soit a un élément d’un groupe (G, *).
L application ¢ : Z — G définie par ¢(n) = ™" est un morphisme de groupes.
En effet p(n + p) = a*™P) = 0™ % a*? = p(n) x p(p).

4.2.3.2 Propriétés

Proposition
Pour f : G — G’ un morphisme de groupes, on a

fle)=¢
Yz € G, f(sym(x)) = sym(f(x)),
f(l'l) et

Vo € G,\Vp € Z, f(x*P) = (f(x))'P

Voi,...,%, € G7f(‘in<1xi) =

I+

2

dém. :
D’une part f(e x €) = f(e) et d’autre part f(e x e) = f(e) T f(e) donc

fe)Tfle)=fle)=fle)Te
d’ou f(e) =¢€'.
Ona
f(@)Tf(sym(z)) = f(x*sym(z)) = f(e) = ¢’
En composant cette relation a droite avec sym(f(x)), on obtient f(sym(x)) = sym(f(z)).
Par récurrence sur n € N*, on montre facilement

(3w = T fw)

=1 =

Pour p = 0, f(2*") = f(e) = €' = (f(2)) .

Pourp € N*, f(a*?) = f( ¥ 2) = T f(@) = f(a) ™",

Pour p € Z*~, on peut écrire p = —n avecn € N* eton a

f(@*?) = f (sym(z*)) = sym (f (™)) = sym (f(2) ") = f(x)"".
|

Proposition

Sif:G— G etg: G — G" sont deux morphismes de groupes alors go f : G — G” est
aussi un morphisme de groupes.

dém. :
Pour z,y € G,

(go f)@xy) =g (flxxy) =g (f(@)Tf(y)) =9g(f(x)Lg(f(y)) = (9o f)(x)L(go f)(y)

O

Remarque On peut en particulier souligner que la composée de deux endomorphismes de groupe (resp.
isomorphismes, automorphismes) en est un.
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Proposition
] Si f : G — G’ est un isomorphisme de groupes alors f~! : G/ — G I’est aussi.

dém. :
Pour tout 2, 3y’ € G', il existe 2,y € G tel que f(x) = 2’ et f(y) =¥
On a alors

FrETY) = (f@Trw) = (flaxy) =z y=fH )~ 1)

Ainsi f~! est un morphisme de groupes et il est de plus bien connu que f~ ! est bijective.
O

Remarque En particulier I’application réciproque d’un automorphisme en est un.

4.2.3.3 Noyau et image

Proposition
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
Si H est un sous-groupe de (G, %) alors f(H) est un sous-groupe de (G, T).
Si H' est un sous-groupe de (G’, T) alors f~!(H) est un sous-groupe de (G, *).

dém. :
Soit H un sous-groupe de (G, *).
f(H)={f(z)/z € H} est une partie de G’.
D’une part €’ € f(H) care’ = f(e) avece € H.
D’autre part, pour ',/ € f(H), on peut écrire ' = f(x) ety = f(y) avecx,y € Heta'Ty' ™! =
flxxy™ ™ e f(H)carzxy ' € H.
Ainsi f(H) est un sous-groupe de (G, T).
Soit H' un sous-groupe de (G', T).
fYH") ={x € G/f(x) € H'} est une partie de G.
D’une parte € f~1(H') car f(e) = ¢’ € H'.
D’autre part, pour 2,y € f~'(H'),ona f(zxy ') = f(2)Tf(y)~* € H car f(z), f(«') € H'.
Ainsi f~!(H’) est un sous-groupe de (G, % ).
0
Définition
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
On appelle image de f, ’ensemble Imf = f(G). C’est un sous-groupe de (G’, T).
On appelle noyau de f, I’ensemble ker f = f~*({e’}). C’est un sous-groupe de (G, *).

Remarque Pour déterminer Imf on étudie les valeurs prises par f.
Pour déterminer ker f, on résout I’équation f(z) = €’ d’inconnue x € G.

Exemple Soit f : C* — C* définie par f(z) = |z|.
f est un morphisme de groupes multiplicatifs pour lequel Imf = R™* et ker f = U.

Exemple Soit f : R — C* définie par f(0) = .
f est un morphisme du groupe (R, +) vers (C*, x) pour lequel Imf = U et ker f = 27Z.
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Théoreme
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
f est surjective si, et seulement si, Imf = G’,
f estinjective si, et seulement si, ker f = {e}.

dém. :

La premiere propriété immédiate par définition de la surjectivité.

Pour la deuxieme propriété, étudions les deux implications.

Supposons f injective.

Puisque f(e) = €’ et puisque ¢’ ne peut avoir d’autres antécédents que e a cause de 'injectivité de f, on
peut affirmer ker f = {e}.

Inversement, supposons ker f = {e}.

Soient z,y € G. Si f(x) = f(y) alors f(z)Tf(y)™* = € etdonc f(xxy ') =€ Ainsizxy™* €
ker f = {e} etdonc x xy~ ! = e ce qui entraine z = y.

Ainsi f est injective.

]

4.2.3.4 Quelques morphismes géométriques
‘P désigne le plan géométrique

Proposition

L’application @ — tz est un morphisme de (P, +) vers (&(P), o) d’image T et de noyau {6}

dém. :

ty oty = tigys.

(]

Proposition
Pour O € P, I'application A — Hop , est un morphisme de (R*, x) vers (&(P), o) d’image
Ho et de noyau {1}.

dém. :

HoxoHo, = Hoap.

(]

Proposition
Pour O € P, I’application 6 — Rotp ¢ est un morphisme de (R, +) vers (&(P), o) d’image
Ro et de noyau 27Z.

dém. :

ROtOﬂ o ROtovgl = R0t079+9/.

]

4.3 Etude du groupe symétrique
4.3.1 Permutationde N, = {1,2,...,n}
Définition

Pour n € N*, on note G,, I’ensemble des permutations de N,,.
(&, 0) est un groupe d’élément neutre Idy, = Id appelé groupe symétrique d’ordre n.

Remarque &, est un groupe fini a n! éléments.
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Définition
Pour o0 € G,,, on note

pour visualiser I’action de o.

Exemple Dans (&g, o) considérons la permutation
(1 2 3 4 5 6
7=\ 6 3 241 5
Pour celle-ci 4 est point fixe de o et

. (123456 2 (1234
9 T\5 3246 1) 77°7T\5 2 3 4

S Ot
=)
N~

Remarque Pourn =1:&; = {Id}. (&1, o) est un groupe abélien.
Pourn =2:6, = {Id, 7} ou
(12
=)

(&4, o) est groupe abélien.

Proposition
Pour n > 3 le groupe (S,,, o) n’est pas commutatif.

dém. :
Soient

(1234 o), (1234 . n
=\ 2134 .. n)%=\3 214 .. n
éléments de G,,.

(coc’)(1)=3et(c'00)(l) =2doncooc’ # o’ oo.
Ainsi le groupe (S,,, 0) n’est pas commutatif.
O

4.3.2 Cycles

Soient p € Ntel que 2 < p < netay, ..., ap une liste de p éléments deux a deux distincts de N,,.
Soit ¢ : N,, — N,, définie par :

clar) = ag, c(az) = as, ..., clap—1) = ap,cap) = a1

et
Ve e No\{a1,...,ap},c(z) =2

L application c est une permutation de N,,.
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Définition
La permutation c est appelée cycle de longueur p (ou p-cycle).
Ce cycle est noté
Cc = ( ay a2 ... Qp )

L’ensemble S = {aq, ..., a,} est appelé support du cycle c.

Exemple Dans (S¢,0),pourc= (2 4 3 5 ),ona
(12345 6
{1453 26

Remarque Sic=( a; as .. a, )alorsc™'=(a, .. a2 a ).

Remarque La description d’un cycle n’est pas unique :

Sic= ( ar az ... a )alorsc: ( az az ... ap a ),c: ( az ... ap ap as ),...,
Cc = ( a, ap az ... QAap-—1 )
Définition

Les cycles de longueur 2 sont appelés transpositions.
Une transposition 7 = (i j ) a pour effet d’échanger i et j.

Remarque ( i

j )=(j i) donc toute transposition peut étre visualisée sous la forme ( i j )
avecl <1< j<n

Remarque Si 7 est une transposition alors 7% = Id et 7' = 7.
Plus généralement

Proposition

] Si c est un cycle de longueur p alors ¢ = Idet ¢~ = P71,

dém. :

Soitc=( a1 az .. a, )unpcycle(avecdes ay, ..., a, deux a deux distincts).

AP(ay) = a1, c(ar) = as, (a1) = az, ...,c» ' (a1) = a, donc pour tout 1 < k < p —1,c"(a1) = apn1
et par suite ¢”(a1) = c(ap) = as.

Pour 2 < k < p,P(ax) = P (" Yay)) = P Hay) = FHeP(a)) = F 7 ay) = ax

Enfin pour z € N,,\ {a1, ...,a,}, ¢(z) = 2 donc P(z) = x.

Finalement ¢ = Id.

]

Remarque Pour n = 3, on peut décrire les éléments de S3
Gs={Id, (1 2),(2 3),(3 1),(1 2 3),(3 2 1)}

Pour n > 4, il existe dans G,, des éléments qui ne sont pas des cycles.
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4.3.3 Décomposition d’une permutation en produit de transpositions

Proposition

] Tout cycle de longueur p peut se décomposer en un produit de p — 1 transpositions.

dém. :

p:2:okp:3:(a1 as (13)2
(a1 a2)0<a2 ag)o(ag CL4)
et plus généralement :

(a1 ag)O((LLQ ag)p:4:(a1 as as a4):

O
Théoréeme

Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit d’au plus n — 1 transpositions.
dém. :

Démontrons la propriété par récurrence sur n € N*.

Pourn =1:0k

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soit o € &,,41 et posons k = o(n + 1).

Sik =mn+1lalors o}y, € 6, et peut s’écrire comme produit d’au plus n — 1 transpositions éléments de
G,,. Cette décomposition permet aussi d’écrire ¢ comme produit de n — 1 < n transpositions éléments
de 6n+1.

Sik # n + 1 alors considérons 0/ = (k+1 n+1)ooc.Onaoc'(n+1) = n+ 1 et comme
ci-dessus, o’ peut s’écrire comme produit d’au plus n — 1 transpositions éléments de &,, 1. Puisque
o=(k+1 n+1)o0c’,o s écrit comme produit d’au plus n transpositions éléments de S,, ;1.

O

Proposition

Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit de transpositions de la forme
(1 k)avec2<k<n.

dém. :

11 suffit de savoir décomposer une transposition ( T g ) pour conclure.
Sit=1ouj=1:0k

Sinon (i j )= (1 i)o(1 j)o(1 i).

O

4.3.4 Signature d’une permutation

Définition
Soient 0 € &,, et un couple (4,j) avec 1 < i < j < n.
On dit ¢ réalise une inversion sur le couple (7, ) si (i) > o(j).
On note (o) le nombre de couples (i,7) (avec 1 < i < j < n ) sur lesquels o réalise une
inversion.

Exemple 7(Id) = 0.
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Exemple Dans (&4, o) pour
(12 3 4
7=\2 4 31
I(o) = 4.

Ici les couples sur lesquels o opére une inversion sont (1,4), (2,3), (2,4) et (3,4).

Exemple Dans (Sg, o) considérons
o — 1 2 3 45 6 7 8
" \3 4 75 2186
Pour déterminer /(o) on compte, pour chaque terme de la seconde ligne, le nombre de termes qui le

suivent et qui lui sont inférieurs.
Icil(lo)=24+24+44+2+1+0+1+0=12.

Définition

’ On appelle signature d’une permutation o de &, le réel e(o) = (—1)7(7),

Exemple ¢(Id) = 1.

Exemple Dans (&, 0),

(1 2 3 e n
“\n n-1 n-2 .. 1
n(n—1) n(n-1)
Io)=n—-1)+(n—-2)+---4+1= ete(o) = (—
Proposition
] La signature d’une transposition vaut —1.
dém. :
Soit 7 = ( i j ) avec 1 < ¢ < j < n une transposition.
(12 i o § o
T_(l 2 i n>
I(r)=0+-+0+@G—-9)+ 1 +-+ 1 +0+---+0=2(j —4) -1
1 i—1 i i1 j=1 3 n
Donc e(7) = —1.
O
Théoréme
| Lapplication ¢ : &,, — {—1, 1} est un morphisme du groupe (&, 0) sur ({—1,1}, x).
dém. :

Soient ¢ et ¢’ deux éléments de G,,.
Soit (¢, 7) un couple avec 1 < i < j < n.
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o’ o o réalise une inversion sur (i, §) si, et seulement si :

o réalise une inversion sur (i, j) et o’ ne réalise pas d’inversion sur (o (j), o (7))

ou bien

o ne réalise pas d’inversion sur (7, j) mais ¢’ en réalise une sur (o (i), o (j)).

En sommant I (o) et I(c”) on dénombre les cas précédemment étudiés ainsi que deux fois les cas ot il y
a a la fois inversion sur (4, j) et sur (o(j), o (7).

Par suite /(0”0 o) & méme parité que I(c) + I(o”), ainsi

E(O'/ ° O’) _ (_1)1(0'00) _ (_1)I(U)+I(o’) _ E(UI)S(U)

On peut donc conclure que € est un morphisme de groupes.

O
Corollaire
g(or0---00y,) =¢e(0o1) X -+ X e(ap).
Vp € Z,e(0?) = (0)P et en particulier e(0 1) = £(0).
Proposition
’ La signature d’un p-cycle est (—1)P 1.
dém. :

Car un p-cycle s’écrit comme produit de p — 1 transpositions, chacune de signature —1.
O
Définition

Une permutation de signature 1 est dite paire.

Une permutation de signature —1 est dite impaire.

On note 2, ’ensemble des permutations paires de G,,.

Remarque Une permutation paire (resp. impaire) se décompose en un nombre pair (resp. impair) de
transpositions.

Proposition
2(,, est un sous-groupe de (&, 0).

dém. :
C’est le noyau du morphisme signature, ¢’est donc un sous-groupe.
O

Définition
] (2, 0) est appelé groupe alterné d’ordre n.

Remarque Pourn =1:2, = {Id}.
Pourn = 2: 2, = {Id}.
Pourn=3:2%,={Id, (1 2 3),(1 3 2)}.

Proposition

Pourn > 2,
Card2l,, = n!/2
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dém. :

G,, est la réunion disjointe des parties 2, et &, \2,,.

Or ces dernieres sont en bijection via I’application o — 7 o ¢ ol 7 désigne une certaine transposition.
On en déduit Card2,, = CardS,,\2,, puis CardS,, = 2Card2(,,.

]

4.3.5 Hors programme : Décomposition d’une permutation en produit de cycles

Lemme
Pour tout 0 € &,, ettouti € {1,2,...,n} il existe p € N* tel que :
i,0(),...,cP 71 (i) soient deux a deux distincts et o? (i) = 1.

dém. :

Lapplication o : N — {1,2,...,n} définie par ¢(k) = o (i) ne peut-étre injective car N est un ensemble
infini.

Par suite, il existe k # ¢ € N tels que o” (i) = o“(4) et on peut, quitte a échanger, supposer k < £.
Onaalors o' *(i) = 0% 0 6*(i) = i avec £ — k € N*.

Considérons maintenant I’ensemble A = {¢q € N*/o9(i) = i}.

D’apres 1’étude précédente on peut affirmer que A est une partie non vide de N* et elle posséde donc un
plus petit élément p.

Pour celui-ci on a 0% (i) = 4. De plus les éléments i, o(i), ..., P! (i) sont nécessairement deux a deux
distincts.

En effet 8il existait 0 < k < £ < p — 1 tels que 0*(i) = o() alors on aurait o*~*(i) = i avec
0 < £ — k < p ce qui contredit la minimalité de p.

O

Théoreme
Toute permutation ¢ de &,, (avec n > 2 ) se décompose en un produit de cycles de supports
disjoints.
De plus cette décomposition est unique a 1’ordre pres des facteurs.

dém. :

Existence :

Procédons par récurrence sur n > 2.

Pour n = 2, les permutations éléments de G2 sont Id et (1, 2) ce qui permet de conclure.

Supposons ’existence établie au rang n > 2.

Soito € Gpyg.

Caso(n+1)=n+1

Considérons la restriction ¢’ de o au départ de {1,2,...,n}.

Cette restriction o’ réalise une permutation de {1, 2, ...,n} car o est une permutation de {1,2,...,n + 1}
qui laisse n + 1 fixe. En appliquant Ihypothése de récurrence & o’ on peut décomposer cette derniére en
produit de cycles de &,,. Cette décomposition de ¢’ dans &,, se prolonge en une décomposition de o en
cycles de G,,4+1 ce qui résout le probleme posé.

Caso(n+1) #n+1.

Considérons p € N* tel que les éléments n + 1, 0(n + 1), ...,0P ! (n + 1) soient deux a deux distincts et
oP(n 4 1) = n + 1. Formons le cycle ¢ = (n 4 1,0(n 4 1),...,a? " (n + 1)).

Par construction, la permutation ¢~ * o o laisse invariants les éléments n + 1,0 (n + 1),...,0? " (n + 1).
Comme 1+ 1 est invariant, on peut, par I’étude précédente, décomposer ¢ * oo en ¢jocp0...0 ¢, produit
de cycles de supports disjoints. De plus les supports de c1, ca, ..., ¢, sont disjoints de
{n+1,0(n+1),...,0° " (n+1)} car ces éléments sont invariants par ¢~ ' o o. Par suite I’écriture
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0 = €01 0Cy0...0 ¢ apparait alors comme étant une décomposition de ¢ en produit de cycles de
supports disjoints.

Récurrence établie

Unicité a I’ordre pres des facteurs :

Supposons que o présente deux décompositions de la forme voulue :
0=c0c0..0c¢c.etoc=dyodyo...ods.

Quitte a échanger, on peut supposer r > s.

Sir =0alors s = 0.

Sinon, considérons 7 un élément du support de c,.

Par le lemme, il existe p € N* tel que 4, 0°(i), ..., 0P~ *(4) soient deux a deux distincts et o? (i) = i.

Or o(i) = c.(i),0%(i) = c2(i),...,0P (i) = 271(i) et oP(i) = cP(i) = i ceci car les éléments
i,c,(i),c2(i), ...,c271(4) évoluent dans le support du cycle c,.

Par suite ¢, = (i,0(i), 02 (i), ..., 0?1 (4)).

Comme ¢ est modifié par 0 = dj ods o... 0 dg, il existe ¢ entre 1 et s tel que ¢ appartient au support de d;.
Quitte a réorganiser 1’ordre de la décomposition ¢ = dy o dy o ... o dg on peut supposer t = s.

En suivant la méme démarche que ci-dessus, on obtient d, = (i, 0'(), 02(i), ..., 0P~ (i) puis ds = c,..
On peut alors simplifier ce facteur commun afin d’obtenir ¢y ocg0---0¢,1 =dyodyo---0dg_1

11 suffit alors de réitérer ce processus pour conclure.

O

4.4 Anneaux

4.4.1 Définition

Définition

Soient T et x deux lois de composition internes sur un ensemble .
On dit que T est distributive sur x si

Va,b,c € E:ax (bTc) = (axb)T(a*c) [distributivité & gauche]

et
(bTe)*xa = (b*a)T(c*a) [distributivité & droite]

Exemple Dans C, x est distributive sur +.
Dans P(E), U est distributive sur N et inversement.

Définition

On appelle anneau tout triplet (A, T, ) formé d’un ensemble A et de deux lois de composition
internes T et % tels que :

1) (A, T) est un groupe abélien ;

2) (A, %) est un monoide ;

3) % est distributive sur T.

Si de plus * est commutative, ’anneau (A, T, *) est dit commutatif.

Remarque Les lois T et = sont généralement notées + et X.
Leurs neutres sont quant a eux notés 04 et 1 4.
De plus pour I’évaluation de a + b X ¢ on donne priorité a la multiplication.
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Exemple (Z,+, x), (Q,+, %), (R, +, x) et (C, +, X) sont des anneaux commutatifs.

Exemple Si A = {0} alors (A, +, x) est un anneau appelé anneau nul.

Proposition

Si (A,+, x) est un anneau et n € N* alors (A", 4+, X) est un anneau de neutres Ogn =
(04,...,04)etlan = (14,...,14).

dém. :

On sait déja que (A", +) est un groupe abélien de neutre 04» = (04,...,04) et (A", x) un monoide
de neutre 1gn = (14,...,14). Il ne reste qu’a vérifier la propriété de distributivité ce qui est assez
immédiat.

|

Exemple (R?, 4, x) est un anneau commutatif.
Dans celui-ci rappelons les opérations :

(z,y)+ (@ y) = (@ + 2",y +y) et (z,y) x (@',y) = (z2’, yy)

Exemple (Z",+, x), (R",+, x) et (C", 4, x) sont des anneaux commutatifs

Proposition

Si (A, +, x) est un anneau et X un ensemble alors (F(X, A), +, x) est un anneau de neutres
la fonction nulle constante égale a 04 et la fonction constante égale a 1 4.

dém. :

On sait déja que (F(X, A), +) est un groupe abélien de neutre 0:2 04et(F(X,A),x)un monoide
de neutre 1 : z — 14. Il ne reste qu’a vérifier la propriété de distributivité ce qui est assez immédiat.

|

Exemple (F(X,R),+, x) est un anneau commutatif.
En particulier (RY, 4, x) et (F(D,R), +, x).

4.4.2 Sous-anneau

Définition
On appelle sous-anneau d’un anneau (A, +, x) toute partie B incluse dans A telle que :
)14 € B;
2Q)Vx,y e B,x —y € B;
3)Vz,y € B,zy € B.

Exemple Z est un sous-anneau de (R, +, x).
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Théoreme
Si B est un sous-anneau de (A, +, x) alors (B, +, x) est un anneau.
Si de plus (A4, +, x) est commutatif alors (B, +, x) I’est aussi.

dém. :

Par 1) et 2) on obtient que (B, +) est un groupe abélien.

Par 3) B est stable pour X et on peut donc donner un sens a (B, x).
X est associative sur A donc elle I’est aussi sur B.

14 est neutre pour x et 14 € B donc (B, x) posséde un neutre.

x est distributive sur 4 sur A donc aussi sur B.

Finalement (B, +, x) est un anneau.

g

Exemple Considérons

z [\/ﬂ - {a+b\/§/a,b c z}

et montrons que (Z [\/ﬂ ,+, x) est un anneau commutatif.
Montrons que Z {\/ﬂ un sous-anneau de I’anneau commutatif (R, +, x).
On a évidemment Z {\@} CR.
1=1+0v2eZ[v2].
Pour z,y € Z [\/ﬂ,onpeutécrirex =a+b/2ety=c+dV2aveca,b,c,dc Z.
Ona
x—y:(a—c)—i—(b—d)\/iEZ{\/ﬂ

cara—c,b—deZ
et

zy = (ac + 2bd) + (ad + be)V2 € Z [\/ﬂ

Ainsi Z {\@] est un sous-anneau de (R, +, x) et donc (Z [\@} ,+, X) est un anneau commutatif.

Exemple On note C I’ensemble des suites réelles convergentes.

Montrons que C est un sous-anneau de (R, +, x).

On a évidemment C C RY, 1a suite constante égale a 1 est convergente et la différence et le produit de
deux suites convergentes est convergente.

Exemple Soit D une partie de R.

Montrer que C(D,R) est un sous-anneau de (F(D,R), +, x).

On a évidemment C(D, R) C F(D, R), la fonction constante égale a 1 est convergente et la différence et
le produit de deux fonctions continues est continue.
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4.4.3 Regles de calculs dans un anneau

Soit (A, 4, X) un anneau de neutres 04 et 1 4.

Proposition
| Va € A,04 xa=ax04=04.

dém. :
OAxa:(OA—I—OA)Xa:OAXa—i—OAXa.

En ajoutant de part et d’autre, I’opposé de 1’élément 0 4 X a, on obtient 04 = 04 X a.

De méme, on démontre a X 04 = 04
O

Remarque Si les neutres additifs et multiplicatifs de I’anneau A sont égaux (i.e. 04 = 14 ) alors la
neutralité de 14 donne Vo € A,z =2 x 14 = x 04 = 04. Par suite A = {04} est I’anneau nul.

Proposition
| Va,b e A, (—a)b = —(ab) = a(-b).

dém. :

(—a)b+ab=(—a+a)b=0.b=0.

En ajoutant I’opposé de ab de part et d’autre, on obtient (—a)b = —(ab).

De méme, on obtient a(—b) = —(ab).

O

Proposition
Yay,...,an € AVb € B, (a1 + -+ an)b=a1b+ -+ anb,
Va € A,Vby,...,b, € Aja(by+---+b,) =aby + -+ ab,, .

dém. :
Par récurrence sur n € N*. ..
O
Proposition
| Va,b € A,Vp € Z,(p.a)b = p.(ab) = a(p.h).

dém. :

Rappelons que p.a désigne I’itéré additif d’ordre p de 1’élément a.
Pour p = 0 : c’est immédiat.

Pourp € N*, (p.a)b = (a+---+a)b=ab+---+ ab = p.(ab).

Pour p € Z*~, on peut écrire p = —n avec n € N* et (p.a)b = (—n.a)b = —(n.a)b = —n.(ad) =
p.(ab).
De méme, on obtient a(p.b) = p.(abd).
O
Attention : Dans un anneau A non commutatif, (ab)”™ # a™b" en général.
En effet (ab)" se comprend (ab)(ab) ... (ab).
Proposition
Ya,b e A, (a+b)? = a® + ab + ba + b*
et (a +b)® = a® 4 a®b + aba + ba® + ab® + bab + ba* + b>.
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dém. :
11 suffit de développer les produits. ..
O

Remarque Si a et b commutent (i.e. ab = ba ) alors (a + b)* = a”® 4 2ab + b* et
(a+b)% =a® + 3a%b + 3ab® + b°.

Théoreme
Soient a, b € A tels que a et b commutent.

Vn eN, (a+b)" (Z) "k

dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la propriété est immédiate sachant que Va € A, a® = 1, (méme poura = 04 )
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

(a+b)"" = (a+b)"(a+b)
Par hypothese de récurrence
" (n " (n " (n
a -+ b n+l _ anfkbk: aer _ anJrlfkbk + anfkrbkle
A B ¢ 2\

Par décalage d’indice, on peut réécrire la deuxieme somme

n n+1
W\ k41 n ntl—kik
Z<k>a b —Z<k1>a b

k=0 k=1

En adjoignant un terme nul a chacune des deux sommes

n+1 = n n+l—kpk = n n+l—krk
(a+b)"" = Z L b" + Z k1] b
k=0

k=0

En combinant les deux sommes en une seule

n+1 n+1
n n n+1
b n+1 _ 2 n+1—kbk _ § n+1—kbk
et k_o<<k>+<k_1>>a k=0 k ’

en vertu de la formule du triangle de Pascal.
Récurrence établie.
O

Exemple Comme 1 et a commutent
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Théoréme
Soient a, b € A tels que a et b commutent.

n—1
Vne N a" —b" = (a—b) Y a" 'R = (a—b)(a" ' +a" b+ ...+ ab" 40"
k=0

dém. :
En développant

n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z an—l—kbk — Z an—kbk _ Z a7z—1—kbk+1
k=0 k=0 k=0

En procédant a un changement de d’indice sur la deuxieéme somme

n—1 n
E anflfkbkwkl — § anfkbk
k=0 k=1

On en déduit
n—1 n—1 n
(a _ b) Z an—l—kbk _ Z an—kbk _ Zan—kbk
k=0 k=0 k=1

On simplifie les portions communes des deux sommes
n—1
(a —b) g a" i RpR = g —
k=0

]

Exemple Comme 14 et a commutent

Ig—a"=la—a)(la+a+a®>+..+a" )

4.4.4 Eléments inversibles

Définition
Un élément a € A est dit inversible s’il est symétrisable pour X i.e. s’il existe b € A tel que
ab="ba =14.

Cet élément b est alors unique, on 1’appelle inverse de a, on le note a~*.

Exemple Les inversibles de (C, +, x) sont les éléments non nuls.
Les inversibles de (Z, +, x) sont 1 et —1.

Exemple 14 estinversible.
On verra que 04 n’est pas inversible.
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Exemple Si A n’est pas I’anneau nul alors 04 # 14 et puisque pour touta € A, 04 x a =04,
I’élément 0 4 n’est pas inversible.

Exemple Les inversibles de (R?, +, x) sont les a = (x, %) avec = # 0 et y # 0.

Proposition
Si z est inversible alors 2! est inversible et (z71) ™! = .
dém. :
C’est une propriété déja connu en terme d’éléments symétrisables.
g
Proposition
Si x et y sont inversibles alors xy est inversible et (xy)*1 =yl h
dém. :
C’est une propriété déja connue en terme d’éléments symétrisables.
O

4.4.5 Diviseurs de zéro

Soit (A4, 4, X) un anneau
4.4.5.1 Définition

Attention: Onaa=040ub=04 = ab=104.
En revanche la réciproque n’est pas vraie dans tous les anneaux.

Exemple Dans (R?, +, x), pour a = (1,0) et b = (0, 1), on a ab = Og: alors que a, b # Ogs.

Définition
On appelle diviseurs de zéro dans I’anneau (A, +, X) tous éléments a, b € A vérifiant ab = 04
avec a,b # 04. On dit ici que a est un diviseur de zéro a gauche et b in diviseur de zéro a
droite.

Remarque Par cette définition, on ne considere pas que 04 soit un diviseur de zéro.

Exemple Dans (R?, +, x) les diviseurs de zéros sont les (z,0) et (0, ) avec x # 0.

Proposition

] Un diviseur de zéro est non régulier pour X.

dém. :

Si a est diviseur de zéro a gauche alors il existe b € A\ {04} tel que ab = 04.
On a alors ab = a0 4 et b # 04 donc a n’est pas régulier a gauche...

O
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Proposition

] Les éléments inversibles de A ne sont pas diviseurs de zéro.

dém. :
Tout élément inversible est régulier.
O

4.4.5.2 Anneau sans diviseurs de zéro

Exemple (Z,+, x), (Q, +, x), (R, +, x) et (C, +, x) n’ont pas de diviseurs de zéro.

Exemple (R?, 4+, x) posséde des diviseurs de zéro.

Proposition

Si (A, +, x) ne posséde pas de diviseurs de zéro alors
Va,be A,ab=04 = a =04 oub = 04 [implication d’intégrité]

Exemple Dans un anneau (A, 4, x) sans diviseurs de zéro, 1’équation z? = 14 posséde uniquement
deux solutions 14 et —1 4.
En effet

P=lge@—1a)(z+1la) =04 r=1g0uz=—1y

Dans (R?, +, x) I’équation 2 = 1> posséde quatre solutions :

(1,1),(1,-1),(—-1,1) et (—1,-1)

Proposition

] Dans un anneau (A, +, x) sans diviseurs de zéro tout élément non nul est régulier.

dém. :

Soient a # 04 et b, c € A.

Siab = acalors ab — ac = 04 puis a(b — ¢) = 04.

Par I’implication d’intégrité, sachant a # 04, on obtient b = c.

Ainsi a est régulier a gauche. De mé&me on obtient la régularité a droite.
O

4.4.5.3 Idempotent et nilpotent

Définition
Un élément a € A est dit idempotent si a? = a.

Exemple Dans un anneau sans diviseurs de zéro, seuls 0 et 1 sont idempotents.

Exemple Dans (R?, +, x), (1,0) et (0, 1) sont aussi idempotents.
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Définition
Un élément a € A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que a™ = 04 .

Exemple Dans un anneau sans diviseurs de zéro, seul 04 est nilpotent.

Exemple Si a est nilpotent alors 1 — a est inversible.
En effet, il existe n € N* tel que a”™ = 04 et alors

Iy=1g—a"=Qg—a)la+a+a®+---+a"")

Aussi
(lata+a®+-+a" H1la—a)=1a
donc 14 — a est inversible et

(la—a) ' =la+a+ad®> 4+ +a"!

4.5 Corps

4.5.1 Définition

Définition
On appelle corps tout anneau commutatif (K, 4, x ) non réduit & {Ox } dont tous les éléments,
sauf O, sont inversibles.

Exemple (C,+, x), (R, +, x) et (Q, +, x) sont des corps (fameux).

Exemple Soit Fy = {0,1}.
On définit les opérations + et x par :

+[0 1 x [0 1
0[0 1letf 0[O0 O
1110 110 1
(Fq, 4+, x) est un corps.
Exemple Soit F3 = {0,1,2}.
On définit les opérations + et X par :
+]10 1 2 x |0 1 2
00 1 2 ot 0/0 0 O
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Proposition
Un corps n’a pas de diviseurs de zéro.

dém. :
Un corps ne possede pas de diviseurs de zéro car tout élément non nul y est inversible donc régulier.
O
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4.5.2 Sous-corps
Soit (K, 4, x) un corps.
Définition
On appelle sous-corps d’un (K, +, x) toute partie L de K telle que :

1) L est un sous-anneau de (K, +, x);
2)Ve € L\ {0k}, 2z~ ' € L.

Exemple Q est un sous-corps de (R, 4, x).

Théoreme
| Si L est un sous-corps de (K, 4, x) alors (L, +, x) est un corps.

dém. :

Puisque L est un sous-anneau de 1’anneau commutatif (X, +, x), on peut affirmer que (L, +, X) est un
anneau commutatif. Puisque 15 € L, on peut affirmer que I’anneau (L, 4, x) n’est pas réduit & 0. Enfin
puisque I’inverse d’un élément non nul de L est élément de L, on peut affirmer que tout élément non nul
de I’anneau L est inversible dans celui-ci.

O

Exemple Considérons Q [i] = {a + ib/a,b € Q}. Montrons que (Q[¢], +, x) est un corps.
Pour cela montrons que Q [i] est un sous-corps du corps (C, 4, x).

On a évidemment Q [i] C C.

1=1+ix0eQli.

Pour z,y € Q[i], on peut écrire = a + ibet y = ¢ + id avec a, b, ¢, d € Q.

On a alors
r—y=(a—c)+i(b—d) e Qli
et
zy = (ab — dc) + i(ad + be) € Qi
Enfin, si z # 0,
1 a—1ib a b
-1 _ _ _ . ]
Ttk e @ lote el
b
ca a4 EQ.
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Chapitre 5

Arithmétique dans Z

5.1 Divisibilité
5.1.1 Divisibilité dans Z

Définition
Soient a, b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = ak.
On note alors a | b et on dit que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

Exemple 2 divise 6 mais 2 ne divise pas 3.

Exemple 1,a,—1, —a divisent a.

Exemple Va € Z,a |0et0]|a=a=0.

Proposition
| Va,beZa|b= (~a) | bal(=b)et(-a) | (~b).

dém. :

Si a divise b alors il existe k € Z tel que b = ak et alors b = (—a) x (—k), =b = a x (—k) et
—b=—-axk.

|

Remarque Par la deuxieme propriété, on voit que le signe des entiers n’influe pas dans la relation de
divisibilité. Cela permet de se ramener systématiquement au cadre des entiers naturels.

Proposition
| Va,b e Zavech#0.a|b=|a| <|b].

dém. :

Sia | balors il existe k € Z tel que b = ak

Puisque b £ 0on a k # 0 etdonc |k| > 1 d’ou |b| = |ak| > |al.
]
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Définition
Pour a € Z, on note Div(a) I’ensemble des diviseurs de a et Mul(a) I’ensemble des multiples

de a. Ainsi
Div(a) = {k € Z/k | a} etMul(a) = {ak/k € Z} = oZ

Remarque Pour a # 0, Div(a) C [—|al, |a|] et donc Div(a) est un ensemble fini.

Exemple Div(6) = {—6,—3,—2,—1,1,2,3,6}, Div(1) = {1, —1} et Div(0) = Z.

Proposition
Va,b,c,d € Z.
albetb|c=alcalbetb|a=lal =|b,
albetalc=al|(b+c),a|betc|d= ac]bd,
a|lb=VpeNal |

Exemple Soient a € Z et d € N. Montrons
d|aetd|(a®>+a+1)=d=1

Puisque d divise a, d divise aussi a + a = a(a + 1) donc d divise encore 1 = (a® +a + 1) — (a® + a).
Or le seul naturel divisant 1 est 1 donc d = 1.

Exemple Déterminons les z € Z tels que (z — 2) | (z + 2).

Si x est solution alors x # 2 et

T +2 4
=1+——¢Z
T —2 +:1c—2

donc z — 2 € Div(4).
On peut alors décrire I’ensemble solution

S =1{3,4,6,1,0,—2}

Exemple Résolvons dans Z? I’équation zy + 1 = 3z + .
zy+1=3z+ye (z—1)(y—3)=2

etDiv(2) = {—2,—1,1,2}.
On peut alors décrire I’ensemble des couples (z, y) solutions

S = (173) + {(_27 —1), (_17 _2)7 (17 2), (27 1)}
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5.1.2 Division euclidienne

Théoreme
Pour tout a € Z et b € N* il existe un unique couple (g, r) vérifiant

a=bg+retd<r<b

q et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de a par b.

dém. :

Unicité : Soient (g, 7) et (¢', ") deux couples solutions. Onab(¢—q') = r'—retdonc —b < b(q'—¢q) < b
puis —1 < ¢ —g<1dolqg=q puisr =r'.

Existence : ¢ = E(a/b) et r = a — bq conviennent

Exemple Poura =16,b=3:q=5,r=1.
Poura =23,b=6:q=3,r=5.
Poura=12,b=3:q=4,7r=0.
Poura=5,0=9:¢q=0,7r=5.
Poura=—-12b=5:q=—-3,r = 3.
Poura=-70=10:q=—-1,r = 3.

Exemple Poura =2""' +1,b6=2:¢=2"r=1
Poura=2""'4+3b=2:q=2"+1,r=1
Poura =2""'—1,b=2.¢q=2"—1,r = 1.

Attention : Pour identifier g et r il faut observer I’identité a = bg + r mais aussi I’encadrement
0<r<b

Proposition
Soit a € Z et b € N*, on a équivalence entre :
bla;
(ii) le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

dém. :

(i) = (ii) : Si b | a alors il existe k € Z tel que a = bk

On peut alors écrire a = bg + ravec 0 <7 < benprenant ¢ = ketr = 0.

(i) = (i) : Si (ii) alors la division euclidienne de a par b s’écrita = bg + 0 d’ou b | a.
O

5.1.3 Calculs en congruence

Soit n € N*.
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Définition
Soient a, b € Z. On dit que a est congru a b modulo 7 si n divise b — a. On note alors

a=b [n

Ainsi
a=b nle3dkeZa=b+kn

Exemple 7=2 [5],13=3 [5],20=0 [5].

Remarque n |a < a=0 [n]

Proposition

Pour tout ¢ € Z, il existe un unique r € {0,1,...,n — 1} telquea =7r [n].
De plus r correspond au reste de la division euclidienne de a par n.

dém. :

Existence : Réaliser la division euclidienne de a par n.

Unicité : Si r, r’ sont deux solutions alors r = v’ [n] donc il existe k € Z tel que r = 1’ + kn.
Par suite r — v’ = kn, or —n <7 — 1’ < n,donc k = 0 puis r = 1.

O
Proposition

Va,b,c € Z

a=b [n]eb=a [n]

a=b [nletbh=c [n]=a=c [n]
dém. :

a=b [n]eb=a [njcarn|(b—a)< n|(a—D>).
eta=0b [nletb=c [n]=a=c [n]jcarn|(b—a)etn|(c—b)=n](c—a)
O
Proposition
Soient a,a’,b,b’ € Z,telsque a =a’ [n]etb=10" [n].
Onaa+b=d +V [n,ab=db [n],—a=—-d [n]etVpeN,a? =a? [n].

Exemple Ona1513° 4 1514* = 3° 4 (-1)* =4 [5].

Exemple Montrons
Vn e N, 5 | 22nFl 4 32ntl

Ona
92l | 32t _ g qn L 34" — 04" =0 [5]
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Exemple Montrons
YneN,9| (4" — 1+ 6n)

(1ere méthode) On peut procéder par récurrence.
La propriété est vrai pourn = 0 car9 | 0.
Supposons la propriété vraie au rang n > 0.

4" 14 6(n+1)=44"+6n+5
Par hypothese de récurrence, on peut écrire 4" = (9% + 1 — 6n) avec k € Z, donc
4" —146(n+1)=4.(9k +1—6n) +6n+5 =36k — 18n +9

et finalement 9 | (4"' — 14 6n).
Récurrence établie
(2éme méthide) On peut factoriser

4" 1 =4 -1)(1+4+ - +4"h

On a alors
A" —14+6n=3(1+4+---+4"""42n)

Or

(1+44-+4""+2n)=n+2n=0 [3
donc

3 (1+4+---+4"1+2n)
puis
9| (4" —1+6n)

Exemple Considérons n € N* s’écrivant en nombre décimal a 1’aide des chiffres ¢,y,, . . ., co.
Ona

n=cnl0™ + -+ ¢o10°

or10=1 [9,10°=1 [9],...,10m =1 [9].
Donc
n=cp+--+c+c [9]

Par exemple n = 1234567 =28 =10=1 [9].

Réaliser une preuve par 9 pour vérifier la validité d’un calcul sur les entiers, consiste a exploiter ce qui
précede pour réal