[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Enoncés

Exercice 1 [o04131] [Correction]

On pose
n (_ 1 k+1

Sp = Z T et u, = ln(es" — 1)
k=1

(a) Enoncer le théoréme des séries spéciales alternées, en faire la preuve.

(b) Prouver que les suites (s,)n>1 €t (uy)n>1 convergent.

(c) Etudier la nature de 5" u,.

Exercice 2 [o4171 ] [Correction]
(a) Soit (u,) une suite telle que u, = O(1/n?). Que dire de 3% uy, ?
(b) Montrer que
zn:l = lnn—i-'y—l-O(l)
i b "
avec y une constante réelle qu’on ne cherchera pas & calculer.

CEH)

(c) Convergence et somme de >, -, Up-

On pose

Exercice 3 [o1056 | [Correction]

(a) Donner un développement asymptotique & deux termes de
Inp

On pourra introduire la fonction f: ¢ — (Int)/¢.
(b) A l'aide de la constante d’Euler, calculer

—+oo

Exercice 4 [02430] [Correction]
On note u, = fo (tant)™ dt.

a) Déterminer la limite de u,,.

(a)

(b)

(c) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.
)

(d) Discuter suivant o € R, la nature de la série de terme général u,,/n®.

Trouver une relation de récurrence entre u,, et ;2.

Exercice 5 [01325] [Correction]
Soit j € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

R

3\'—‘

(a) Justifier la définition de ®;.
(b) Démontrer que $; ——— +o0.

Jj—+o0

(c) Démontrer gl —e.
7 j—=4oo

Exercice 6 [02433] [Correction]
Soit a > 0 et (uy)n>1 la suite définie par :

1

T

up >0etVn>1,up41 = up +

(a) Condition nécessaire et suffisante sur o pour que (u,) converge.
(b) Equivalent de u,, dans le cas ou (u,,) diverge.

(c) Equivalent de (u,, —¢) dans le cas ou (u,) converge vers /.

Exercice 7 [02423] [Correction]

On pose
+oo +oo
1 (=1)P
Up = E —— et v, = E —t
= (p+1)° = (p+1)°

(a) Déterminer la nature de la série de terme général w,, selon a.

(b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon a.
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Exercice 8 [02434] [Correction]
Soit, pour x € R,

(a) Nature la série de terme général

n+1
un:/' f(z)dz — f(n).

(b) Nature de la série de terme général f(n).
On pourra montrer que sin(nl/S) n’admet pas de limite quand n — +o00.

(c) Nature de la série de terme général

sin(n'/?)
n2/3
Exercice 9 [ 02432 [Correction]
(a) Etudier 3" u, ot u, = 01 e
(b) Etudier > vy, ot v, = [ %~

Exercice 10 [o2418] [Correction]
Former un développement asymptotique a trois termes de la suite (u,,) définie par

up=1etVn € N Jupi1 = (n+u,~ 1)””

Exercice 11 [o03917 ] [Correction]
Soit e = (e, )nen une suite décroissante a termes strictement positifs telle que la
série Y e, converge.

On pose
“+o0

+oo
s:Zenetrnz Z er pour n € N.
n=0

k=n-+1

On introduit

{Zd en | (dn) € {-1 1}N}

On dit que la suite e est une base discréte lorsque G est un intervalle.

(a) Montrer que G est bien défini. Déterminer son maximum et son minimum.

(b) On suppose dans cette question que (e, ) est une base discréte. Montrer que

e, < r, pour tout n € N.
(c) On suppose que e,, <1, pour tout n € N. Soit ¢t € [—
(tn) par
tn, +en
tn — €n

sit, <t

t0:Oettn+1:{ .
sinon.

Montrer que
[t —tn| <en+rn
et conclure.

(d) Dans cette question, on suppose e, = 1/2" pour tout n € N.
Déterminer G. Quelles suites (d,,) permettent d’obtenir respectivement
0,1,1/2,2 et 1/37
Pour x € G, y a-t-il une unique suite (d,,)

+oo
T = E dpen ?.
n=0

€ {—1,1}" telle que

Exercice 12 [o4172] [Correction]
Soit I un intervalle de R et f: I — R. On pose :

I ={XeR| sup(Az — f(z)) < o0}
xel

et, pour A € I,
() =sup(A\z — f(z)).

zel
(a) Montrer que I* est un intervalle et que f* y est convexe.
(b) On suppose que f est de classe C' et que f’ est strictement croissante.

Montrer
Ve el, f* (f’(x)) =xf'(z) — f(2).
Exercice 13 [o0s63 | [Correction]

Soit (u,) une suite de réels de [0; 1] de limite 1.
Déterminer les fonctions f € C([0;1],R) vérifiant

Vo e [051], f §:f%ﬂ+1*”

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

s;8]. On définit la suite

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Enoncés 3

Exercice 14 [o3181] [Correction] Exercice 19 |[o02424 | [Correction]
Déterminer un équivalent de Convergence et calcul, pour z complexe tel que |z] < 1, de

: /1 xn+1 d +oo 22"
n = — dX. -
o In(l—x) Yo
n=0

Exercice 15 [o02446 ] [Correction] B e 20 C tion]
xercice [ 04174 ] [Correction

(a) Soit f € C1([a;b],R). Déterminer les limites des suites Soit
b b too
(/ f(t) sin(nt) dt) et </ f(t) cos(nt) dt) . ((s) = Z —5 avec s€ C.
a neN a neN n=1

(b) Calculer, pour n € N* (a) Montrer la définition de ((s) pour Re(s) > 1.

/“/2 sin(2nt) cos t &t (b) Montrer qu’alors
0

. too n—1
sint —s (-1)
(=27 =D —
(on procédera par récurrence) m
(¢) En déduire N (c) En déduire un prolongement continu de ¢ sur
* sint
— dt.
/0 t Q:{26C|Re(z)>0}\{1}.
(d) Etudier la limite puis un équivalent de
/2 . Exercice 21 [o4104 ] [Correction]
(/0 In(2sin(/2)) cos(nt) dt) . On étudie I’équation fonctionnelle
ne
(B): f(22) = 2f(z) - 2f(2)*.
Exercice 16 [ 03334 | [Correction] o (a) Quelles sont les solutions constantes sur R ?
La fonction z fo sin(e') dt admet-elle une limite en +o00? . N .
(b) Soit h: R — R. On pose f(x) = xh(x) pour tout x € R. A quelle condition
sur h, la fonction f est-elle solution de (E)?
Exercice 17 [o00s572 ] [Correction] (c) On définit par récurrence une suite de fonctions de R dans R en posant :
Soit f € C%([0;+o0[,R). On suppose que f et f” sont intégrables. ho: x +— 1 et, pour tout n € N,
(a) Montrer que f'(xz) — 0 quand = — +oo. 9
(b) Montrer que f.f’ est intégrable. Bpy1(x) = hy (2) — ;(hn (;)) .
. : ) a2 T _
Exercice 18 [ 00525 | |Correction] Pour x € [0;1], soit Ty : y — y — 2y*/2. Montrer que T}, est 1-lipschitzienne
. , sur [0;1] et que T3 ([0;1]) € [0;1].
Justifier I’existence et calculer . . )
Montrer que la suite (hy,)nen converge uniformément sur [0;1].

+
I = / ~ t|1/t] dt. (d) 1[\/Ion]trer que l’équation (E) admet une solution continue et non constante sur
0 0;1].
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(e) Montrer que ’équation (F) admet une solution continue et non constante sur
R;.

Exercice 22 [o4186 ] [Correction]
Pour n € N*, on définit la fonction u, sur R% par

n (@) = xln(l + :L) —ln(l + z)

(a) Montrer que > u, () converge siz>0.
Montrer que f:  — —In(x) + Zn 1 Un(z) est de classe C! sur RY.
(b) Montrer que f est I'unique fonction de classe C* sur R% telle que

VeeRY, f(x+1)— f(zr) =Inz
f est convexe

f(1) = 0.

(¢) Montrer que, pour z > 0, on a

+
/ T letdt = lim nn!
0

n—too x(x+ 1)+ (x +n)
Exercice 23 [o4173] [Correction]
On définit la suite de fonctions (Sy)nen :
al 1, Y2
n=—N n=1

(a) Ecrire avec Python une fonction S(N,x) renvoyant Sy (z).

(b) Ecrire une fonction prenant trois paramétres N, a et b et tracant le graphe de
Sy sur le segment [a;b)].

(c) Montrer que la suite (Sy) converge simplement sur R \ Z vers une fonction
que ’on notera S.

(d) Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de R\ Z.

(e) Montrer que S est continue sur R\ Z, impaire et 1-périodique.

(f) Montrer :
Vz € R\ Z, S@) +S<x;’1> = 25(x).

(g) Montrer que la fonction f: x — mcot(mx) — S(x) vérifie la méme relation.

(h) Montrer que f se prolonge par continuité sur R. En déduire S.

Exercice 24 |[o4161 | [Correction]
Soit n € N* et || - || la norme uniforme sur [—1;1].

(a) Montrer qu’il existe un unique polynome T,, de degré n tel que :
V0 € R, T, (cosf) = cos(nb).
(b) Soit P unitaire de degré n. Montrer

1

1Pl > 5y

On pourra s’intéresser aux valeurs de P et T,, en les cos(kw/n), pour k € Z.
(c) Cas d’égalité. Montrer

1
1Pl =57 = P=53

Exercice 25 [o2411 ] [Correction]
Soit
E={feC*[0;n],R)]| f(0
(a) Montrer que
N:f e If + oo
est une norme sur E.

(b) Montrer que N est équivalente a

vi f o [ flloo + 1" lloo-

Exercice 26 [ 00465 | [Correction]
Soient E = C*([0;1],R) et N: E — R, définie par

Nm=¢ﬁ +Aﬂ%ﬂt

(a) Montrer que N définit une norme sur E.
(b) Comparer N et || - [|oo-
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Exercice 27 [02409 | [Correction]

(a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles I’application

(z,y) = No(z,y) = V22 + 2azy + 32

définit une norme sur R2.

(b) Si N, et Ny sont des normes, calculer

i No(2,9)

i 2% et sup La(z’y)
(z.)7#0 Ny(z,y)

(z,y)#0 Nb('ra y) ‘

Exercice 28 [00477 ] [Correction]
Soit E un espace vectoriel réel normé. On pose
1
f#) = ————a.
max(1, [|z]])
Montrer que f est 2-lipschitzienne.
Montrer que si la norme sur E est hilbertienne alors f est 1-lipschitzienne.

Exercice 29 [o4170 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle telle que w41 — uy, — 0 €t u, — +00. Soit (v,) une
suite réelle telle que v, — +o0.
(a) On fixe deux réels a et b tels que a < b. Pour p et g dans N, on pose
(wpn) = (Untp — vq). Montrer que 'on peut choisir p et ¢ de telle sorte que
Pon ait wg < a et, pour n € N, w41 — wy,| < (b—a)/2.

(b
(
(d
(e

Montrer que {u, — v, ’ (n,p) € N} est dense dans R.
¢) Déterminer Padhérence de {sin(u,) |n € N}.

Déterminer I'adhérence de {u, — [u,| |n € N}.

~— — O~ ~—

Quel est ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy, — [un])?

Exercice 30 [oo7s0] [Correction]
Pour A € M,,(K), on note A la transposée de la comatrice de A.

(a) Calculer det A.
(b) Etudier le rang de A.

(c) Montrer que si A et B sont semblables alors A et B le sont aussi.

(d) Calculer E

Exercice 31 [o1108] [Correction]
On munit le R-espace vectoriel des suites réelles bornées de la norme

[ufloo = suplun|.
neN
Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :
A = {suites croissantes}, B = {suites convergeant vers 0},
C = {suites convergentes},
D = {suites admettant 0 pour valeur d’adhérence} et E = {suites périodiques}.

Exercice 32 |[o2415 | [Correction]
Soit A une partie non vide de R telle que pour tout x réel il existe un et un seul
y € A tel que |z —y| = d(x, A). Montrer que A est un intervalle fermé.

Exercice 33 [o03285] [Correction]
Soient F un espace normé de dimension quelconque et u un endomorphisme de F
vérifiant

Ve € F,

u(@)]| < [l=]-

Pour tout n € N, on pose

1 «— &
’unfn_’_lZu.
k=0

(a) Simplifier v, o (u —Id).
(b) Montrer que

Im(u — Id) N Ker(u — Id) = {0}.
(c) On suppose E de dimension finie, établir

Im(u —1Id) @ Ker(u —Id) = E.

(d) On suppose de nouveau E de dimension quelconque.
Montrer que si
Im(u —1d) ® Ker(u —Id) = E

alors la suite (v,,) converge simplement et ’espace Im(u — Id) est une partie
fermée de E.

(e) Etudier la réciproque.
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Exercice 34 [o4103] [Correction]
E désigne un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de FE.

(a) Soit x € E et r > 0. Justifier que la boule By(z,r) est compacte. Que dire de
f(By(z,r))?

(b) Soit x € E et un réel r tel que 0 < r < ||z||. On note K = By(x,r) et on
suppose f(K) C K.
On fixe a € K et on pose, pour tout n € N*

1 n—1
= Z F*(a)
k=0

Justifier que (y)n>1 est une suite d’éléments de K et que f(y,) — yn tend
vers Og. En déduire qu’il existe un vecteur w € K tel que f(w) = w.
(c) On reprend les notations précédentes et on suppose toujours f(K) C K.
Montrer que 1 € Sp f et Sp f C [-1;1].
(d) A l'aide d’un exemple choisi en dimension 3, montrer que f n’est pas
nécessairement diagonalisable.
(e) Dans cette derniére question, on choisit dim E' = 3, B = (eq, €2, e3) base
orthonormée de E et
2 42 2

K= {:C.el—i—y.eg—i—z.eg x——i—b—z—i—— <1} avec a,b,c > 0.

On suppose f(K) = K. Montrer que 1 ou —1 est valeur propre de f.

Exercice 35 [o4165] [Correction]

Soit n € N et A € M,,(R) une matrice a coefficients strictement positifs.

Pour x = (21,...,2,) et y = (Y1, .. .,Yn) choisis dans R", on écrit = < y si x; < y;

pour tout indice 3.

(a) Ecrire un programme Python qui renvoie la valeur propre de module
maximal d’une matrice passée en argument.

(b) Tester ce programme pour dix matrices carrées & coefficients pris
aléatoirement dans [1;2][.

Soit

S={AeRy |z eR"\ {0},0 <z et Az < Ax}.

(c) Soit A € S. Montrer qu’il existe € R™ tel que

Zmizl et Mz < Ax.

(d) Soit A une valeur propre complexe. Montrer que |\| € S.

(
(f
(g) Soit a = max S. Montrer que « est une valeur propre de A strictement
positive associée & un vecteur propre strictement positif.

)
e) Montrer que la partie S est majorée et expliciter un majorant.
) Montrer que S est une partie compacte.

)

Exercice 36 |[o4106 ] [Correction]

On considére une série entiére complexe ) - a,2" de rayon de convergence
R>0.

On note f sa somme définie pour |z| < R par

“+o0
= E anz"
n=0

(a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére et montrer
que Y, - an2™ converge normalement sur le disque

D(0,r)={z€C,|z|<r}si0<r<R.
(b) Soit r un réel tel que 0 < 7 < R, montrer que la fonction
2
I
Z = / m 10) dé
r—ze

est développable en série entiére et exprimer la somme de cette série entiére
en fonction de f(z) et de f(0).

(c) Déterminer les fonctions f, développables en série entiére sur D(0, R), et qui
ne prennent que des valeurs réelles sur un ensemble de la forme
{z€C,|z|=r}pour 0 <r <R.

Exercice 37 [o4175 ] [Correction]
On note A I'ensemble des polyndmes a coefficients dans N et, pour tout n € N :

n={PecA|P(2) =n}.

(a) Montrer que A, est fini pour tout n € N. On note u,, son cardinal.
Calculer ug, u1 et us.

(b) Montrer
Vn € N, U2p41 = U2y €L Vn € N*,Ugn = U2p—1 + Up.
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(c) Montrer
n
Vn € N, ug, = Zuk.
k=0

(d) Ecrire un programme Python qui renvoie la liste des 100 premiers termes de
la suite (uy,).

(e) Quelle conjecture peut-on faire sur le rayon de convergence de > u,z™? La
démontrer !

Exercice 38 |[o4176 | [Correction]

Pour n € N, on note B,, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments. On
posera By = 1.

(a) Montrer
n
n
Vn € N, By = Z <k>Bk
k=0
(b) Ecrire une fonction Bell(n) donnant la liste (Bk)o<k<n

(c) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
By

—nx™ est strictement positif.

(d) Soit
+oo B
I xe]—R;R[Hz%Hxn.

Déterminer une équation différentielle dont f est solution. Exprimer f et
donner une expression de B,,.

Exercice 39 [o03303] [Correction]
Soit f:]—R;R[ — R (avec R > 0) de classe C* vérifiant

Vn e N,Vz € [0; R[, f™ (z) > 0.

Montrer la convergence de la série

3 L ro )

n!

pour tout x € |-R; R][.

Exercice 40 [o2451 | [Correction]

On note N(n,p) le nombre de permutations de [1;n] qui ont exactement p points
fixes. On pose en particulier D(n) = N(n,0), puis

+o0
flay =3 2,

n!

n=0
(a) relier N(n,p) et D(n — p).
(b) Justifier la définition de f sur |]—1;1[ puis calculer f.
(c) Calculer N(n,p).

(d) Etudier la limite de (éN(n,p)) quand n tend vers +oo.

Exercice 41 [o03244 ] [Correction]

Soit f la fonction somme dans le domaine réel d’une série entiére »  a,x™ de
rayon de convergence R = 1.
On suppose Pexistence d’un réel

(= lim f(z).

r—1—

(a) Peut-on affirmer que la série numérique »_ a,, converge et que sa somme vaut
£?

(b) Que dire si l’on sait de plus a,, = o(1/n)? [Théoréme de Tauber]

Exercice 42 [o02452] [Correction]

Soit (py) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(py,).
On pose

+oo
fla)=) abm.
n=0

(a) Donner le rayon de convergence de la série entiére | zP~ et étudier la limite
de (1 — ) f(z) quand z tend vers 1 par valeurs inférieures.

(b) Ici p, = n? avec ¢ € N et ¢ > 2. Donner un équivalent simple de f en 1.

Exercice 43 [02483] [Correction]
Soit a > —1.
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(a) Donner le rayon de convergence R de

+oo
falz) = Znax".
n=1
On désire trouver un équivalent de f, lorsque z — R™.

On suppose que « est un entier p.
Calculer fy, f1. Donner avec un logiciel de calcul formel 'expression de

f2)"'7f5-

Trouver les équivalents recherchés.
Montrer qu'il existe @, € R[X] tel que

_ Qo)
fo(@) = 1=zt
(on calculera f;). En déduire I’équivalent recherché.

On suppose a > —1 quelconque.
Donner le développement en série entiére de

_
(1 — x)ite’

On notera b,, ses coefficients.

Montrer qu’il existe A(a) > 0 tel que n® ~ A(a)b,. On étudiera la nature de

la série de terme général

(n+ 1) n®

1
" bn+1 bn

En déduire que f,(x) est équivalente &

quand zx tend vers R™.

Exercice 44 [ 03302 ] [Correction]
Etablir que la fonction

1

p—>7
x 1—shx

est développable en série entiére et préciser le rayon de convergence.

Exercice 45 [ 00995 | [Correction]
Reéaliser le développement en série entiére en 0 de = +—> f1+°° tQit:cz et reconnaitre
cette fonction.

Exercice 46 [ 02448 ] [Correction]
Pour n > 0, on pose
w/4
an = / tan” t dt.
0

(a) Trouver la limite de (ay).
(b) Trouver une relation simple entre a,y2 et a,.

(¢c) On pose

Donner la nature de la série de terme général u, (z) en fonction de x et de «.

(d) On pose
+oo
fl@) = Z anx”.
n=1

Exprimer f a l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 47 [ 02449 | [Correction]
Soit (ay) la suite définie par

1 1n—1
ap=1eta,=— H(t—k)dtpourneN*.
n! Jo
k=0
(a) Rayon de convergence de > a,z".

(b) Somme de > anz™.

Exercice 48 [o03989 ] [Correction]

On pose
+oo

fl@)=> (Inn)z" et g(z) = :iln(l - i):ﬂ

n=1
(a) Déterminer les rayons de convergence de f et de g.

(b) Montrer que g est définie et continue sur [—1;1][.
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(c) Trouver une relation entre (1 — z)f(z) et g(x) pour = € ]—1;1].
(d) Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue sur [—1;1][.

(e) Trouver des équivalents de f et g en 1.

Exercice 49 [o3201 | [Correction]

Soit
400 1
DX sin[ — |z™.
a3 7o)
n=1
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.

b

(c
(d

(a
(b) Etudier la convergence en —R et en R.

Déterminer la limite de f(x) quand  — 1~.

N ~— —

Montrer que quand z — 1~

(I-2)f(z)—0.

Exercice 50 [o03074] [Correction]
Soit une série entiére Y a,2" de rayon de convergence R > 0.

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

Z‘L"Zn_
n!

On pose donc, pour t dans R,

400

OED I
n=0

(b) Montrer qu'il existe 7 > 0 tel que pour tout x > r, t — f(t)e™*" soit
intégrable sur [0; 4o00[ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére
en 1/x.

Exercice 51 [o03s90] [Correction]

(a) Donner lintervalle de définition I de la fonction s qui au réel = associe

+

8

Il
ER

s(x) =

n

(b) Quel est le signe de s’ sur TNR?
Quelle est la limite de s en I'extrémité droite de I MRy ?

(¢) Ecrire (1 — x)s’(z) sous forme dune série et en déduire le signe de s’ sur I.

(d) Etudier la convexité de f définie sur R, par
f(@)= (Vo +1-Vz)z

En déduire que la fonction s est convexe.

Exercice 52 [02520] [Correction]
Pour z € Cet n € N, on pose

(a) Montrer que |P,(z)| < P(—|z]).
En déduire que la suite (P,(z)),  est bornée.
Indice : on pourra penser & introduire In P, (—|z|).

(b) En étudiant la convergence de la série Y (P,41(2) — P, (2)), établir la
convergence de la suite (P,(z))
On introduit la fonction

neN’

frze lim Py(2).

n—-+oo

(c) Montrer que f est continue en 0.

(d) Montrer que f est I'unique fonction continue en 0 vérifiant
VzeC, f(z) = (1 —2)f(2/2) et f(0) =1.

(e) Montrer que f est développable en série entiére.

Exercice 53 | 03483 | [Correction]
Soit « un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série

entiére
n

> o
= sin(nma)’

(a) Démontrer que R, < 1.
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(b) On considére la suite (u,)n>1 définie par
up =2et Vn > 1 upr = (ug)"".

Démontrer que pour tout entier n > 1

Up, 1
< .
Uny1 — (n+1)"

En déduire que la série de terme général 1/u,, converge.

Dans la suite, on pose
—+oo
1
a=>
n=1 Un

et on admet que « est irrationnel.

(c) Démontrer qu’il existe une constante C' strictement positive telle que, pour
tout entier n > 1 :

+oo 1 - C
Tn : : b = up—1°
U n
k=n+1 k Un

(d) Démontrer que R, = 0.

(e) Question subsidiaire : démontrer que « est effectivement irrationnel.
Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 54 [o4158] [Correction]
(a) Rappeler une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction dérivable
sur un intervalle soit strictement croissante.

(b) Soit f: [a;b] — R4 continue dont ’ensemble des zéros est d’intérieur vide et
n € N*.
Montrer qu’il existe une unique subdivision (x, ..., x,) de [a;b] vérifiant :

Vi e [1;n], /:1 f(z)dx = 1/{ff(x) dz.

n

(c) Soit g: [a;b] — R4 continue. Calculer

Exercice 55 [o4159 ] [Correction]
Soit a et b strictement positifs. On définit deux suites (a,,) et (by,) par

an + by,

9 3 bn+1 = Anbp.

ag=a,bp =bet Vn € Nya,41 =

(a) Montrer que les suites (a,,) et (b,) convergent vers une méme limite, notée
M(a,b).
(b) On pose
+oo du
oo V(@ Fu2)0? +u?)

T(a,b) =

Montrer

T(a;b,\/%> = T(a,b).

On pourra utiliser le changement de variable u = %(t — “Tb)

(c) Montrer
T(a,b) =

M(a,b)’

Exercice 56 |[o4177 ] [Correction]

(a) Déterminer le domaine de définition réel de

™/2 arctan(z tan 6)
0 n

(b) Calculer F(x).

(c) En déduire les valeurs de

m/2
[ g
o tané

/2
/ In(sin #) d6.
0

et de

Exercice 57 [00926] [Correction]

Calculer
+oo

lim e 'sin™(t) dt.
n—-+4oo 0
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Exercice 58 [00939 ] [Correction]
Soient o > 0, n € N. On pose

/2
up (@) = /0 (sint)*(cost)™ dt.

(a) Nature de la série de terme général u,(1).
(b) Plus généralement, nature de la série de terme général u, ().

(c) Calculer Y7 | u, () pour a = 2,3.

Exercice 59 [o00554 ] [Correction]
Existence et calcul de

+oo 5
g(x) :/ e " cos(xt)dt
0

sachant ¢g(0) = /7/2.

Exercice 60 [02439] [Correction]
Soient a € C, |a| # 1 et n € Z. Calculer

2m int
e
/ T dt.
0

Exercice 61 |[o02438] [Correction]

(a) Démontrer la convergence de la série de terme général

n!
Ap = nfﬂ

(b) Comparer

—+oo
an et n/ the "t dt.
0

(¢c) En déduire :

too +oo —t
te
n: — dt-
S [Tl

n=1

Exercice 62 |[02445 ] [Correction]

On pose
o
I, = —dt
" A 1+tn
pour tout entier n > 0.

(a) Trouver la limite ¢ de (I,,).

(b) Donner un équivalent de (¢ — I,).

(c) Justifier
'In(l4y) = (D
L W= Gre

(d) Donner un développement asymptotique a trois termes de (I,,).

Exercice 63 [o3211] [Correction]
On considére
+oo itz
T / £ dt
©: ; e dt

(a) Montrer la définie et la continuité de ¢ sur R.
(b) Montrer que ¢ est de classe C* sur R* et montrer que

+o0 teitw

(z) =1 ——dt.
o) 1/o 1+t
(¢) Montrer que pour = > 0,
+o0 i
, . ue
= —_— d
# () 1/0 22t uz

et déterminer un équivalent de ¢'(z) quand z — 0.

(d) La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 64 |[o03736] [Correction]

On pose .
o dx
so= [ iy

(a) Etudier '’ensemble de définition de f.

(b) Donner un équivalent de f en 0.
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(c) Montrer que le graphe de f admet une symétrie d’axe x = 1/2. (e) Soit w une solution non nulle de (F). Démontrer que w admet une infinité de

(d) Montrer que f est continue sur son ensemble de définition. zéros. On pourra introduire pour n € N, la fonction

(e) Calculer la borne inférieure de f. Wn: R —= Rt — w(t —nm)
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA )
[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 65 [o04178] [Correction]

On considére I’équation différentielle Exercice 67 [ 03020 ] [Correction]

Soient ¢ € C° ([a ; oo, R+> et (E) I'équation différentielle y" = g(z)y.

(E1): 2" + p(t)z’ +q(t)z = 0.
(a) Soit f une solution de (E) telle que f(a) > 0 et f'(a) > 0.

(a) Soit u; et uy deux solutions de (E1) telles que ujug = 1. On pose z; = u;/u;. Montrer que f et f’ sont strictement positives et que f tend vers 400 en +oc.
Montrer que les z; sont deux solutions opposées d’une équation différentielle (b) Soient u et v les solutions de (E) telles que
non linéaire (E3).
(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ pour que (E) { lf(a) =1 ot { 'li(a) =0
admette deux solutions uq et us telles que uqus = 1. u'(a) =0 v'(a) =1.
(c) Résoudre sur I = |—m/4;m/4] I'équation Calculer v'v — uv’. Montrer que, sur |a;+o00[, u/v et u' /v’ sont monotones de
monotonies contraires. Montrer que u/v et u'/v" tendent en +oo vers la

3 Z - / _
(1 + cos(4t))z” — 2sin(4t)x’ — 8z = 0. méme limite réelle.
(c) Montrer qu’il existe une unique solution g de (E), strictement positive, telle
ue g(a) =1 et telle que g décroisse sur [a; +00]|.
Exercice 66 |[o033s7] [Correction] que g(a) aneg [ [

; : ) .
On considere ’équation différentielle (d) Déterminer g lorsque g(x) = 1/2% sur [1; +oof.

On pourra poser y(z) = xz(1/x).
(E): 9" + cos®(t)y = 0.

(a) Justifier existence d’une solution u de (E) telle que u(0) =1 et v/(0) = 0. Exercice 68 | 02455 | [Correction]

(b) Démontrer l'existence de deux réels «, 3 vérifiant (a) Résoudre I’équation différentielle

a <0< B (e)>0etu(8)<0. y" +y = cos(nt).

(b) Soit Y a, une série absolument convergente.

En déduire que u posséde au moins un zéro dans R* et R . Résondre Féquation différentiell
ésoudre I’équation différentielle

(c) Justifier I'existence de réels
+oo
v =max{t <0 |u(t) =0} et § =min{t > 0] u(t) =0}. y'+y= Z an cos(nt).
n=0

(d) Soit v une solution de (E) linéairement indépendante de wu.

En étudiant les variations de .
Exercice 69 [oo0105 ] [Correction]

W =u —vv Soit f € C*(R4,R) et g une solution sur R* de I'équation différentielle

montrer que v posséde au moins un zéro dansly; d[. zy' —y = f(z).
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(a) Démontrer que g se prolonge par continuité en 0. Déterminer une condition Exercice 72 [o2416 ] [Correction]
nécessaire sur f/(0) pour que la fonction ainsi prolongée soit dérivable en 0. Soient A et B dans M, (R). Montrer que
Démontrer que cette condition n’est pas suffisante. N

(b) f est supposée de classe C? et la condition précédente est vérifiée. lim (exp<A) eXp(B)> = exp(A + B).
Démontrer que g est de classe C2. norteo n n

Exercice 70 [ 00506 ] [Correction] Exercice 73 [ 03921 ] [Correction]

Soit (E) I'équation différentielle (a) Soit N € M,,(C) nilpotente d’indice p. Montrer que (I,,, N, N% ..., NP~1) est

Y une famille libre.
(Inz)y + = =1.
x

Exprimer
ot AL +N)

(a) Reésoudre (E) sur |0;1] et sur |1;4o00].

(b) Soit g la fonction définie sur |—1;+oo[ \ {0} par (b) Soit A € M,,(C) a}.fant pour unique valeur propre A € C. Montrer que
N = A — M, est nilpotente.

_ In(1+x) Montrer que les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont toutes
g(x) = x ’ bornées sur R si, et seulement si, A est imaginaire pur et A = AI,.
Montrer que g se prolonge sur |—1;+oo[ en une fonction de classe C*°. (¢) Soit A € M,,(C) de polynome caractéristique
(c) Démontrer que (F) admet une solution de classe C* sur |0 ; +o0l. (X = A)™ .o (X = A"

les A\ étant deux & deux distincts. Soit f 'endomorphisme de C™

Exercice 71 [o4179] [Correction] canoniquement associé a A. Montrer que
On se donne ¢: R — GL, (R) continue et telle que :

L o — n nk‘
V(s,t) € R% o(s +t) = p(s)p(t). c 2 Ker(f — Axldcn)

(a) On suppose dans cette question ¢ de classe C'. Montrer que En déduire ’existence d’une base de C™ dans laquelle la matrice de f est

diagonale par blocs.
’ o
VEER, ¢'(t) = ¢ (0)p(t). (d) Avec les notations de c). Montrer que les solutions de X' = AX sont bornées
En déduire quil existe A € M., (R) telle que ¢(t) = exp(tA) pour tout ¢ réel. si, et seulement si, les A\ sont imaginaires purs et que A est diagonalisable.

(b) Soit 6 € C! (R, IR{+) intégrable et d’intégrale égale & 1. On suppose qu’il existe (e) Montrer qu’une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable.
a > 0 tel que f(x) = 0 pour tout |z| > a. On pose, pour x réel,

+00 5 i
Exercice 74 [ 02466 | [Correction
v(w) = / Oz = t)p(t) dt. On considére | ]
oo oo .
Montrer que v est de classe C! puis qu’il existe B € M,,(R) telle que fo(@y) = Z W
¥(z) = p(z)B pour tout réel x. n=1
(¢c) Déterminer . (a) Déterminer le domaine de définition D de f.

(b) Etudier I’existence de % et g—f sur D.
y
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Exercice 75 [o02460 ] [Correction]

On pose
COST — COSY

-y
(a) Montrer que ¢ admet un prolongement par continuité & R? noté encore ¢.

o(z,y) = pour x # y.
(b) Montrer que ¢ est de classe C! puis C*. ((

Exercice 76 [o01327] [Correction]
Déterminer les fonctions f: R} — R de classe C? telle que

F-{ R"\ {0} - R
(@, n) = F(VAT A+ a2)
vérifie
— O°F
ga—? (e)

Exercice 77 |[o02463 ] [Correction]

Déterminer les extremums de z'®% 4+ ¥ sur 0 ; +oo[°.

Exercice 78 [o02465 ] [Correction]

Soit un triangle ABC' et M parcourant l'intérieur de ce triangle. On veut
déterminer en quelle position le produit des 3 distances de M & chacun des cotés
du triangle est maximal.

Indications : ne pas oublier de justifier I'existence de ce maximum, la réponse est
le centre de gravité du triangle.

Exercice 79 [ooo70 ] [Correction]
Soit a > 0. Montrer que

a
fi(my)—=z+y+—
xy

admet un minimum strict sur (R%)?

Exercice 80 | 02461 [Correction]
Montrer que f: R® — R de classe C' est homogéne de degré p si, et seulement si,

7.($17...,$n) :pf(xh"wmn)'

Exercice 81 [o3s02] [Correction]
Soient E = C*(R™,R), E* le dual de FE et

D={deE"|Y(f,g) € E% d(fg) = f(0)d(g) + g(0)d(f)}.

Montrer que D est un sous-espace vectoriel de E*.
Montrer que D est non réduit a {0}.

Soit d € D et h une fonction constante. Que vaut d(h) ?
Soit f € E. Montrer

Ve e R", f +Zx1 tx)dt.

t:v) dt est dans E.

0 axl

Vérifier que ’application = +— fo

Soit d € D. Etablir I’existence de (al, cey

Z az 8%

ap) € R™ tel que

VfeE d(f

Déterminer la dimension de D.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

(a)

Si (vy,) est une suite alternée dont la valeur absolue décroit vers 0 alors la
série Y v, converge.

Ce résultat s’obtient en constatant ’adjacence des suites extraites de rangs
pairs et impairs de la suite des sommes partielles.

La suite (s,)n,>1 converge en vertu du critére spécial énoncé ci-dessus. En
fait, il est « connu » que (sy)n>1 tend vers In2 et donc (uy,),>1 tend vers 0.
On peut écrire

Sp=In2—r,

avec N
ey -1 k+1
e 3 S
k=n-+1
On a
n +oo k+1
(-1) (-1) 1
n — I'n = t n n = ——=0( =
TRl =T ST T k;ﬂk(/@—i—l) n?

k1 .
car par, application du critére spécial a la série ) %T, on peut majorer le

reste par la valeur absolue du premier terme qui ’exprime. On en déduit

=G0 o (L),

On sait
o 12
In(x) et 14+ 0((z—1)?)
et donc
u, = e* —2+0((e* —2)?)
avec

_1\n+1
e’r —2 = 2(8_“’ — 1) = —2r, + O(ri) = 7( IT)L + O<1>.

Ainsi,

n n?

e ]

La série > u,, converge car c’est la somme d’une série vérifiant le critére
spécial et d’une autre absolument convergente.

Exercice 2 : [énoncé]

(a) Par sommation de relations de comparaison (on compare au terme général
d’une série & termes positifs convergente), on peut écrire avec existence

+oo +oo 1
w03 )
k=n k=n
Par comparaison avec une intégrale, on poursuit
+oo
1
S u=0 () .
n
k=n

(b) Pour k > 1, on peut écrire

1 1 1
In(k+1) —In(k) = ln<1 + k> i + O<k2)
En sommant pour k£ allant de 2 jusqu’a n — 1, il vient
n—1 1 n—1 1
hln_ZkJrZO(k?)
k=1 k=2

avec
n—1 1 +oo 1 +o0 1
> 0(3) = £0() - £o():

=0(1/n)

==

En ajoutant un terme 1/n et en réorganisant les membres, on obtient
I’identité voulue.

(¢) Posons S, la somme partielle de rang n. On a

Inn =k < 2F <n <2
In2

On en déduit

R P S )
Sort1_q — Sor_q = L k=k .
gr1_1 — Sor_ ; - n; -

En séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices impairs
k41 _ k_ k_
PIECED S
n 2p 2p+1°
P

n=2k p:2k—1 —92k—1
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On adjoint les termes pairs intermédiaires a la deuxiéme somme

k+1 k
2kt 1 . 2k 1

On en déduit

52N+1,1 == Z(Sgkﬁ»l,l — SQk,l) + Sl
k=1

2k_1 ok+1_1
ey en(x )
k= p=2k—1 k=1 n=2%k
Aprés glissement d’indice dans la deuxiéme somme puis simplification

(2 0) R 50

k=1\ p=2k-1 k=2 n=2k-1

Son+1_1

[ [
M=
e =
[ ‘MF
= ‘:
M S
= =
]
S

1 1
N

Cette étude ne suffit pas pour conclure, il faut encore étudier la limite de
(Sn). Pour n > 1, introduisons k tel que 2¥ < n < 25+, On a

Sp — Sai_ 1—kz

p=2Fk

Par application du critére spécial, cette somme est encadrée par deux sommes
partielles consécutives, par exemple, celles de rangs 2¥ — 1 (qui vaut 0) et 2%
(qui vaut 1/2%). On en déduit :

’S SQk 1|<k—>0

n—-+o0o

On peut alors conclure que la série étudiée converge et sa somme vaut ~.

Exercice 3 : [énoncé]

(a) f est décroissante sur [e;+oo[. Pour p > 4,

p+1 P
/ 1n—tdt<lnpg/ Int 4
P t p p—1 t
In 2 In3

donc u, = %= + %2 + v, avec

n+1 n
/'1Ea<%g/1ﬂa
4 t 3 1
donc v, ~ 1(Inn)2.

Etudions w, = u, — 3(Inn)?, w, — w,_1 = 1“7" — f:f1 lnTt dt < 0 donc (wy,)
est décroissante.

D’autre part les calculs précédents donnent (w,) minorée et donc on peut
conclure que w,, converge. Ainsi

1
Uy = i(lnn)2 +C +o(1).

221\/:( 1)nlnn B iv: In(2n) i In(2n — 1)
= n ot 2n = 2n—1
donc
2N N 1, N 1 N
= =1In2 — +UN — U2N-

Par le développement asymptotique précédent, on obtient :

2N
1 1 1
Z(—l) I;Ln In2.Inn + In(2)y §(lnn)2+C—5(111271)2—0—&-0(1)
n=1
et aprés simplification
2N Inn 1
> (-1)"— = S In(2)(2y —In2)
ot n 2
De plus
AR Inn o~ Inn
> (-D)"=—= =) (-1)"—=+0(1) = 5 In(2)(2y -~ n2)
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donc
= Inn 1
> (1) — = = In(2)(2y — In2).
— n 2

N’est-ce pas magnifique ?

Exercice 4 : [énoncé]
(a) Par convergence dominée par la fonction ¢: ¢t — 1, on obtient u, — 0.
(b)
1
n+1

/4
Up, + Upyo = / (tant)' (tant)" dt =
0

(c) Onm vérifie aisément u, — 07 et u,11 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, > (—1)"u, converge.
(d) Par monotonie
Up + Unt2 < 2Up < Up + Up—2.

Un
ne

On en déduit u,, ~ ﬁ puis par comparaison de séries a termes positifs, )
converge si, et seulement si, o > 0.

Exercice 5 : [énoncé]
(a) Puisque
P
- 4
el n p—+oo

on peut affirmer que ’ensemble
"1
{p eny Ly j}
n=1

est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté
D

j-

(b) Par définition de ®;, on a
<> -
)= n
n=1
Or, par comparaison avec une intégrale
P P
1 i dt
E 7§1—|—/ f:1+h'l¢)]
n IR
n=1

On en déduit ®; > e’~1 puis O; —— +o0.
J—+oo

(c) Par définition de ®;, on a

-1 ®;
1 1
> S Sisy
n:ln n:ln
Or, sachant que ®; — 400, on a
—=Ind; 1) et —=In(®, -1 1).
;n nd;+y+o(l) e ;" n(®; — 1)+ +o(1)
Par suite

In(®; —1) +v+0(1) <j <In®; + v+ o(1).

Or
In(®; —1) =In®; +o(1)
donc
j=In®; +v+o0(1)
puis

®; = el —Fo(1)

On en déduit 4
i el +1=7+o(1)

(I)j B ej—v+o(1)

=eltol) e

Exercice 6 : [énoncé]

(a) Notons la suite (u,) est bien définie, strictement positive et croissante.

Sia>1,o0na

unJrl S Up, + no‘ul

puis par récurrence

=1
Un < Z a !
=1 k (25}
Ainsi (u,) converge.

Si (uy) converge. Posons ¢ = lim u,,, on observe £ > 0. On a

1 1

ekt = U = e ™ el

or la série de terme général u, 1 — u, est convergente donc o > 1.
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(b) On suppose a < 1. On a
2 1 2

A~
no n2a u721 no

2 2
un+1 —u, =

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs
divergentes

or par comparaison série-intégrale,
l—o

G| n
zjlk—awl_aquanda<1

E
Il

et
"1
E %Nlnn quand o = 1.

On conclut alors

onl—o

11—«

Uy ~ sia<letu,~V2lnnsia=1.

(c) On suppose a > 1. Posons v, = u, —¢. On a
1 1

Un41 — Un = new, ~ naf

donc par sommation de relation de comparaison de séries & termes positifs
convergentes

+ +
f X1 1 1
Vg1 — Uk = —0 ~§ e~
+ " In®  a—14¢n>1
k=n k=n

puis

Exercice 7 : [énoncé]

(a) Pour définir w,, il est nécessaire de supposer a > 1.
Par comparaison avec une intégrale, on montre

1 1
a—1no-t’

Up ~

Par comparaison de séries a termes positifs, > u,, converge si, et seulement
si, a > 2.

(b) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer a > 0.
Par application du critére spécial des séries alternées, v,, étant le reste de la

série > % est du signe de (—1)" et |v,| < (n+11)a — 0.
De plus
+oo +oo
_ (=P (=17
[on |U"+1|_Z(p+n+1)a Z(p+n+2)“
p=0 p=0
donc

+oo » 1 1
[onl = Jongal = 3 _(=1) ((p+n+1)“ - (p+n+2)“>'

p=0
Par le théoréme des accroissements finis
1 1 «

(p+n+2) (ptn+1)o ()

avec ¢, €lp+n+1;p+n+2[
La suite (¢,,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries

alternées a
» 1 1
2.V <(p+n+1)a - (p+n+2)a)

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (|v,|)
est décroissant et en appliquant une derniére fois le critére spécial des séries
alternées, on conclut que 3 v, converge.

Exercice 8 : [énoncé]

(a) a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone
comme en témoigne ses changements de signe. En revanche :

n+1
= [ @) f0)de
n
Or par le théoréme des accroissements fini,

f@) = f(n) = f'(co)(x —n)

avec ¢, € In;xl.
Apres calcul de f/(z), on en déduit

puis u, = O<n41/3>

1 2
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(b) La série de terme général f:ﬂ f(t)dt diverge car [ f(t)dt = 3sin(n!/?
diverge. En effet si Sin(nl/ 3) convergeait vers ¢ alors par extraction sin(n)
aussi et il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que
Z cos(nt/3)

—a— diverge.
(c) Il suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la

mémeu,, = f:“ f(z)dz — f(n) conclusion.

Exercice 9 : [énoncé]

(a) L’intégrale définissant u,, est bien définie car elle porte sur une fonction sur le
segment [0;1]. On peut aussi la comprendre comme une intégrale généralisée
convergente sur [0; 1]

/1 dz / dx
un: _— = _—
0 l1+z+---4+ 2" [0;1[1+.’L'+"'+1‘"

et par sommation géométrique

dx

/ 1—z
oy L+t 42

= ——dux.
/[0;1[ L —antt

1-—2z
fn(z) = T it

Posons

Sur [0;1], la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
fra—m1—2a
Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux et

1—2x

\lx — 1= ()

1—gntl

“l—-z
avec ¢ intégrable. Par convergence dominée

! 1

un%/ (1—z)dz ==

0 2

et donc la série Y u,, diverge grossiérement.

(b) On amorce les calculs comme au dessus pour écrire

1 1
" dz "
n — _—— = 71— d‘
° /0 l+a+--+an /O [l o)de

Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

1 n
X
/0 =g (l-2)de = {—

Le terme entre crochet est nul (il suffit d’écrire « = 1 — h avec h — 0, pour
étudier la limite en 1)
11 reste

1

In(1 — 2" (1 - m)} O—n 1

1
n+1

1
/ In(1—2") dz.
0

1
/ In(1 — 2" ™) da.
0

Par développement en série entiére de la fonction u — —In(1 — u)

Un:_n+1

1 t+oo

1
Un, :/0 Z%x(”“)k dz.

k=1

Posons 1

g(z) = Em("“)k.
La série de fonctions Y g; converge simplement sur [0; 1] en vertu de la
décomposition en série entiére précédente.
Les fonctions gy et la fonction somme Y% gi: @ — —In(1 — 2"+1) sont
continues par morceaux.
Enfin, les fonctions gx sont intégrables sur [0; 1] et

+oo 1 1 (1)K +o0o 1
Zgint dx = — < .
Z/O B v Zk((n+1)k+1) oo
k=1 k=1
On peut donc intégrer terme & terme pour écrire
donc
+oo 1 +oo
1 1 1 1
_ - (n+1)kd _ .
on n+1kz_:1k/0x v n+1kz::1k((n+1)k+1)
Or

+oo

1
; k((n+ Dk +1)

1 =
< N
- (n—i—l)kzzzlk2

puis finalement

C
(n+1)%

La série a termes positifs Y v, est donc convergente.

Up <
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Exercice 10 : [énoncé]
n—1

n p—
On observe que uy, 1 —uy ™~ =n.

Puisque Y n une série a termes positifs divergente on peut, par sommation de

relation de comparaison, affirmer

n S k 1 2
Un+1 ~ Z ~ 57’1, .
k=1

En composant avec le logarithme népérien cet équivalent de limite infini, on

obtient

nlnu,41 ~2lnn
puis

Inn
Inupiq ~2—.
n+ n

Par suite u,4+; — 1 puis
Inn Inn
tnyr = 142187 +()
n n

Posons
Inn
Up = Upt1 — 1 —2—.
n

1
Uy = exp(nln(l +QM —|—vn>)
n

L’égalité

donne

ul,; =exp(2lnn + nv, + O((Inn)*/n)).

2ul

—%H — 1 donc
exp(In(2) + nv, + O((Inn)*/n)) — 1

puis nv, — — In(2). Ainsi

Exercice 11 : [énoncé]

(a) Puisque |d,e,| < e, avec convergence de Y e, on peut affirmer que les
éléments de G sont des sommes de séries absolument convergentes. Les

éléments de G sont donc bien définis et puisque

+oo +oo
Z dpen| < Z €pn =S
n=0 n=0

ona G C[—s;s]. Enfin s € G avec (dn)nen = (1)nen €t —s € G avec

(dN)nEN = (_1)nEN-
Si e est une base discréte alors G = [—s; s].
Par ’absurde, supposons qu’il existe N € N tel que ey > 7.

Introduisons
N-1
T = Z er € [—s; 5]
k=0

(comprendre = 0 si N = 0).

Soit
+oo

y= Zdnen avec d,, € {—1,1}.

n=0

S’il existe k£ < N tel que di = —1 alors

—+oo
y < Zdnen—Qek =5 — 2eg.

n=0

Or

er = en

donc
y<s—2ey=x+ry—en <z

Si dy, = 1 pour tout k£ < NN alors

N +oo
yzZek—F Z dpey > x+ey — TN > T.
n=0 n=N+1

Dans tous les cas, y # x et donc x ¢ G. C’est absurde.

Raisonnons par récurrence sur n € N.
Casn =0 : on a bien

|t—t0|=|t‘§8=60+7‘0.

Supposons la propriété vérifiée au rang n > 0.
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Sit, <t alors

t—tpy1=t—1t, —e, <1y

et
t— thrl 2 —€n Z —Tn.

Ainsi
‘t - tn+1| <rp=ept1+ rpr1.
Si t, >t alors
thy1 — 1t =1t —t—e€y

et I’étude est analogue.

Récurrence établie.

On en déduit que t,, — t puis que t € G.
En conclusion

e est une base discréte si, et seulement si, Vn € N,e,, < r,,.

(d) La condition précédente est vérifiée et, puisque s = 2, on obtient G = [—2;2].
On peut écrire
1 X 11 11 &1
0=1 1=1+= ) - =1-2— - -
+Z 2"7 +2+T§( )2"’2 2 4 2m
et
00 1
2= —.
27L
n=0

En remarquant

on peut proposer
+o0o —1
1 1 (=1)"
-1 E A
3 2 * o 2n

Il peut y avoir unicité de la suite (d,,) (c’est le cas pour = s) ou non (c’est
le cas pour z = 0 ou lorsque (d,,) convient, (—d,,) convient aussi).

Exercice 12 : [énoncé]

(a) Soit A et u deux éléments de I* et 6 € [0;1]. Etudions ¢ = (1 —
Pour tout = € I,
Ar— f(z) < fP(A) et pr— fz) < 7 (p).

En multipliant ces deux équations respectivement par les réels positifs 1 — 6
et 0 puis en sommant, on obtient

§o— f(x) < (1 =0)f"(A\) +0f"(n)-

Ainsi, £ € I* et f(€) < (1—0)f*(A\) +0f* (). On en déduit que I* est un
intervalle et f* est convexe.

A+ Op.

(b) La fonction f est convexe et son graphe est donc au-dessus de chacune de ses
tangentes. Pour a € I, on a donc

Vz €I, f(x) > f(a) + f'(a)(z — a)

soit
Vo €1, f'(a)z — f(z) < af'(a) - f(a). (1)
On en déduit que f'(a) est élément de I* et

f(f'(a) = sgl;(f’(a)a: — f(@)) < af'(a) - f(a).
De plus, 'inégalité (??) est une égalité pour x = a et donc

F7(f'(@)) = max(f'(a)z = f(z)) = af'(a) = f(a)-

Exercice 13 : [énoncé]

Soit f une fonction solution. Puisque celle-ci est continue sur un segment, elle y
admet un minimum en un certain zo € [0;1].

On a alors

“+o0 “+o0
o) = Z f(unmo ':1 — o) > f(@o) Flao).

n=1 n=1
On en déduit
Vn €N, f(upzo + 1 — x0) = f(x0).

En passant a la limite quand n — 400, on obtient

f(1) = f(=o).

Ainsi f(1) est la valeur minimale de f sur [0;1]

Un raisonnement symétrique assure aussi que f(1) est la valeur maximale de f sur
[0;1].

On en déduit que f est constante.

La réciproque est immeédiate.
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Exercice 14 : [énoncé]
Posons f:]0;1[ — R définie par

prolongée par continuité en 0.
Notons que cette fonction est positive et croissante.
Introduisons a,b € ]0; 1] dont les valeurs seront déterminées ultérieurement. On
peut écrire
—(n+1)I,=A,+B,+C,

avec

n

AnA%n+nﬁbd%BnLQn+n

Par monotonie de f,

n n

f()

! x
dz et C’n:/b (n+1)f(x)

0<AnS/M:a"+l_
o f(0)
Pour a = 1 — ¢,, avec ¢, = 22 — 0, 0n a

T n

ln(n)an—‘rl — eln(lnn)+(n+l)ln(1_5n) =0

car
In(lnn) + (n+1)In(l —e,) ~ —Inn — —oc.

A,=o0 <1) .
Inn
Par la croissance de f

Y(n41)an 11—t
o< | OO

1 )—>0,0na

n(lnn

On en déduit

Pour b=1-n, avec n, =
bt s let f(b) ~Inn

de sorte que

dx.

Enfin, toujours par la croissance de f,

bn+1 _ an—i—l

f(0)

bn+1 _ an+1

f(a)

<B, <

et puisque
bt — g™t s 1et f(b) ~ f(a) ~Inn

on parvient a

1
— NI, ~ —
(n+1) Inn
et finalement )
I, ~— .
nlnn
Remarque :
Par le changement de variable t = —In(1 —z), x =1 —e~¢
+oo —t\n+1
1—
0 t

En développant par la formule du binéme

+oo N+l o= (k+1)t
n+1 e
I :/ §:(—1)’<( )dt.
" 0 k=0 k t

On ne peut pas linéariser car les intégrales divergent en 0. On exploite
n+1
n+1
1)k =0
> 0"
k=0

pour introduire un 0 faisant converger les intégrales et permettant de linéariser

n+1 +oo —t _ —(k+1)t
B Z sfn+1 e e
fn = =1 < k > /0 t @

k=0

On peut alors montrer par découpage d’intégrale et un changement de variable
affine que

too —t _ —(k+1)t too —t _ o= (k+1)t
/ ¢ T dt=1lim ¢ T dt=In(k+1).
0 t e—0 J, t
Ce qui préceéde permet alors d’établir
n+1
n+1 1

—1)k In(k+1) ~ — :

Z( ) ( k > ak+1) nlnn

k=0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections 23

Exercice 15 : [énoncé] Par intégration par parties,
(a) 0, cf. lemme de Lebesgue. /2 In(r/2)sin(nr/2) 1 ["/%sinu
(b) Posons ; In(t) cos(nt) dt = - A ” du.
L /71'/2 sin(?r.nf)tcost q |
0 St La fonction ¢ — In Smt(/tz/z)) se prolonge en une fonction de classe C? sur

Cette intégrale existe car un prolongement par continuité est possible en 0.

On observe [0;7/2].

sin(2(n 4 1)t) — sin(2nt) = 2sintcos(2n + 1)t Par intégration par parties,

et donc P /Ow/z s eos((2n 4 1)) cos it — 0. [/2 1n<snl(/t2/2)) cos(nt) dt = im(”f) sin(mr/Q)—% /Om <ln<smt(/t2/2)>>/sin(

!/

La suite (I,) est constante égale a La fonction ¢ (ln(m’t(/tf))) étant de classe C! sur [0;7/2], on a

/2 ) -

I1:/ 2cos“tdt = —. 1 (/2 . 9 / 1
0 2 —/ In sin(t/2) sin(nt)dt = o —
n Jo t/2 n
(c) On a
et donc ,
T2 3 /2 /2 /2 In 2) si 2) —
/ bln(27.7,t) costdt_/ sin(2nt) d&t :/ sin(2nt) £ (1) dt / In(2sin(t/2)) cos(nt) dt ~ (In2) sin(nmw/2) i
0 sint 0 t 0 0 2n
avec )
F(t) = cott — + Exercice 16 : [énoncé]
qui se prolonge en une fonction de classe C! sur [0;7/2]. Par intégration par parties
Ainsi T T T x
/2 sin(2nt) FN / sin(e’) dt = / e'sin(e’)etdt = [— cos(et)e_t} — / cos(e’)e™" dt.
. i -5 0 0 o Jo
Or P D’une part
/% sin(2nt) " sinu cos(e”)e™ —— 0
—=dt = d x
/0 7 /0 u u —+o0

) (ob)o—t s .
donc la convergence de 'intégrale de Dirichlet étant supposée connue, on et d’autre part ¢ — cos(e’)e™" est intégrable sur [0; +oo] car

obtient

t—+o0

+oo gint T t? cos(e’)e ™t ——— 0
dt = —.
/o t 2

donc 'intégrale f0+oo sin(e?) dt converge.

(d) On a

/2 ) B /2 sm(t/2) w/2
/0 In(2sin(t/2)) cos(nt) dt = /0 ln( 12 > cos(nt) dt—l—/o In(t) cos(nt) dtpy arcice 17 : [énoncé]
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(a) On a

@) = 1)+ / ") at

donc f’(x) admet une limite finie £ quand x — +oc0.

Si £ > 0 alors pour z assez grand f'(z) > £/2 puis f(z) > lz/2 + m ce qui
empéche la convergence de +°o f(t)dt.

Si ¢ < 0 on obtient aussi une absurdité. 11 reste donc ¢ = 0.

b) Puisque la fonction f’ est continue et converge en +oo, cette fonction est
g
bornée et donc t — f(t)f'(t) est intégrable sur [0; +ool.

Exercice 18 : [énoncé]

La fonction f: ¢+ t|1/t] est définie et continue par morceaux sur ]0; +ool.

Pour t > 1, |1/t] =0 et donc f(t) = 0. Ainsi f est intégrable sur [1;+oo].

Pour ¢t > 0,1/t —1 < |1/t] <1/t et donc f(t) o 1. Ainsi f est intégrable sur

10;1].

On a .
I= nEIJIrloo n f)de
Or
/1 nil 1/k nil 1/k
ft)dt = / t[1/t] dt = / kt dt
1/n =17 1/(k+1) =17 1/(k+1)
puis

[ty A |

1
/1/ < k(k+1)2

Par décomposition en éléments simples

/;n ;i< k+1 (k:jl)?)

et aprés réorganisation
! 11
fufou=s e

On en déduit

Exercice 19 : [énoncé]
Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique

2n+1
o Z

et donc
—+oo 2" 400 o0
> 1o Y Z DI D
2n.+1 .
n= O n=0 n=0 k=0

Tout entier naturel non nul p s’écrit de facon unique sous la forme
p=2"(2k +1) avec n,k € N.

On peut donc affirmer que N* est la réunion des ensembles deux & deux disjoints
suivants

={2"(2k+1) | k e N}.

Puisque la famille (2P),en+ est sommable, on peut sommer par paquets et écrire

+oo +oo
ZZ”—Z D A=) D A
n=0meA, n=0 k=0
Finalement
+oo 2"
Y Z—

> T Zz
n= 0

Exercice 20 : [énoncé]

(a) Soit s = a +ib avec a,b € R. Pour tout n € N*,

1

nS

1

na’

Par conséquent, si a > 1, la série Y 1/n® converge absolument et donc
converge.

(b) Soit s tel que Re(s) > 1. En développant

21—8) — % _

n

C(s) (1~

Il

_

v

Il

_
—~

[N}
=
=
*
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Par absolue convergence, on peut séparer la premiére somme en deux
paquets, celui des termes d’indices pairs et celui des termes d’indices impairs.
1l vient alors

((s)(1—217%) = - - - (2)
= @p-1) = (2p)
En regroupant ces sommes, on obtient
+oo -1
—1)"
1 _ 21—8 — (
C(s)( ) ;:1: B

avec sommabilité de la somme en second membre.

En reprenant, l’expression (?7?), étudions

400 1 400 1 +00
=2 gy 2y~ 2

avec (29)° — (2 — 1)
D s _ p — s
up(s) = 3 3
(2p)*(2p - 1)
définie pour s € C tel que Re(s) > 0.
Pour s = a + ib fixé, la fonction f: t — t* est de classe C! sur [2p — 1;2p] et

[F0)] = [st=H = Islt*" < Jsl((2p — )" + (2p)" 7).

Par I'inégalité des accroissements finis
(2p)* = (2p = 1)°| < sl ((2p — 1)*~" + (2p)* ")
donc

((2p _ 1)(1—1 + (2p>a—1)
(Zp)*(2p — 1)

|up(s)| < [s]

1 1
< =D * =)
Introduisons alors
Qo.r = {z cC | Re(z) > acet |z| < R} pour «,R > 0.
Les fonctions u,, sont continues sur {1, g et pour tout s € Q4 g

<2p>a<§p — " (2,,)(2; - 1>a> nﬁoo0<pa1+l>'

(o) < 1221

La série de fonctions Z Uy converge normalement sur Qa, r et sa fonction
somme F' est définie et continue sur 2, . Ceci valant pour tous a et R
strictement positifs, on obtient que F' est définie et continue sur

{z € C| Re(2)}. Enfin, la fonction s — 1 — 2!~* étant continue et ne
s’annulant pas sur €2, on peut prolonger ¢ par continuité sur {2 en posant

F(s)

) = 79

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Si f est constante égale & C alors I’équation (FE) est vérifiée si, et seulement
si, C = 2C — 202. Cette derniére équation est vérifice pour C' =0 et C = 1/2
seulement.

(b) Aprés substitution et étude séparée du cas = = 0, on obtient f solution de

(E) si, et seulement si, h vérifie
h(2x) = h(z) — zh(z)>

(c) L’application T, est de classe C* et T (y) = 1 — xy. Sur [0; 1], on vérifie
|T.(y)| <1 et la fonction T, est donc 1-lipschitzienne sur [0;1]. Au surplus,
la fonction T est croissante sur [0;1] avec T;(0) =0 et T,,(1) =1 — /2. On

en déduit 7, ([O ; 1]) C [0;1].
Par une récurrence immeédiate, on vérifie
Vn € N,Vz € [0;1], hp(z) € [0;1].

Pour n > 1 et « € [0;1], on a par lipschitzianité

‘thrl(x) - hn(x)’ <

T T T 1
h1<2n> — ho (2n>‘ = 9nr1 S gurne

La série télescopique Y h,11(xz) — h,(2) converge donc absolument et la suite
(hn(z)) est donc convergente. La suite de fonctions (h,,) converge donc
simplement vers une fonction h. Au surplus

En répétant cette majoration

|hn+1 (ac) - hn(x)’ <

+o0
|h(z) — ()| = Lo

—+oo
S () — @) £ 3 sy = 5 = 0
k=n

k=n

La convergence de la suite (h,,) est donc uniforme sur [0;1].
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(d) La fonction h est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, elle est
donc continue sur [0;1]. En passant a la limite la relation

2
X X T

on obtient I'identité

Vz € [0;1), h(z) = h(§> - gh(;f

Puisque h,,(0) = 1 pour tout n € N, on a h(0) =1 et la fonction h n’est pas
nulle. On peut alors définir la fonction f: x — zh(x) qui est continue, non

constante et vérifie
2
vo e i1, 50 =2f () 24 (3 )

(e) On peut ensuite définir une solution sur [0;2] en posant

Vo €1]1;2), f(z) = 2f<”2”> —2f<92c)2.

Cette solution est bien continue en 1 car

Jim f(z) = Qf(;) - 2f<;>2 — f(1).

De méme, on prolonge la solution sur [0;4], [0; 8], etc.

Exercice 22 : [énoncé]

(a) Pour x > 0, u,(z) = O(1/n?). La série Y u,(z) converge absolument.
La série de fonctions ) u, converge simplement sur R , les fonctions u, sont

de classe C! avec .

1
ul (z) = 1n<1 + ) - .
n n+z

Soit [a;b] C R% . Par monotonie, pour tout x € [a;b]

1
@) < (@] + ] =0 17 )
Il y a donc convergence normale de ) u;, sur tout segment de R* . La
fonction somme de " u, est donc de classe C! et la fonction f I’est aussi par
opérations.

(b) La fonction est de classe C1. Il est immédiat que f(1) est nul et, pour tout
x > 0, on a apreés télescopage

Plot1) - fa) = —— +1+§( ! L)t

z+1 «x — n+zr ntz+l T

et

F2) - F() = £(2) = 1n2++f?1n<1+ i) ln(” Z)

n=1

“+oo
=—In2+ Z(?ln(n+ 1) —In(n) — In(n + 2)) = 0.

n=1

Ainsi, on peut affirmer f(z + 1) — f(x) = Inz. Enfin, f est convexe en tant
que somme de fonctions qui le sont.

Inversement, soit g une autre fonction vérifiant les conditions proposées.
Etudions la fonction h = f — g.

La fonction h est de classe C!, 1-périodique et prend la valeur 0 en 1. Nous
allons montrer qu’elle est constante en observant que sa dérivée est nulle.
Pour x > 0, on a par croissance des dérivées de f et de g

W)= ['(@) — g (@) < £ (lz) +1) - g/ (lz]) = ﬁ + (1))

et parallélement

B(z)>n(|lz]) — —.
(L)) =

La fonction A’ est 1-périodique, les valeurs b’/ (LxJ) sont donc constantes
égales a C.
En passant a la limite quand x — +oo ’encadrement

1 1

C— 7= <h(2)<CH+—

Ed Ed
on obtient que la fonction A’ présente une limite en +oo. Puisque h’ est
périodique cette fonction est constante et, puisque la fonction h est
périodique, la fonction i’ est constante égale a 0.

(c) On reconnait en premier membre la fonction I' « connue » indéfiniment
dérivable avec

+oo
) (z) = / (Int)*t*~te~t dt.
0
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On sait aussi I' > 0, I'(1) = 1l et T'(z 4+ 1) = 2T'(x).

Considérons alors f(z) = In(T'(x)).

La fonction f est de classe C*°, f(z + 1) — f(z) =Inz, f(1) =0 et f convexe
car l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(M(2))? < ()1 (x)

ce qui conduit a f” > 0.
On peut donc affirmer

n 1\T T
[(z) = /@ = lim 1 H 7(1 + E) = lim ni(n+1)
nodeox tL 14§ n—otoo z(x+1)...(x +n)

et on peut conclure sachant n + 1 équivalent a n.

Exercice 23 : [énoncé]

(a)

(b)

def S(N,x):
if N == 0:
return 1/x
return S(N-1,x) + 1/(x-N) + 1/(x+N)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def trace(N,a,b):
X = linspace(a,b,100)
Y = [S(N,x) for x in X]
plt.plot(X,Y)
Posons u,,: R\ Z — R définie par
2x 2x

un(@) = 22 — 12 nstoo n2

Par équivalence de séries & termes de signe constant, la série > u, (x)
converge pour tout € R\ Z. On peut alors affirmer la convergence simple de
la suite de fonctions (Sy) vers une certaine fonction S sur R\ Z.

Soit [a;b] inclus dans R \ Z. Pour Ny assez grand, on a
[a;b] C [=No; Nol.
Soit = € [a;b]. Pour tout N > Ny et tout P € N,

N+P

Snip(x) = Sn(x)= Y

n=N+1

2x
22 _n2’

2

Le facteur 22 — n? est négatif pour chaque terme sommé et par conséquent

N+P

|Svyp(x) = Sn(z)] < Z

n=N+1

N+P

2
\$|2§ Z

n?—z
n=N+1

2N,
n? — Ngl

En passant & la limite quand P tend vers oo, on obtient la majoration
uniforme

+oo
|S(z) = Sn(z)| < an  avec ay = Z

n=N+1

2Ny
n? — N¢’

Puisque ay est le reste de rang N d’une série convergente, oy est de limite
nulle et on peut conclure que la suite de fonctions (Sy) converge
uniformément vers S sur [a;b].

Les fonctions Sy sont continues et par convergence uniforme sur tout
segment, on peut affirmer que la fonction S est continue sur R\ Z.

Les fonctions Sy sont impaires et par convergence simple, on peut affirmer
que S est une fonction impaire.

Enfin, on obtient que la fonction S est 1-périodique en passant a la limite
Iégalité

N+1 1 1 1
vy n£;Hw+n AR o ey

valable pour tout z € R\ Z.
Pour tout « € R\ Z, on remarque

N
T r+1 2
SN<2>+SN( 5 )— Z x72n+

n=—N —
2N
2 2
= Z = 252]\[(33) + .
I A rz+2N +1

On obtient la relation voulue en passant a la limite quand N tend vers +oco.
Pour x € R\ Z, on a

fuss in(rz
cot(wﬁ) —l—cot(wx—i_l) = C?S< Qm) — Sm(ﬁ )

2

Apres réduction au méme dénominateur

1 2
cot( 7= | + cot | 7= il (.JOS(TFSC) = 2 cot(mx).
2 2 sin(ma)
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L’ensemble des fonctions vérifiant la relation proposée étant un sous-espace
vectoriel, la fonction f vérifie aussi cette relation.

Pour = € |-1;1[\ {0}, on peut écrire
1 < 2
=—+4T T(z) = E ——.
S(z) . +T(z) avec T(xz)

Par les arguments précédents, on peut affirmer que la fonction T est continue
sur |—1;1[. Aussi, on a par développement limité

1
m cot(mx) =5 +o(1)
T

donc

J(@) = o(1) - T(x)

z—0

ce qui permet de prolonger f par continuité en 0 avec la valeur —7'(0) = 0.
Par périodicité, on peut prolonger f par continuité avec la valeur 0 en tout

k € Z.

La fonction f est continue sur le compact [0;1] et y présente un maximum de
valeur M. Celui-ci est atteint en un certain g € [0;1]. Or

f(?) +f(x°2+1> = 2f(xo) = 2M

—_—— Y— —
<M <M

(3)-1(2) -

Ainsi, le maximum de f est aussi atteint en z(/2, puis en z(/4, etc.
Finalement, le maximum de f est atteint en 0 et il est donc de valeur nulle.
De méme, on montre que le minimum de f est nul et on peut conclure

et donc

Ve € R\ Z, S(x) = wcot(mx).

Exercice 24 : [énoncé]

(a)

Unicité: Si deux polynomes sont solutions, leur différence s’annule sur [—1;1]
et correspond donc au polynome nul.

Existence: On peut raisonner par récurrence double en introduisant

T() = ].,Tl =X et Tn+1 = QXTn — Tn,1

(a)

ou employer la formule de Moivre pour écrire :

cos(nf) = Re((cosf +isinh)™)
[n/2]

On vérifie | T,,|| = 1 et on observe

n n—2p 1— 2 n\p
(2]9) cos 0(1 — cos” 0)P.

k
Ty (cosxy) = (—1)* avec xj = cos(ﬁ) et xg > x1 > -+ > Ty
n

Aussi, le polynome T, est de degré n et de coefficient dominant 271,
Par l’absurde, supposons || P|| < 1/2"7! et considérons

1

Le polynome @) est de degré strictement inférieur a n et prend exactement le
signe de (—1)* en les xj. Par Iapplication du théoréme des valeurs
intermédiaires, le polynome @ s’annule sur |z, ;Zn—1[,- .., |21 ;@[ : C’est le
polynoéme nul ce qui est absurde.

L’implication indirecte est entendue. Supposons, ||P|| = 1/2"~1. Considérons
de nouveau le polynome Q. Au sens large, il prend le signe de (—1)* en les
et on peut assurer ’existence d’au moins une racine dans chaque intervalle
[Tn ; Tn—1]-- ., [X1;20]. Lorsque cela est possible, on choisit cette racine dans
I'intervalle ouvert et on note a,, < ... < a; les n racines ainsi obtenues.

Si celles-ci sont distinctes, le polyndéme @ est nul et on conclut.

Sinon, lorsqu’il y en a deux qui ne sont pas distinctes, elles correspondent, &
un méme z, avec k € [1;n — 1] pour lequel Q est de signe strict ! sur

|@k+1 ;x| et |z ; 2,—1[. Ces signes sont nécessairement identiques et Q
présente un extremum en xx qui est donc racine double de Q. Le polynéme
admet alors au moins n racines comptées avec multiplicité et on conclut.

Exercice 25 : [énoncé]

L’application V: E — R, est bien définie et on vérifie aisément
N(Af) = [AIN(f) et N(f +g) < N(f) + N(9).

Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de
I’équation différentielle 3" + y = 0 vérifiant les conditions initiales
y(0) = ¢’ (0) = 0 ce qui entraine f = 0.

Finalement N est une norme sur E.

1. Car on a choisi les a dans I'intervalle ouvert lorsque cela est possible.
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(b) On a évidemment N < v.
Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de
I’équation différentielle
y' +ty=g

vérifiant les conditions initiales y(0) = ¢/(0) = 0. Aprés résolution via la
méthode de variation des constantes, on obtient

flx) = /Ow sin(z — t)g(t) dt.

On en déduit |f ‘ < 2)|g)loo < 7||g]|co €t donc || flloo < TN(f).
De plus [[f"[loc < [If + f"lloc + | flloc donc v(f) < (7 + 1)N(f).

Exercice 26 : [énoncé]

(a) Posons ¢(f,g) = )+ fo t) dt. ¢ est une forme bilinéaire
symétrique, ¢(f, f) 2 O et si p(f, f) = 0 alors f(0) = 0 et pour tout ¢t € [0;1],
f'(t) =0 donc f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme
étant la norme associée.

(b) Pour tout = € [0;1], |f(z)] < [f(0 |+’f0 (1) dt’<fN( ), donc

[ fllee < V2N(f).Pour f(z) = sin(naz), || fllec =1 et N(f) = n7/v2 = +oo.
Les deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 27 : [énoncé]

(a) Nq(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’out @ € |—1; 1[. Montrons
que cette condition est suffisante.

Supposons a € ]—1; 1] et considérons ¢: R? x R? — R définie par
o((@.y), (2'y") = 22’ +yy' + azy’ + aya’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour

(z,y) # (0,0), ¢((z,y), (x,y)) > (1 - |a]) (2> +y?) > 0 en vertu de
|2azy| < |a|(z* + y?). Ainsi ¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la
norme euclidienne associée.

(b) Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer
a <b.
Par homogénéité, on peut limiter I’étude de
(x,y) = (cost,sint) avec t € |—7/2;7/2].

Na(z,y)
Ny(z,y)

au couple

Posons

) = N(cost,sint)\ _ 1+asin2t
~ \NVy(cost,sint) ) 1+bsin2t’

On a
(a — b) cos(2t)

(1 + bsin 2t)2

Les variations de f sont faciles et les extremums de f(t) sont en t = —7/4 et

[ty =2

t = /4. s valent 1=% et {34
On en déduit
) Na(z,y) 1+a
inf ——2 =
(z.9)#0 Np(z,y) L+b
et
Na(‘rv y) 1—a
sup ——% =
()20 No(T,y) 1-b

(dans le cas a < b).

Exercice 28 : [énoncé]

Si le]l lyll < 1 alors ||f(y) — /@) = lly — 2.

Si||z|| <1et |y > 1 alors

£) - \\ H H—y+y—m <yl =1+ Iy — all < 2lly — 2.
| wl =% = Tl

St [|[[, lyl| > 1 alors

| F()—f

1 1 —
@) = H ‘ H (_)H < ly ==l [l - lyll < 2lly—
Iyl ll=] llyll Iyl {lll llyll 1yl
Au final f est 2-lipschitzienne.

Supposons maintenant que la norme || - || soit hilbertienne.
St [|z[], lyl| < 1 alors

1) = f@)] = lly = =]l

Si ||zl <1et |yl > 1 alors

WNw—f@ﬂf—ny—ﬂF—l—|w2—ﬂwbn%zy»

Or |(z[y)] < llz[llyll < [lyll donc

1F@) = £ @I = lly = l* < 1= [lyl* + 2(lyll = 1) = (1 = [lyl})?
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Si [/l Iyl > 1 alos

/gl -1

B 2_ _ 2: . 2 2 _olmliiignn &
1£) = @I = lly = I = 2 = lylI* = llol* = 2= P

(x]y).
Or |(z|y)| < [|=[llly[l donc

2
1) = F @I = lly = 21* = 2= llyll* = l2]* +2(|= [yl = 1) = = (llz]l = ly[)* < 0.
Au final f est 1-lipschitzienne.

Exercice 29 : [énoncé]
(a) Sachant (u,+1 — u,) de limite nulle, pour € = (b — a)/2 > 0, il existe un rang
p € N tel que
meEN, n>p = |upt1—un| <e
et alors
Vn € N, |tuptpt1 — Untp| < €.
Sachant (v,) de limite +oc0, le terme wu, — v, tend vers —oo lorsque ¢ tend
vers 400 et il existe donc un rang ¢ tel que u, — v, < a.
Pour ces parametres p et g, la suite de terme général w,, = w4, — v, vérifie
les conditions requises.
(b) Posons
E = {u, —v, | (n,p) € N°}.
La suite (u,) étant de limite +oo, la suite (w,,) l'est aussi et ’ensemble A des
n € N vérifiant w,, < a est une partie de N non vide et majorée. On peut
alors introduire le plus grand entier N vérifiant wy < a. On vérifie

wyy1 >a et wyi <wy + lwyg —wy| <.
—_———

<(b—a)/2
On a ainsi établi :
V(a,b) eR* a<b = Fr € E,x ]a;b].

La partie F est donc dense dans R.

(c) Introduisons (v,) = (2pm) de limite +oco. La partie E est dense dans R et
I'image de celle-ci par la fonction sinus est S = {sin(un) ’ n e N}.
Cette partie est incluse dans le fermé [—1;1] et donc S aussi.
Inversement, tout élément de [—1;1] est le sinus d’un angle 6 et il existe une
suite d’éléments de E de limite 6. Par continuité de la fonction sinus, il existe
une suite d’éléments de S de limite sin#. Au final,

S=[-1;1].

(d) Introduisons (vp) = (p) de limite +oo. La partie E est dense dans R et
Pimage de celle-ci par la fonction f: x +— z — |2] est F = {u, — |u,] |n € N}.

Cette partie est incluse dans le fermé [0;1] et donc F' aussi.

Inversement, tout élément de ]0; 1] est limite d’une suite d’éléments de E. Les
termes de cette suite appartiennent & ]0; 1] & partir d’un certain rang et sont
donc invariants par f : ils appartiennent & F'. Ainsi

J0;1[C F.
Enfin, F' étant une partie fermée, on a aussi
0;1] CcF
puis ’égalité.
(e) L’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est

Adh(u) = (] {un|n >N}
NeN

Par ’étude qui précede
{un’nZN} =10;1]

et 'ensemble des valeurs d’adhérence de u est exactement ? [0;1].

Exercice 30 : [énoncé]

(a) On sait
AA = AA =det A.L,.

Si A est inversible alors
det A. det A = (det A)"

donne
det A = (det A)"~L.

L’application A — det A étant continue et coincidant avec I’application elle
aussi continue A — (det A)"~! sur GL,(K) qui est dense dans M,,(K), on
peut assurer que det A = (det A)"~! pour tout A € M,,(K).

2. L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pas immédiatement ’adhérence de
I’ensemble de ses termes, par exemple, pour u, = n, la suite (u,) n’a pas de valeurs d’adhérence !
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(b) Si A est inversible alors A aussi donc
rg(A) =n = rg(4) =n.

Sirg(A) <n — 2 alors A ne posséde pas de déterminant extrait non nul
d’ordre n — 1 et donc A = 0. Ainsi

rg(A) <n -2 = rg(A4) =0.

Si rg(A) =n — 1 alors dimKer A =1 or AA = det A.I,, = 0 donne
Im A C Ker A et donc rg(A) < 1. Or puisque rg(A) =n — 1, A posséde un
déterminant extrait d’ordre n — 1 non nul et donc A # O. Ainsi

rg(A) =n—1 = rg(4) = 1.
(c) Soit P une matrice inversible. Pour tout A € GL, (K),
(P7AP)(P'AP) = det AT,

et P~LAP inversible donc

P AP = P-1AP.

Ainsi 5 o
A=PpP-1APP L

Les applications A — A et A — PP-1APP~! sont continues et coincident
sur la partie dense GL,,(K) elles sont donc égales sur M, (K).
Si A et B sont semblables alors il existe P inversible vérifiant P~'AP = B et

par la relation ci-dessus P~*AP = P-'AP = B donc A et B sont semblables.

(d) Si A est inversible alors A = det(A)A~! et

A= det(A)A~" = det(A)"%A.

Par coincidence d’applications continues sur une partie dense, pour tout

A e M, (K), N
A= det(A)" %A,

Exercice 31 : [énoncé]

A est fermé car si uP = (ul) est une suite d’éléments de A convergeant vers une
suite u = (u,,) pour la norme || - || alors pour tout n € N et tout p € N,

ub < “ZH qui donne & la limite u,, < u,4+1 et donc u € A.

B est fermeé car si uP = (uP) est une suite d’éléments de B convergeant vers une
suite u = (uy,) pour la norme || - || alors pour tout & > 0 il existe p € N tel que
Hu - upH < &/2 et puisque v, ——— 0, il existe N € N tel que

0 n——+oo

vn > N, |ub| < e/2

et donc
[un| < ’un —uﬁ| + ’uﬁ| <e.

Ainsi u — 0 et donc u € B.

C est fermé. En effet si u? = (u®) est une suite d’éléments de C' convergeant vers
une suite u = (u,) pour la norme || - ||« alors en notant ¢ la limite de u?, la suite
(¢P) est une suite de Cauchy puisque |£p - €q| < ||up — uquo' Posons ¢ la limite de
la suite (¢7) et considérons vP =uP —¢P. vP € Bet vP - u— L doncu—{ € B et
ueC.

D est fermé car si u? = (ub) est une suite d’éléments de D convergeant vers une
suite u = (u,,) pour la norme | - || alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que
Hu — up”OO < ¢/2 et puisque 0 est valeur d’adhérence de uP, il existe une infinité

de n tels que |u£| < ¢/2 et donc tels que
[t | < |un —qu| + ’uﬂ <e.

Ainsi 0 est valeur d’adhérence de u et donc u € D.
E n’est pas fermé. Notons 07, la suite déterminée par 62 = 1si p | n et 0 sinon. La
suite 0P est périodique et toute combinaison linéaire de suites 6 ’est encore.

Posons alors
p

uP = 22%51‘

k=1

qui est élément de E. La suite uP converge car

p+q 1 1
it~ 30 g5 0

et la limite u de cette suite n’est pas périodique car

p
1

p—+o0 2k
k=1

et que u,, < 1 pour tout n puisque pour que w, = 1 il faut k | n pour tout k € N.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 32

Exercice 32 : [énoncé]

Soit (z,,) € AN convergeant vers z € R. Tl existe un unique y € A tel que

|z —y| =d(x, A). Or d(z, A) = 0 donc = =y € A. Ainsi A est fermé.

Par I’absurde supposons que A ne soit pas un intervalle. Il existe a < ¢ < b tel que
a,be Aet c¢ A

Posons a =sup{r € A|z <clet f=inf{r € A|z>c}. Onaa,f € A,
a<c<pet]a;f]C CrA.

Posons alors v = # On ad(y,A) = 577“ = |y — a| = |y — B| ce qui contredit
I’hypothése d’unicité. Absurde.

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Par télescopage

<Z uk> o(u—1Id)=wu"" —1d
k=0

donc
1

vpo(u—1d) = m(u

" 1d).
(b) Soit z € Im(u — Id) N Ker(u — Id). On peut écrire © = u(a) — a et on a

u(z) = z.

On en déduit

vp 0 (u—1Id)(a) = =.

Or )
vp 0 (u—1d)(a) = m(u”“(a) —a) =0
car

[u" () = a| < [[u"* (@) + llall < 2l|a]-

On en déduit x = 0.

(c) Par la formule du rang
dim Im(u — Id) 4+ dim Ker(u — Id) = dim E

et puisque les deux espaces sont en somme directe, ils sont supplémentaires.

(d) Soit z € E. On peut écrire z = 2+ y avec x € Im(u — Id) et y € Ker(u — Id).
On a alors v, (2) = v, (z) + y avec, comme dans 1’étude du b), v,(z) — 0. On
en déduit v, (2) — .
Ainsi la suite de fonctions (v, ) converge simplement vers la projection p sur
Ker(u — Id) parallélement a Im(u — Id).

Puisque pour tout z € E, on a

n

1 1 &
T kZHu’f(w)H < m,%;“x” = |l

=0

[on(@)]] <

on obtient a la limite ||p(z)|| < [|z]. On en déduit que la projection p est
continue puis que Im(u — Id) = Ker p est une partie fermée.

(e) Supposons la convergence simple de la suite de fonctions (vy,) et la fermeture
de Im(u — Id).
Soit z € E. Posons y = lim,,—s 1 oo v (2) €t £ = 2z — y.
D’une part, puisque

1 n k+1 1
i1 P

(u"“(z) - z)

u(vn(2)) =

on obtient & la limite
u(y) =y
car D’application linéaire u est continue et ||u"**(2)|| < [|z]. On en déduit
y € Ker(u — Id).
D’autre part

1 n
z—vp(z) = — (kz_o(ld - Uk)(z)>
et
k—1
Im(Id — v*) = Im ((Id —u)oy u“> C Im(Id — u) = Im(u — Id)
£=0

donc z — v, (2) € Im(u — Id). On en déduit = lim(z — v,(2)) € Im(u — 1d)
car Im(u — Id) est fermé.
Finalement, on a écrit z = z + y avec

x € Im(u — 1Id) et y € Ker(u —Id).

Exercice 34 : [énoncé]

a) Byg(z,r) est une partie fermée et bornée en dimension finie donc compacte.
f
L’application linéaire f étant continue (car au départ d’un espace de
dimension finie), 'image f(Bf (z, r)) est aussi compacte.
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(b) La partie K est convexe et donc f(K) aussi car f est linéaire. Les vecteurs Exercice 35 : [énoncé]
f*(a) étant tous éléments de K, la combinaison convexe définissant ,, (a) import numpy as np
détermine un élément de K. import numpy.linalg
Aprés simplification
1 .
flyn) —yn = f(f”(a) — a). def eigmax(A):
n eig = numpy.linalg.eigvals(A)
La partie K étant bornée, la suite (f"(a) —a) . Dest aussi et donc maxi = eig[0]
F(yn) — yn m 0g. for e in eig:
. . i > i): i =
Enfin, la suite (yy,),>1 évolue dans le compact K, elle admet donc une valeur retulli ;Z)S(i(e) abs(maxi): maxi = e
d’adhérence w € K :
Yok w (b) import random as rnd
k— 400
et la propriété def generematrice(n):
T Wotm) = Yo s 0 A = np.zeros((n,n))
#(k) P oo for i in range(n):
donne & la limite f(w) = w. for j in range(n):
(¢) Op ¢ K et donc w # 0g. L’égalité f(w) = w assure que 1 est valeur propre de Ali,3] = 1 + rnd.random()
) return A
Soit A une valeur propre de f et v un vecteur propre associé avec |[v|| < 7. ,
Le vecteur x + v est élément de K et donc ses itérés f™(z +v) = f™(x) + A" for t }ntx('ar_lge(l(z) ) trice(3)))
le sont encore. Puisque le compact K est borné, les suites (f”(gc + v)) et ) prin elgn}ax generematice ] .
(f™(x)) le sont aussi et donc (A"v) Test encore. On en déduit |A| < 1. (c) SF)I'.L A € 5.1l existe x non nul & coefﬁ.ments po.smfs tel que )\LL: < Az. En
(d) Choisissons l'endomorphisme f de R? canoniquement représenté par d1v1.se'mt x par la somme de ses coeflicients (qui est un réel strictement
p a p p positif), on détermine un nouveau vecteur comme voulu.
100 (d) Soit A une valeur propre complexe et z = (z1,...,2,) le vecteur propre
A=10 0 1 associé. Pour tout i € [1;n],
0 00 n
)\Zi = Z ai,j Zj
L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable et cependant, en choisissant =1
x = (1,0,0) et r =1/2, la condition f(K) C K est remplie. et donc
n
(e) Puisque f(K) = K, les vecteurs e;/a, e2/b et e3/c sont des valeurs prises par n
f- On en déduit que ’endomorphisme f est nécessairement bijectif. Allzi| < Z @ij |21
Soit A\ une valeur propre de f et v un vecteur propre associé. Quitte a réduire =135
la norme de v, on peut supposer v € K. On a alors f"(v) = A".v € K pour Le vecteur x = (|21}, ..., |2n]), est un vecteur réel non nul vérifiant 0 < z et

tout n € N ce qui oblige [A| < 1.

Sachant f~!(K) = K, un raisonnement symétrique donne |A| > 1 et donc
Al = 1.

Enfin, en dimension impaire, un endomorphisme réel admet nécessairement
une valeur propre !

M|z < Az. On en déduit |A| € S.
Soit A € S et x € R™ non nul tel que 0 < z et Az < Ax. Considérons 7 I'indice
tel que z; soit maximal parmi z1,...,2,. On a

n n
)\xi S E A, S E A, 5.
Jj=1 Jj=1
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En simplifiant par z; (qui est strictement positif car 0 < x et « non nul), il
vient

La partie S est bornée dans un espace de dimension finie, il suffit d’établir
qu’elle est fermée pour pouvoir affirmer qu’elle est compacte.

Soit (Ap) une suite d’éléments de S de limite Ao,. Pour tout p € N, on peut
introduire z, € R™ & coefficients positifs de somme égale & 1 et vérifiant
ApZp < Axp. La suite (zp) évolue dans le compact

n
K:{xeR”|O§azet inzl}.

i=1

Il existe une suite extraite (x,,)) de limite 2o, € K. Pour tout ¢ € N,
Ap()To(q) < ATy(q) ce qui donne & la limite Ao Too < AZoo. On peut donc
affirmer que A\ est élément de S. La partie S contient les limites de ses
suites convergentes, elle est donc fermée et finalement compacte.

La compacité de S permet d’introduire son élément maximal «. Soit aussi

x € K tel que ax < Az. Si ax # Ax, le vecteur y = Ax — ax est a coefficients
positifs et n’est pas nul. La matrice A étant & coefficients strictement positifs,
Ay est a coefficients strictement positifs. Considérons ensuite z = Az. Le
vecteur z est & coefficients strictement positifs car les coefficients de A sont
strictement positifs et les coefficients de x sont positifs et non tous nuls.
Quitte & considérer € > 0 assez petit, on peut écrire ez < Ay. Cette
comparaison se réorganise pour permettre d’écrire

(a+¢e)z=Az

ce qui contredit la définition de a. On en déduit ax = Ax et, comme souligné
au-dessus, z = Az est un vecteur a coefficients strictement positifs ce qui
entraine o > 0 et x & coefficients strictement positifs.

Exercice 36 : [énoncé]

(a)

R est la borne supérieure dans R U {+o00} de ensemble
{7" € [0;4o00] ‘ (anr”)neN est bornée}.

Soit 0 < r < R. On peut introduire p tel que r < p et (anp")neN soit une
suite bornée. Pour tout z € D(0,7), on a

’anz"’ < ’anr"’ = |an|p" (T) = O((T) )
p p

Ce majorant uniforme étant sommable (car |r/p| < 1), on obtient la
convergence normale voulue.

Pour |z| < r, on peut décomposer en série géométrique

T _ind
1 e n
,r.nJrl

r — ze—if
n=0

Sachant la fonction f bornée sur le compact {z € C|[z| =7}, il y a

convergence de la série
/27r
Z 0

ce qui permet une intégration terme & terme

27rI f( i0) +oo 27 . Cin n
/0 WszZ(/{) Im(f(ree))e 9d9> TiH.

n=0

Im (f(re'?))e=?

o) 2" do

On obtient ainsi un développement en série entiére sur D(0,r).
Pour l'expliciter, on calcule le terme intégral en procédant & une intégration
terme & terme justifiée par 'absolue convergence de > a,r"

27 —+o0
/ Im(f(reie))e*ine do = kark
0 k=0
avec
2m ) o .
I, = Re(ay) / sin(kf)e~ "% A9 + Im(ay,) / cos(kf)e™"? dg.
0 0

Pour n # k, les deux intégrales sonts nulles.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections

35

Pour n =k =0,
2m ) 2m )
/ sin(kf)e " +df = 0 et / cos(kf)e""? A9 = 2.
0 0
Pour n =k # 0,
27 . 27
/ sin(kf)e "0 dh = —i/ sin?(k0) df = —ir et
0 0
2m .
/ cos(kf)e" "% 49 = .
0

On peut alors conclure

7 — ze—i0 r r

> Im(f(re'’)) . 27 Im(ao) - X (Im(a,) — iRe(ay))2"
/0 dg = "0 ¢ n;

im

= Z(F0) - ()
(c) Si f est une telle fonction, I'intégrale au-dessus est nulle et donc
f(z) = f(0) pour tout |z| < r.

On en déduit ag € R et a,, = 0 pour n > 1. La fonction f est alors constante
réelle.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) Cas: n =0. Un polynome P de Ay est a coefficients positifs et prend la valeur
0 en 2, c’est n’est nécessairement le polynéme nul.
Cas: n > 1. Soit P € A,,. Celui-ci n’est pas nul, notons N son dégré et
écrivons

P:a0+a1X+~--+aNXN avec ag,...,any € Net ay #0.
La condition P(2) = n entraine
n>an2V > 2N,

On en déduit que le degré de P est majoré par log, N. De plus, en étant
large, on peut affirmer que les coefficients de P sont au plus compris entre 0
et n. Il n’y a donc qu'un nombre fini de polynémes solutions.

Ao ={0}, Ay ={1} et Ay ={2,14+ X} donc ug =u; =1 et ug = 2.

(b)

Soit n € N. L’application P — 1 4 P transforme un polynéme de As, en un
polynome de As,, ;1. Inversement, un polynéme @ de As,, 1 a nécessairement
un coefficient constant impair ce qui permet d’introduire P = @ — 1 qui est
élément de Asy,. On en déduit ug, = Ugpy1-

Soit n € N*. L’application P — X P transforme un polynéme de A, en un
polynéme de A,, dont le coefficient constant est nul et inversement, tout
polynéme de As,, de coefficient constant nul est de cette forme. De plus,
comme au-dessus, on peut mettre en correspondance les polynémes de Ay, de
coefficient constant non nul avec les polynémes de As, 1. On en déduit

Uop = Up + U2p—1-

Pour n € N*, ce qui précéde donne
Ugp = Ugn—2 + Uy dONC Uy — Ug(n_1) = Un-

En sommant cette relation, on obtient par télescopage la relation demandée.

def liste(n):

if n == 0:
L = [1]
elif n ), 2 ==
L = liste(n-1)
last = L[-1]
L.append(last)
else:
L = liste(n-1)
S=0
for k in range(n//2 + 1):
S =8 + L[k]
L.append(S)
return L

On peut conjecturer un rayon de convergence R égal a 1.

La suite (u,) étant croissante, elle n’est pas de limite nulle et donc R <1
Soit p > 1. Montrons w,, < Mp™ pour M bien choisi.

On raisonne par récurrence forte sur n € N aprés une initialisation sur les
rangs 0 & ng avec ng qui sera précisé par la suite.

La propriété est vraie aux rangs 0,...,ng en choisissant M suffisamment
grand :

u
M :max{p: ‘ ke [[O;no]]}.

Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > ng.
Cas: n + 1 impair. La propriété est immédiate car u,, = u,—1 et p > 1.
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Cas: n + 1 pair. On écrit n = 2p. L’hypothése de récurrence donne

pp-i-l —1 - Mpp+1

< Mp*
p—1 p—1

p
UQPSZMpk:M
k=0

sous réserve que pP~1(p —1) > 1 ce qu'il est possible d’obtenir pour p assez
grand ce qui determine la valeur de ng € N : on choisit celle-ci de sorte que

prP  (p—1) > L.

La récurrence est établie.

Cette comparaison assure que le rayon de convergence R est supérieur a 1/p
et, puisque ceci vaut pour tout p > 1, on conclut R = 1.

Exercice 38 : [énoncé]

(a) Considérons un ensemble E & n + 1 éléments. Parmi ceux-ci, choisissons un

élément particulier que nous nommons x. Dans une partition de F, il existe
une seule partie A contenant 1’élément x et celle-ci est de cardinal k + 1 pour
une certaine valeur de k € [0;n].

Pour k € [0;n], on construit une partition de E dont la partie contenant x
est & k 4 1 éléments en commencant par choisir k éléments dans F \ {z} pour
constituer A : cela offre (Z) possibilités. On compléte ensuite la partie A a
Paide d’une partition de F \ A afin de constituer une partition de F : cela
offre B,,_, possibilités. Ainsi, il y a exactement () B, partitions de E dont

la partie contenant = est de cardinal k£ + 1 et, finalement,

n
B7L+1 = Z (Z) By k-

k=0

En renversant l'indexation puis en exploitant la symétrie des coefficients
binomiaux on obtient

(S ()

Jj=0 J=0

(b) def fact(n):

if n ==
return 1
return n * fact(n-1)

(c)

def binom(n,k): # Certes on peut faire mieux
return fact(n)//fact(k)//fact(n-k)

def Bell(n):

B = [1]
for i in range(n):
S=0

for k in range(i+1):
S = S + binom(i,k)*B[k]
B.append(S)

return B
n 01 2 3 4 5 6 7 8 9
B, |1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147

Par récurrence forte sur n € N, vérifions B,, < n!
La propriété est vraie aux rangs 0, 1 et 2.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > 2. On a

n

n n 1 "o
k=0 k=0 k=0
carn+1>e.

La récurrence est établie.

Bu 2n est au
n:

La suite (B, /n!) est bornée et le rayon de convergence de >
moins égal a 1.

En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0, on
sait que f est de classe C* et, pour tout = € |—R; R|,

f,(x)fmﬂxnfli(n)ﬂ*ii L.
7n=0 n! 7n=0n! —~ k 7n=0k:0k!(n—k)! '

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

f'(x) = e f().

La résolution de cette équation différentielle linéaire sachant f(0) =1 donne

x

fla) =
On peut alors exprimer B,, en déterminant le coefficient de 2™ dans cette
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série entiére. On écrit

+ool »
fl@)=) —(e"=1)
pzop!
-i-oo1 p P .
= 7!2 (k>(_1)p— e’
pzop' k=0
:+oolz;l7:(> pkzknn.
p:Op! k=0

o n e ()

En réorganisant le calcul de cette somme (la famille est sommable)

+o00 +o00 1+OO n
B-y Y L
k=0 p=Fk p=0 k=0

C’est la formule de Dobinski.

On peut aussi écrire
+o0 P
=3 ()

auquel cas, on obtient
n

Dans cette formule, le terme

n!
Z kil oo k!

1
1P kit hp=n

n!
>

o kil ...
(ou les k; sont strictement positifs) se comprend comme le nombre
d’applications surjectives d’un ensemble & n éléments sur un ensemble & p
éléments : ceci permet de comprendre le dénombrement réalisé ici. Au
surplus, lorsque ’on connait le nombre de ces surjections, on obtient

p=1 k=0

Ce n’est pas exactement la méme formule qu’au-dessus mais on peut établir

S () o

pour tout p > n.

Exercice 39 : [énoncé]
Pour z € [0; R, la série Y -5 £ (0)2™ est une série & termes positifs. Par la
formule de Taylor reste intégrale

n (k) T (g )
f(f)zzf (O)zk+/ ( n!t) f(”Jrl)(t)dt

k=0 it 0

et puisque le reste intégrale est positif, on a

n k)
k=0 '

Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série & termes positifs
> %f(")(O)z" est convergente.
Pour z € |-R;0], on a

’ Fm(0)
!

et la série 3 2 f(")(0)2™ est absolument convergente donc convergente.

Exercice 40 : [énoncé]
(a)
N(n,p) = (Z)D(n - D)

(b) D(n) < n! donc

On azp o N(n, p) =n! donc Y7
Cauchy e*f(z) = ﬂ puis

Dén <1 qui implique R > 1.

p=0 mD(n —p) =1 d’ou par produit de
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()

donc

puis

(d) Finalement

Exercice 41 : [énoncé]

—x +oo n k
€ (_1) n
i D) Dt

n=0 k=0
n 1 k
D, =ty Y
k=0 '
nl = (=1)F
N(n,p) = —
| |
= k!

1
—N —.
n! (n,p) n—+oo ple

(a) Pour a, = (—1)",on a f(z) =1/(14 ), £ =1/2 et la série Y a, diverge.
(b) Pour N € Net z € [0;1], on peut écrire

avec

N N
AN :f(l') —é,BN = Zan— Zanxn et CN —
n=0 n=0

N

Zan—szN-i-BN—CN

n=0

Pour € > 0, il existe un rang ng au-dela duquel

lan| <

et alors pour tout N > ng

Posons alors

+oo

13
< — n <
Onl = ¥ > @ = N(

n=N+1

r=1——

N

3

1—a)

+oo
Z anpx”.

n=N+1

et on a
|ICn| <e.

D’autre part
[Bn| =

N
Z an(1—z")
n=0

En vertu du théoréme de Cesaro

N | N
< (1—33)271(1” = NZnan.
n=0 n=0

N
NZnan%O

n=0

et donc il existe n; € N tel que pour N > ny
|Bn| <e.
Enfin, puis f tend vers £ en 17, il existe ny € N tel que pour N > ng
Ay =|f(1-1/N)—/{| <e.

Finalement, pour N > max(ng,n1,n2)

N
Z ap — ¢
n=0

On peut donc affirmer que la série ) a,, converge et

+oo
Z ay, = 4.
n=0

< 3e.

Exercice 42 : [énoncé]

(a) Notons a, le coefficient générale de la série entiére étudiée a,, = 1 s’il existe

n tel que m = p,, et a,, = 0 sinon. On observea,, = O(1) donc R > 1 et

an /~0donc R <1 puis R=1.

Soit € > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N, n < ep,. On a alors :

N—-1 “+o0
0<(1-2)f(x)<(Q-2) Y afr+(1—x) Y 2"~
n=0 n=N
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Quand z — 17, (b)
N-1
(1—=x) Z xPr — 0
n=0
et
= 1—x
_ n/ —
(1—-x) Zx < 1/ —e
n=N
donc pour z suffisamment proche de 1,
0< (1-2)f(x) < 2.
Cela permet d’affirmer (1 — z)f(x) —— 0.
r—1—
(b) Ici, il faut penser & une comparaison série-intégrale. . .

Pour = € ]0;1[, la fonction ¢ — 2'" est décroissante. Par la démarche (c)
classique, on obtient

+o0 . +o0 .
/ zt dtgf(x)§1+/ o' dt.
0 0

+Oo q +OO q +OO q4+9
/ x! dt:/ et lng”dt:/ e ¥ dt
0 0 0

avec a = v/ — Inx donc

o L[
/ b dt = f/ e " du
0 aJo

et on ne calculera pas cette derniére intégrale.
Par ’encadrement qui précéde, on peut affirmer

Or

1 oo
f(.]?) ~ ﬁ/o (§] du

sachant Inx ~ 2 — 1

fo(r) = ﬁﬁa fi(z) = ﬁ
On obtient les expressions de fs,..., f5 par

seq(normal (sum(n"k*x"n, n=1..infinity)), k=2..5);
On peut présumer un équivalent de la forme (1_2%

On peut obtenir les premiéres valeurs de C, par

seq(eval (simplify(sum(n"k*x"n, n=1..infinity)*(1-x) "~ (k+1)),

x=1), k=0..5);
Cela laisse présumer C, = (—1)**lal.

Pour z € |—1;1], fi(z) = 312 nPa™ ! donc zfl(z) = fpi1(2).

En raisonnant par récurrence sur p € N, on définit la suite (Q,) de polynomes

de sorte que

Qo= X et Qe (X) = X(1— X)QL(X) + (p+ 1)XQ, (X).
On observe Qp+1(1) = (p+1)Qp(1) de sorte que Qp(1) = pl.

On peut alors affirmer f,(z) ~ (17;’%.
r—1—

A partir du développement connu de(1 4 u)®, on obtient

b, = (oc+1)(a+2')...(a+n) )

ni

ln(rg"'il)—lnzﬁzaln—
n+1 n n n

> ln % —In Z—a est absolument convergente.

On en déduit que la suite de terme général In Z—a converge puis que

vers une constante A(a) > 0.

On peut alors conclure en exploitant le résultat suivant :

ap, ~ by, avec a, >0, R=1et > a, diverge entraine
+ +
. r—1—
Pour établir ce résultat :

- d’une part, on montre que Z:i% anpx™ —1—% 400,
r—1—
- d’autre part, on écrit

—+oo
n=0

de sorte que |a,, — b,| < ea,, pour n > N.

On peut alors conclure que f_(x) ~ %-

Exercice 44 : [énoncé]
Posons

Exercice 43 : [énoncé]

(a) R=1. La fonction f est définie et de classe C* sur |—oo; R[ avec R = argsh 1.

1

1) = e
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Soit x € |—R; R[. Puisque |shz| < 1, on peut écrire

+oo

fla) = 1—1sha: ZShn

n=0

Chacune des fonctions z — sh™ x est développable en série entiére sur R ce qui

permet d’écrire
—+oo
h?L . k
sh” x = Oy kX"
k=n

Puisque les coefficients du développement en série entiére de la fonction sh sont
tous positifs, on a aussi a, > 0 pour tout n, k. Pour x € |-R; R[, on peut donc

écrire
+oo /4o
x) = E g an,kxk .
n=0 \k=n

Puisque la série >, - |an k2| = 3, <, @nklz|* converge et puisque la série

n . 2 N
S s0 ore Jan k2*| = 3,50 (shlz|)" converge aussi, on peut par le théoréme de
Fubini échanger les deux sommes ce qui donne

s =3 (e )

Ainsi la fonction f est développable en série entiére sur |—R; R[. Le rayon de
convergence de la série entiére ainsi introduite est alors au moins égale & R et en
fait exactement égal & R car f diverge vers +oco en R~ et ne peut donc étre
prolongée par continuité en R.

Exercice 45 : [énoncé]

On a +
+ 1 1 40
/ > i _ / / nu2nx2n du.
L 24 a2u=i )y 1+ (ux)?

Pour |z| < 1, il y a convergence normale sur [0; 1] donc

oot =X (=) arctan
2n
—_E " = :
/1

12 + 2 :02n+1 T

Exercice 46 : [énoncé]

(a) Par convergence dominée par la fonction ¢: t — 1, on obtient a,, — 0.
(b) On a

1
n+1

/4
ap + Qpyo = / (tant)' (tant)™ dt =
0

(¢) Par monotonie a, + apio < 2a, < ay + ap_2. On en déduit a,, ~ ﬁ puis

Le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ est donc égale a 1.
Pour z =1, Y u,(z) converge si, et seulement si,a > 0.
Pour x = 71 > up(x ) dlverge grossiérement si o < —1.

Poura> 1 23, ak=a+zk 1( Dk (ar + ag+2) +0(1)
Or Z e (n +1) converge par application de critére spécial des séries alternées

(car n — décroit vers 0 pour n assez grand) donc ) u,(z) converge.

m
(d) Puisque a,, + ani2 = %ﬂa on a
= . N In(1 —x)
Z Ap422 " +apr” = —————.
x
n=0
On en déduit
f@) -T2 m(l-a)
f(z) + 22 o T
puis
—zln(l —2) + T 4 212
f(z) =

Exercice 47 : [énoncé]

(a) On a

1 n—1 1n—1 1

|an| = —/tH —tdt<— [Trdt<-

0 k=1 "

donc R > 1.
1! o 1
> = 1-— —1)dt >
onl2 7 [t x [T -tz oy

donc R < 1. Finalement R = 1.
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(b) Soit x € ]—1;1].

Exercice 48

(a)
(b)

“+o0

+oo
:;an Z/ n'H t, iL’dt

or par convergence uniforme de la suite de fonctions de la variable ¢ sur [0;1]
(convergence uniforme obtenue par convergence normale grace a |z| < 1) on
peut permuter somme et intégrale.

o[ S

n—1

0

: [énoncé]
Par application de la régles de d’Alembert, les rayons de convergence de
séries entiéres définissant f et g sont égaux a 1.

g est assurément définie et continue sur |—1;1[ en tant que somme de série
entiere.
La série entiére définissant g converge aussi sur [—1; 0] par application du

critére spécial et
< 1n<1 - 1)
n+1

Il y a donc convergence uniforme de la série de fonctions continues définissant
g sur [—1;0].

Ainsi g est définie et continue sur [—1;1].

On peut aussi souligner que g n’est pas définie en 1 car

ln<11>1” ~ ,l.
n n—+oo N

+oo
Vo € [-1;0] Z ln(l—llg)xk

k=n-+1

Pour z € |-1;1],

1-a)f(z) = Z(lnn —In(n —1))z" = —g(z).

La fonction f est continue sur |—1;1[ en tant que somme de série entiére de
rayon de convergence 1. On peut prolonger f par continuité en —1 via

9(x) _g(=1)
1—2 2—-1 2

flz) = -

H t— k)" dt = /(1+x)tdt: {MI?ZM(IZ@

(e) On a

et donc
=/ 1
glx)=In(l—z)+1-— g (2712+o<712)>x .

Le terme sommatoire définit une fonction continue sur [—1;1] (par
convergence normale) et donc

g(z) ~ In(l—2x)

r—1—
puis
In(1 —x)
A g
Exercice 49 : [énoncé]
(a) Posons
1
a, = sin 7ﬁ

Puisque an,+1/a, — 1, on peut affirmer R = 1.

(b) La suite (a,) décroit vers 0 donc par le critére spécial des séries alternée, la

série entiére converge en r = —1.
Puisque a,, ~ 1/4/n, par équivalence de séries a termes positifs, la série
entiére diverge en x = 1.

(c) Par positivité des termes sommés, on a pour z € [0;1],

Or
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Puisque
al 1
; sin(\/ﬁ) m +00.
Pour tout M € R, il existe un rang N tel que
al 1
nz::l sin(\/ﬁ) >M+1

et pour z au voisinage de 1~

Ssin( LYo 20

3
—

puis

On peut donc affirmer que

On a
(I-a)f(x) = +ZOO sin<\/15>x" — Jio sin(\/lﬁ>x"+1

n=1

et par décalage d’indice

Puisque

() () ~o( 1)

la série entiére en second membre est définie et continue en 1 par convergence
normale de la série de fonctions associée. On en déduit

(1 - 2)f(x) — sin(1) + i(&n(\/lﬁ) - sm<\/%)> 0.

Il est aussi possible de procéder par les en ¢ exploitant

sin ' < e pour n assez grand

Exercice 50

(a)

et

—+o0
g:r”:
n=0

: [énoncé]

Soit r € ]0; R[. La série numérique Y a,r™ est absolument convergente. Pour

tout z € C,
a 1/2Y\"
Lot =gt —(2) = o(anr")
n! nl\r
car par croissance comparée
1/z\"
—(-] ——0.
n! n—+oo
Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la
série numérique Y a, 2" est absolument convergente pour tout z € C.
Le rayon de convergence de la série entiére étudiée est +oo.

On a

+oo
_ _ a _
fFte =3 j Dpret = § jfn avec fu(t) = —t"e™"".
n= O

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0; +o0].

Les fonctions f, et la fonction ¢ — f(t)e™** sont continues par morceaux sur
[0 400

Les fonctions f,, sont intégrables sur [0; +oo[ car ¢ f,,(t) P 0 et

—+o0 |an| +o0
/ | fn(t)] dt = —'/ t"e " dt.
0 n:Jo

Par intégration par parties généralisées successives

—+oo
the Tt dt = o
0 __xn+1

+oo
/ ()] dt =
0

Si z > 1/R alors la série > |a,|/z™ ! est convergente et, par le théoréme de
Fubini, on peut affirmer que la fonction ¢ — f(t)e™* est intégrable et

+oo
/ ft)e *tdt =
0

et donc
|an|
xn+1'

—+o0
> i
xn+1'

n=0
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Exercice 51

(a)

: [énoncé]

s est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1.

La série diverge en z = 1 (par série de Riemann avec 1/2 < 1) et converge en
x = —1 par application du critére spécial des séries alternées. On conclut
I=[-1;1].

Puisque s est la somme d’une série entiére, on peut dériver terme & terme sur

]-1;1] et
Z\fxn 1

Sur I "Ry, cette somme est positive. La fonctlon s est donc croissante sur
[0;1].
Si celle-ci était majorée par un réel M, nous aurions pour tout N € N*

Z Vi + 12"

En passant & la limite quand x — 17, on obtient

27<M

Ceci est absurde car la série a termes positifs > 1/4/n diverge et ne peut
donc avoir ses sommes partielles majorées. La fonction s est donc croissante
et non majorée, elle diverge donc vers +oco en 1.

Pour = € |-1;1]

+oo
(1—2x)s Z\/n+1x —fom" ! Z(\/?H— —\/ﬁ)m"
n=0
Pour = < 0, on peut écrire x = —t avec t > 0 et alors
+oo
(1—2)s'(z) = Z(—l)"ant”
n=0

avec a, = v/n+1—/n > 0. On vérifie que la suite (a,) est décroissante de
limite nulle et donc le critére spécial s’applique & la série alternée

> (=1)"a,t™. Sa somme est donc du signe de son premier terme ce qui
fournit (1 — x)s’(z) > 0. On en déduit

Vo €]-1;0],s () > 0.

(d) Apreés étude (un peu lourde) du signe de f”(z), on peut affirmer que f est
concave et croissante.
Pour z € [0;1], on a clairement s”(x) > 0. Pour = € |—1;0], considérons

+oo +o0o
(1=2)s' (@) =D fn)a"t =" fln+1)2"

n=0
puis .
(1—2)((1—2)s'(2)) =D (f(n+1) = f(n))a".
n=0

Posons b, = f(n+1) — f(n) > 0.
On vérifie b, — 0 et b, 11 < b, car la concavité de f fournit

bn + bn+2
2

Le critére spécial de série alternée s’applique & nouveau, la somme est du
signe de son premier terme et cela fournit

(1—2)((1—2)s'(z))

puis s’ (x) > 0 car on sait s'(z) > 0.
Finalement s est convexe.

< bpy1-

/

>0

Exercice 52 : [énoncé]

(a) Puisque

c1ild

1- = o

2k

)| € Pa(—|2]) est immediate.

‘ z

Pinégalité ‘Pn (z

Par produit & facteurs strictement positifs, on a P, (—|z|) > 0 et on peut donc

introduire

In P, (—|z|) = Zl( )

] E
1 1 ~J —
( o 2N | n—+4oo 2N

et ce terme est donc sommable. On peut alors écrire

In Py(—|2|) < M = Zl <1+ |22|>
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(d) La fonction f vérifie évidemment les conditions énoncées.
Inversement, si une fonction g vérifie les conditions proposées alors
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9(2) = (1= 2)g(2/2) = (1 = 2)(1 = 2/2)g(2/4) = ..

T
o(2) = Pa(2)gl=/2"),

|
2 |'
|'I Par récurrence
!
Y
/
1 { Par continuité de g en 0, un passage a la limite donne g(z) = f(2)
/ . L. s
/ (e) Par analyse-synthése, la recherche d’une fonction somme de série entiére
/ >~ anz™ solution conduit a
14 05 7 B3R "1
7 s an = 2" H —r
- oy =2
-1 et un rayon de convergence infini.
FIGURE 1 — Allure de la fonction s Exercice 53 : [énoncé|
Soulignons que les termes sommés pour définir la série entiére ont un sens car
puis I'irrationalité de v donne
‘Pn(z)’ <eM, Vn € N* sin(nma) # 0.
(b) On a (a) Puisque .
l2l a2l . —
|Pray1(z) — Pa(2)] < ’Pn(z)|2n+1 SelonT [sin(nmra)| ~
Le majorant est sommable, la série télescopique > P,11(2) — P,(z) est donc la série entiére ) -, Sin(m:ﬂa) diverge grossiérement en 1 et donc R, < 1.
te et 1 ite (P, t d é ture. T
convergente et la suite (Fy(2)) est de méme nature (b) Par une récurrence facile, on montre u, > n + 1 pour tout n € N*. On a alors
(c) Pour |z] <1,0n a
Unp, 1 < 1
M > T un—1 = .
e 1 Un41 Un"™ (n+1)"
|Prt1(z) — Pu(z)] < TES avecMZln<1+2n) " "
n=0 (c) On a
et donc o oo oo oo
e 1 1 1 1 1 1
sup |Pny1(2) — Pu(2)| < . = + < + - =
|Z|§1‘ | 2 k:zn;rl Uk Un+l k:zn;rl Ukl Un+l k:zn;rl (k + 1) uy
Ce terme est sommable, la série télescopique Y P,11(z) — P,(2) converge . . )
donc normalement, et donc uniformément, sur le domaine défini par la et puisque la suite (uy) est croissante
condition [2| < 1. On en déduit que la suite de fonctions (P (2)), . converge too oo
uniformément sur ce méme domaine. Or chaque fonction P, est continue en 0 Z 1 < 1 + Z 1 1 K
WSk T Ungr S (k+ 15 upr1 — Upta
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avec
+oo 1

K=1 —_

Jr;(lwrl)k

On en déduit

+
<1 < Kru, Kmn
T Up, Z uik = . = T"Jn*l.
k=n+1 n+ n

Considérons m = u,, € N*. Quand n — 400, on a pour = > 0

ij
-~ 0.
sin(mma)
En effet
n 1 —+o00 1
mo = 1u — fu —
nY gt ) o
k=1 k=n+1
Or
n 1 n u n—1 u u i
Y =y =1y n_ dn—l 149N
1 k =1 U =1 Up—1 Un—2 U
et donc
o0 1
—sin(mra) = sin| Tu —
) =sn s 3 1)
k=n-+1
d’ou
. C
0 < —sin(mra) < ——
Up"
puis
x™ Ty, )
( ") — 400.

~ sin(mwa) = Up

n

On en déduit que >

Par ’absurde, supposons o € Q. 1l existe alors un entier ¢ € N* tel que
ga € N. Pour tout n € N, on a alors qu,a € N or

X
n>1 sin(nra)

n +oo

quna:qunzui'FQUn Z uik

=1 k=nt1

avec comme vu ci-dessus

diverge pour tout = > 0 et donc R, = 0.

On en déduit
“+o0o

quy, Z uLEN.

k=n-+1

Or
+oo
1 Ku
0 < qun, Z S B
j— Uk Un+1

C’est absurde.

Exercice 54 : [énoncé]

(a) Une fonction dérivable sur un intervalle y est strictement croissante si, et
seulement si, sa dérivée est positive et n’est nulle sur aucun sous-intervalle
non réduit & un point (I’ensemble des zéros est d’intérieur vide).

(b) Lapplication F: z — [ f(t)dt est une bijection continue strictement
croissante de [a;b] vers [0; L] avec L l'intégrale de f sur [a;b]. Les x; sont

alors déterminés par
i L
€xr; = ! (Z) .
n

%Zg(xi) = Z/z g(z;) f(x) dx.

Montrons par application du théoréme de convergence dominée

(c) On peut écrire

n—-+oo

Zil:/;_l f(x)g(z;)dr —— /ab f(z)g(x)dx.

On écrit . A i
S [ rwteyas= [ o)
i=1 Y Ti-1 a
avec
hn(x) = g(z;) f(z) pour x € [z;_1 ; ;[ (z; est fonction de n).

Les fonctions g et h étant continues sur un segment, on peut les borner et il
est facile d’acquérir I’hypothése de domination. Le plus difficile est d’obtenir
la convergence simple. . .

Soit x € [a; b].
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Si f(x) =0 alors hy(z) =0 P flz)g(x).
Si f(z) # 0 alors, il existe m > 0 et a > 0 tels que

Vy € lasb], ly—o|<a = f(y) >m.

Pour 'indice 4 tel que « € [x;_1 ; 2;[, on a (selon que l'intervalle [x;_1 ; z;] est
de longueur supérieure ou inférieure a «)

1 i
HL = / f(&)dt > mmin(x; — 2,1, @).
Ti—1

On en déduit x; — x;_1 —— 0 puis x; —— x, et, par continuité de g,
n—-+oo n——+oo
hn(x) ? f(x)g(a?)
n—-+o0o

Par application du théoréme de convergence dominée, on peut conclure

Exercice 55 : [énoncé]
Sans perte de généralités, on suppose a < b.

(a) Les suites (a,) et (b,) sont bien définies et & termes positifs. Par l'inégalité
2xy < 22 + y2, on obtient an+1 < bpt1. On en déduit la croissance de (a,) et
la décroissance de (by,). Ces suites sont monotones et bornées donc
convergentes. Notons £ et ¢’ leurs limites. Par passage a la limite de la
relation définissant a,,+1 en fonction de a,, et b, on obtient

40

€:2.

On en déduit £ = ¢'.
(b) L’intégrale définissant T'(a,b) est convergente car

1 1
V(@ +u2) (B2 + u?) u=too u?’

La fonction de changement de variable ¢ +— %(t — %) est une bijection C!

croissante de ]0; +oo[ vers R. Apreés calculs

+oo
T(a—&-b’\/(%) _ 2dt .
2 o V(a2 +2)(b? +12)

Par parité de la fonction intégrée

T(a;rb,\/%> = T(a,b).

(¢) On a
T<an+17 anrl) = T(ana bn)

et donc
T(an,bn) =T(a,b).

Par convergence dominée avec la fonction de domination

1
o) =
on obtient
+oo du 1 u oo T
T ny bn = t =
(nbn) S22 | M(@bR T = M(ard) { " 3 (a, bﬂ o M(ab)
Exercice 56 : [énoncé]
(a) Posons
arctan(z tan @
f($7 9) = ( )

tan 6
La fonction arctan étant définie sur R, la fonction f est définie pour tout

couple (x,0) de R x |0;7/2[.
Pour z € R, la fonction 6 — f(x,6) est continue par morceaux sur |0; /2| et

0) — et ) ———— 0.
H@0) o et flz,0) ——

L’intégrale est faussement généralisée en ses deux bornes et donc converge.
Finalement, F' est définie sur R.
(b) La fonction f admet une dérivée partielle
0 1
i(m, 9) = 72.
ox 1+ 22 tan® 6
Cette dérivée partielle est continue en x, continue par morceaux en 6 et, pour

tout (z,6) € R x|0;7/2]

of

0| < 1= 4(0)
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avec @ intégrable. Par domination, F est de classe C! et
/2 de
Fl(z) = / ———df.
(z) o 1+a22tan®6

On poursuit le calcul & ’aide du changement de variable C' bijectif ¢t = tan

, - +o0 dt
PO

Pour x2 # 0 et 22 # 1, on décompose en éléments simples la fraction

1
1+ 2X)(1+ X)

et on en déduit en prenant ¢? au lieu de X

1 -
_ r?2—1 l1—x
(1+222) (1 +¢2) 1+ 222 + 142"

On peut alors poursuivre le calcul de F'(z). Pour z > 0 et z # 1,

T us 1 T 1 s
Fl(z) = Lz A T
W= T2 2751 2
La fonction I étant continue et paire, on obtient 1’expression sur R
1 s
F'(z) = C—.
() lz]+1 2

Enfin, sachant F(0) = 0, on conclut

SIn(1+x)
—Z1In(1 — 2)

siz>0
six <0.

Pour x = 1, on obtient

/2
/ O 49—
0 tan@ 2

Par intégration par parties généralisée

/2 0 ) /2 w/2 '
/0 tan 0 df = [f 0 In(sin 0)} o +/0 In(sin #) df

=0

et donc
w/2 -
/ In(sind)df = — In 2.
O 2

Exercice 57 : [énoncé]
La fonction intégrée ne converge pas simplement en les ¢t = 7/2 + 7 [27]. Pour
contourner cette difficulté on raisonne a I’aide de valeurs absolues.

+oo +oo
/ e 'sin"(t) dt‘ < / et ’sin" t|dt.
0 0

On a
Fult) = e~ sin” ()] <2 f(t)
avec )
£t) = {O_t si ¢ # /2 [7]
e S1inon.

Les fonctions f, et f sont continues par morceaux et

[fa(t)] <" = o(t)

avec @ continue par morceaux intégrable sur [0;+oo[ donc par convergence

dominée :
—+o0

—+o0
lim e 'sin™(t)dt = / ft)dt = 0.
0

n—oo 0

Exercice 58 : [énoncé]
(a) On a

/2

cos" ¢ = .
0 n+1

/2 1
un (1) = / sint(cost)™ dt {— Y
0

La série de terme général u, (1) est divergente.

(b) Pour a < 1,
YVt €1]0;7m/2], (sint)® > sint

et donc uy,(a) > un(1).
Oun en déduit que la série de terme général u, («) est alors divergente.
Pour o > 1. La série des uy(a) est une série a termes positifs et

= /2 — (cost)™t!
Zuk(a):/o (sin o LSV 4y

1 —cost

donc P
n T int)®
E uk(a) < / M dt
P o 1—cost
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avec l'intégrale majorante qui est convergente puisque

(sin¢)“ e

ﬁ’\/ t72_ quandt—>0+.
— COs

{2—«a

Puisque la série a termes positifs Y u,(«) a ses sommes partielles majorées,
elle est convergente.

(c) Par ce qui précéde, on peut intégrer terme a terme car il y a convergence de
la série des intégrales des valeurs absolues des fonctions. On peut alors écrire

+oo /2 w/2 in<t
Z/ sinatcos"tdt:/ Ldt.
—Jo 0 1 —cost
Pour a =2 )
/2 . 2t w/2

/ Lolt:/ 14 costdt = = +1.

o 1—cost 0 2
Pour o =3

sin® ¢

/2
—dt
/0 1 —cost

Exercice 59 : [énoncé]
¢

7\'/2 3
:/ sint(1 4 cost)dt = —.
O 2

Posons u(z,t) = e~ ’ cos(xt).
La fonction u est définie sur R x [0; +oo| et admet une dérivée partielle

g—;(x, t) = —te= "’ sin(xt)
Va € R, t — u(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0;4oo[ car
négligeable devant 1/t? en +oo.
Vo € R, t — 9%(z,t) est continue par morceaux sur [0; +ool.
Vt € [0; 400, x — g—g(%t) est continue sur R.
Enfin
ou _42

V(x,t) € R x [0;—1—00[,'(%(%15)‘ <te " = p(t)
avec ¢: [0;+o0o[ — R continue par morceaux et intégrable sur [0; +o0l.
Par domination, la fonction g est de classe C' et

+o0o 5
g (z) :/ —te™ " sin(xt) dt.
0

Procédons & une intégration par parties avec les fonctions C?
1 .
u(t) = ¢ et v(t) = sin(xt).
Puisque le produit uv converge en 0 et +00, I'intégration par parties généralisée
est possible et
+o0 1

+oo 2
— = xe™" cos(xt) dt.
2Jo

Ainsi on obtient

(@) =~ 5ag(a)

g est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et g(0) = /7/2 on
conclut

Exercice 60 : [énoncé]
Si |a|] < 1 alors

27 eint & 27 el(n—1)t
elt —q 1—ae™ it
0 0

Par convergence normale de la série

27 +00
dt = / akeln=(k+1)t q¢.
>

k=0

2 i +00 2 — 3
o et—a — 0 0 sinon.
Si |a| > 1 alors
27 int 1 27 int
/ S dt=-—— / @t
o eit—a aly l—e€/a
_ +§ 1 /2” ik gy _ | 2ma Tt sin <0
P aktt Jy 0 sinon.

Exercice 61 : [énoncé]

(@) ant1/an = 1/e < 1.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

49

(b) Posons
+oo
In:/ the~ ot dt.
0

Par intégration par parties, on obtient I, = af}—lrl d’ott

+oo
a, = n/ t"e™™ dt.
0
(c) On a
“+oo +oo 400
Z an = Z/ nt"e "t dt
n=1 n=1 0
et la série

+oo
n_ —nt .
Z/o }nt e |dtf2an

converge donc on peut intégrer terme & terme et on obtient

—+oo
St = /
n=1 0

oo to0
Z nt"e "t dt
n=1

avec
™= = te™!
1—¢ —t tn —nt: tn —nt:

d’out la conclusion.

Exercice 62 : [énoncé]

(a) Posons u,(t) =1/(1+¢") sur |0;1].

La suite de fonctions (u,) converge simplement vers la fonction us: t — 1.

Les fonctions u,, et la fonction u, sont continues par morceaux.
Enfin

vt €]0;1], Jun(t)| < 1= (1)

avec ¢: ]0;1] — R intégrable. Par convergence dominée

1 1
In:/ Un()dt ——— [ use(t)dt =1 = L.
0

n—-+oo 0

(b)

On a

1 tn 1 tn—l
f—]nZ/ 7dt:/t7dt.
o 1+tn o 14tn

Par intégration par parties,

Puisque

1 1 1
In(1 + ") dt </ =
/0 n( ) ’_ 0 n—+1

on peut affirmer ¢ — I,, ~ 122,
Pour y €1]0;1],
+
In(l+y) _ i’ (=D*y"
Y Pt k+1

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,
/1 n(l+y) , _ *2“ (1)
I e ACEEN

k=0
Sans peine, 7> U8 7 sachant Sitee L
PEINe, 2 k—o (k+1)z — 12 n=17n2 — 6

Par le changement de variable C' strictement croissant y = t"

1 1
/ In(1+4¢")dt = 1 / M dy.
0 0

2

Par convergence dominée (domination par sa limite simple),

Yn(1 YIn(1 2
/Mdy%/ n(+y) g, ™
0 0

Y y 12

Ainsi,

puis

In2 2 1
L,=1-—2,T +o(2).
n n
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Exercice 63

(a)

: [énoncé]
Posons f: R x R — R définie par

elt:E

f@t) =5

La fonction f est définie et continue sur R2.
Pour tout (z,t) € R? on a

|f(a,t)| < = (1)

avec v intégrable sur [0; +oo].
On en déduit que ¢ est définie et continue sur R.
Par intégration par parties

( ) 1 N 1 +oo 2teitm "
)= ——+ — T d¢.
7 iz iz Jo  (141t2)?
La fonction
+oo 2telt.L
— dt
v / (1+ t2
est de classe C! sur R en vertu de la domination
0 (2t \|_ 22 _ 2
Ox \(1+12)2 )| (1+12)2 ~ 1+

On en déduit que ¢ est de classe C! sur R* avec

1 1 +o0 2telt1 1 +oo 2t2€itw
"p) = — — — U dt / — dt.
YO-mom ), weertti) are

Or par intégration par parties

/+oo 2teite eite +°°+. /+oo cite u
0o (1+12)2 1+2], B

/() 1/+oo eit:p dt+1/+00 2t2eita: & 1/+oo t2—1
€Tr) = —— —_— — _— = — R —
v )y 1429z, are)e z )y (1+2)2

Enfin, une derniére intégration par parties donne

1 2t . ]t oo ot
¢'(z) == [— el“] +i/
0

1tz
dt
1+ ¢2 0 T+e2°

et la relation voulue. ..

el dt.

(c)

Exercice 64

Par le changement de variable u = tx, on obtient ’expression proposée.
On peut décomposer

1 iw +oo iw
/ . ue ue
S0@‘:)*1/0 mdwfl 2w

D’une part, par intégration par parties
oo el welt +oo Foo 2,2 .
s U= |5 - 5o du
. 2?2 Htu x? +u? |, 1 (@24 u?)

el +oo ol
- -
2 +u? ], 224+ 1 z—o+

avec

i

et

el du| <

/+oo 2 — 2 /Jroo u? — 2 d 1
—eeee u =
1 (22 +u?)? — i (224 u?)? 2241 z—o0+

D’autre part

1 iu 1 1 iu
[ [ s [ M D
avec ) )
/0 ﬁdu: B In(z? +UQ)LI;VO+ Inz
“ Lu(e™ —1) Lletv — 1]
/0 Mdu’ S/o Tdu<—|—oo.
Au final

¢'(z) =ilnz +o(lnz) +o(l) ~ ilnz.

z—0t

En vertu de ce qui précéde

Im(yp'(x)) ~ Inz— —o0.
r—0t

On en déduit que la fonction réelle Im ¢ n’est pas dérivable en 0, il en est a
fortiori de méme de ¢.

: [énoncé]
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(a) La fonction = — 1/2%*(1 4 z) est définie et continue par morceaux sur
105 +o00[ avec

1 1 ¢ 1 1
_  ~ — e ~ .
(1 + ) amot 2@ (1 + x) 2—+o0 got!

Cette fonction est donc intégrable si, et seulement si, o € ]0;1[.
La fonction intégrée étant de surcroit positive, 'intégrale définissant f(«a)
converge si, et seulement si, « € ]0;1].

(b) On a
f(a)_/+°° dz _/1 dz _/+°O d
et 0 xe(l 4+ ) 1 xoti(1+x)
+o0 +oo
/ dx </ dz _0
v ozti1+2)| T z(l+w)
/1 dz
o (1 +m)

+oo T
f(a):/1 S +0() =~ +0() ~ .

(07

et pour a < 1/2

! dz ,
S/OWZC'

On a donc

On peut aussi obtenir cet équivalent en commencant par opérer le
changement de variable v = z.

(c) Par le changement de variable C! bijectif x = 1/¢, on obtient f(a) = f(1 — )
d’ou la symétrie affirmée.

(d) Posons
1

u(a,x) = it

Pour chaque z € ]0; 4+00[, la fonction o — u(a, x) est continue et pour
chaque a € ]0; 1] la fonction x — u(a, z) est continue par morceaux. Enfin
pour « € [a;b] €]0;1] (avec a > 0), on a

|u(z, )| < six € [l;+o0]

~ze(l+x)

et

lu(z, )| < size]0;1].

~zb(1+x)

Ainsi
|u(z, )| < @ap(x) pour a € ]0;+00]

en posant ¢q(z) = u(a,x) + u(b,x) qui est intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur
10;1].

(e) Par le changement de variable = 1/t, on peut écrire

/1 d _/+°° dt
o r¥(14+z) Ji  time(l141)

+oo :L‘l_a + &
fla) = /1 w0Ta) dz.

et alors

On vérifie que pour z > 1, la fonction a + 17 + 2 est décroissante sur
10;1/2] puis croissante sur [1/2;1]. La fonction f a donc la méme monotonie
et son minimum est donc

tee At

0o Vtl+1)

f(1/2) =

via le changement de variable u = /2.

Exercice 65 : [énoncé]

(a) En dérivant ujug = 1, on obtient ujus + ujuhy = 0 ce qui permet d’établir que
21 et zo sont deux fonctions opposées. Aussi

" 12 / 2 12
;o Uy — WS U, + qui + u;
%= 2 =- 2

uy ug

et donc z; est solution de I’équation différentielle
(By): 2/ +p(t)z + 2% + q(t) = 0.

(b) Analyse: Si I’équation (E;) admet deux solutions u et ug avec ujug = 1 alors
(F2) admet deux solutions opposées z1 et zo = —27 :

zi+pzl+zf+q:0 et z§+p22+z§+q:0.
La différentce et la somme de ces deux équations donnent
2 4+pn=0 et 224+¢=0.
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On en déduit ¢ < 0 et 212] + pz? = 0 donne ¢’ + 2pg = 0. Notons que si la
fonction ¢ s’annule, ’équation différentielle précédente assure que ¢ est la
fonction nulle. Synthése: Si la fonction ¢ est nulle I’équation (F;) admet des
solutions constantes et, parmi celles-ci, il figure des solutions dont le produit
vaut 1. Si la fonction ¢ est strictement négative et vérifie ¢’ + 2pg = 0, on
peut introduire z = y/—¢q et on observe z’ = —pz car

222 = (—q) = 2pq = —2p2°.

Si u est une solution non nulle de I’équation différentielle v’ = uz, elle ne
s’annule pas et on vérifie par le calcul que u et 1/u sont solutions de
Péquation (E).

En résumé, I’équation (F;) admet deux solutions dont le produit vaut 1 si, et
seulement si, ¢ est une fonction négative vérifiant ¢’ + 2pg = 0.

La condition précédente est vérifiée pour

2 sin(4¢)

2sin(2t) " 8 4
— — e
1+ cos(4t)

cos(2t) alt) = = 1+cos(4t)  cos2(2t)’

p(t) =

En adaptant les calculs qui précédent, on obtient une solution u en prenant

2
cos(2t)

_[1—sin(2t) 1 —sin(2t)
u(t) = \[ 1+sin(2t) —  cos(2t)

La fonction inverse est aussi solution et on peut exprimer la solution générale
de cette équation différentielle linéaire d’ordre 2

v =uz avec z=

et on parvient a

A(1 = sin(2t)) 4 p(1 + sin(2t))
cos(2t)

z(t) =

Exercice 66 : [énoncé]

(a)

(b)

(E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 définie sur R. Les
conditions initiales proposées déterminent alors une solution unique définie
sur R.

Puisque la fonction u est continue et u(0) = 1, la fonction w est strictement
positive au voisinage de 0 et par la satisfaction de I’équation différentielle, on
peut affirmer que u” est strictement négative au voisinage de 0. La fonction

(d)

u’ étant alors strictement décroissante au voisinage de 0 et vérifiant u'(0) = 0,
les existences de a et 3 sont assurées.

Par ’absurde, supposons que la fonction u ne s’annule par sur R.

La fonction u est alors positive et u” est négative sur R, . La fonction '
étant donc décroissante sur R, on a

vt > B,u (t) < u'(B).

En intégrant
Vz > B,u(x) —u(B) < u'(B)(x — B).
Or cette affirmation est incompatible avec un passage a la limite quand
T — +00.
On en déduit que u s’annule au moins une fois sur R4 (et cette annulation
est nécessairement sur R )
De méme, on justifie que u s’annule au moins une fois sur R* (et on peut
méme montrer que la fonction u est paire. . .)

Considérons ’ensemble
A={t>0]u(t) =0}

C’est une partie non vide et minorée de R, elle admet donc une borne
inférieure 6. Par la caractérisation séquentielle d’une borne inférieure, il existe
une suite (¢,) € AV, telle que

t, — 0.

Puisque u(t,) = 0, on obtient & la limite u(J) = 0. Evidemment 6 > 0 et
0 # 0 donc 6 € A et ainsi § est un minimum de A.
De méme on obtient ~.

Grace a I'équation différentielle
W' =u"v—w" =0.

Le wronskien W est donc constant mais peu importe. . . puisque les solutions
u et v sont indépendantes, le wronskien ne s’annule pas et il est donc de signe
constant.

Or

W(y) = (v)v(v) et W(0) = u'(6)v(9).
Puisque u est strictement positive sur |7y ;d[, u” est strictement négative et u’
strictement décroissante sur ce méme intervalle. On en déduit

u(y)>0etu(6) <0

ce qui entraine que v(7y) et v(d) sont de signes stricts contraires. On en déduit
que v s’annule sur ]y ;4]
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(€)

Plus généralement, qu’une solution de (F) soit colinéaire & u ou non, on peut
affirmer que celle-ci posséde un zéro dans [v;6]. Or on vérifie que les fonctions
wy, sont solutions de (E) et donc chacune posséde au moins un zéro dans
[v;9d]. On en déduit que la fonction w posséde au moins un zéro dans chaque
intervalle [y 4+ nm;d + nw| ce qui assure l'existence d’une infinité de zéros.

Exercice 67 : [énoncé]

(a)

Par I'absurde, supposons que f s’annule et introduisons
b=inf{t € [a;+oo[ | f(t) =0}.
Par continuité de f, on a f(b) = 0 et sachant f(a) > 0, on aussi.
Vit € [a;b], f(t) > 0.

On en déduit f”(t) = q(¢)f(t) > 0 et donc f’ est croissante sur [a;b]. Sachant
f'(a) > 0, la fonction f est croissante sur [a;b]. Ceci est incompatible avec la
valeur f(b) = 0. C’est absurde.

On en déduit que f ne s’annule pas sur [a; +0oo[ et est donc strictement
positive. Comme au dessus, on retrouve que f’ est croissante et donc
strictement positive. Enfin

.

f@) = @+ [ @)= @)+ @) -a) o +oc.

a r—+00

(v'v—uv') = u"v—wuv” =0. La fonction v — uv’ est donc constante égale a
—1 (qui est sa valeur en a).
Puisque v(a) =0 et v'(a) = 1, les fonctions v et v’ sont strictement positives
sur un intervalle de la forme Ja;a + h] (avec h > 0). En appliquant la
question précédente avec a + h plutdt que a, on assure que v et v’ sont
strictement positives sur Ja; +o0o[. On peut donc introduire les fonctions u/v
et u'/v’. Aussi

On a

u v w —dv 1

v v v’

avec v —— +0o et v > v'(a) = 1. On en déduit que les fonctions u/v et u'/v’
oo

ont la méme limite en +oo (ces limites existent assurément par monotonie).

Aussi cette limite est finie car la fonction u/v est au dessus de la fonction

u’/v’. Nous noterons ¢ cette limite.

(c)

Les solutions de (F) sont les fonctions de la forme
g=Au+ v

car (u,v) forme un systéme fondamentale de solutions de I’équation linéaire
La condition g(a) = 1 impose A = 1.
Les conditions g strictement positive et décroissante imposent respectivement

w+pv>0et ' +pv <O0.

La constante p est alors nécessairement —/.
Finalement g = u — fv. La réciproque est immédiate.

Le changement de fonction proposé transpose I'équation x%y”(x) = y(x) en

2"(1/z) = 2(1/x).

La solution générale de I’équation (E) sur [1;+oo[ est donc
y(x) = m()\el/x + ue_l/x).
Par développement limité

y()

Pour que la fonction g décroisse en restant positive, il est nécessaire que
A+p=0.
Sachant y(1) = Ae + u/e, on obtient

= z((A+p) +o(1)).

T—r+00

exr

e2—1 (el/w

g(x) = —e 1),

On aurait aussi pu calculer

u(r) = zet/* 1 et v(x) = g(fel/wfl + e—l/zﬂ)

2

et reprendre ce qui précéde.

Exercice 68 : [énoncé]

(a)

La solution générale de ’équation homogéne associée est
y(t) = Acost + psint.

On peut avoir l'intuition de trouver une solution particuliére de la forme
y(t) = accos(nt) et, en effet on obtient,

y(t) = 5—

t
- cos(nt)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

54

solution particuliére lorsque n # 1. La solution générale est alors

1
y(t) = Acost + usint 4+ 1 cos(nt).

n2

Quand n = 1, on applique la méthode de variation des constantes. On obtient
une solution particuliére en résolvant

N (t)cost + p/'(t)sint =0
—N(t)sint + p'(t) cost = cos(nt).

Par les formules de Cramer, on obtient
N(t) = —sintcost et u'(t) = cos?(t).

Alors 1 t
P
A@) =~ sin et () — -+ 00

conviennent et ’on obtient la solution particuliére

t
y(t) = 3 sin ¢

puis la solution générale
. 1, .
y(t) = Acost + usint + itsmt.

Soit
“+oo

f(t) = ao + %tsint + 22 n
n=

1—n2

cos(nt).

Sans difficultés, on peut dériver deux fois sous le signe somme car il y a
convergence normale de la série des dérivées secondes et convergences simples
intermédiaires. On peut alors conclure que f est de classe C? et solution de
I’équation différentielle étudiée. La solution générale de celle-ci est alors

y(t) = Acost + psint + f(¢).

Exercice 69 : [énoncé]

(a)

On résout ’équation différentielle linéaire étudiée et, par la méthode de
variation de la constante, on obtient la solution générale suivante

g(x):/\x—kx/leg)dt.

Par une intégration par parties, on peut écrire

f'(t)
t

dt.

o() = Ae — f(a) +2f(1) +a / )

Quand 2 — 0T, on a

xT !
f(t
R R T
1

et on obtient

g(z) = —£(0).
Quand z — 0"
o)~ 9(0)) =~ M +£(1) +/1 fT(t)dt.
Le terme HEZLE) converge vers f(0).

Si f/(0) # 0 alors I'intégrale f]o;u @ dt diverge et donc le terme [;° @ dt
diverge. On en déduit qu’alors g n’est pas dérivable en 0.

Légalité f/(0) = 0 est une condition nécessaire a la dérivabilité de g en 0.
Cette condition n’est pas suffisante. En effet considérons une fonction de
classe C! telle que

1

~ P
z—0+ Inx

(x)

L’intégrale [,

10:1] @ dt demeure divergente alors que f/(0) = 0.

Puisque f est de classe C? et vérifie f/(0) = 0 on peut écrire
f(x) = f(0) + 2%p(z) pour tout x > 0

avec ¢: ]0; 400 — R de classe C? et convergeant vers f(0)/2 en 0.
On a alors pour tout x > 0

o) = Xo +21(0) - £0) +3 [ " o(t)

g est de classe C? sur ]0; +oo[ car ¢ y est de classe C2.
On prolonge g par continuité en 0 en posant g(0) = —f(0)

g'(x) = A+ £(0) + zp(z) + /j o(t) dt.
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Quand 2 — 0T, ¢’ converge et donc g est de classe C! sur [0;+oc].

9" (@) = 2p(z) + 2’ (x)-

Or ,
)= L0 S 1O
donc , , ,
§'(z) = fix) _ f'(z) ; f'(0) — 77(0).

On en déduit que g est de classe C? sur [0;+oo[

Exercice 70 : [énoncé]

(a)

(E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Aprés résolution via
variation de la constante, on obtient la solution générale

y(z) =

Par opérations, la fonction g est de classe C*° sur [1/2;+o0].
Pour z € |—1;1] on a le développement en série entiére

T+ A
Inz -~

+oo (_1)7171
In(1+2x)= Z Tw"
n=1

et si x # 0, on obtient

SR
) = "
9(x) Z n+1 o
n=0
Si l’on pose ¢g(0) = 1, la relation précédente reste valable pour = 0 et ainsi
on a prolongé g en une fonction développable en série entiére sur |—1;1].

Ce prolongement est donc de classe C* sur |—1;1[ puis sur |—1; +o0][.

La fonction g est & valeurs strictement positives et on peut donc introduire la
fonction f définie sur |0; +oo[ par

1
flx) = ——.
ST
La fonction f est de classe C* et sur |0;1[ ou |1;+oo|
z—1
f(x) - 1111‘ -

Ainsi f est solution de (E) sur |0;1[ et ]1;4+o00[ et enfin on vérifie aisément
que I’équation différentielle (F) est aussi vérifiee quand x = 1.

Exercice 71 : [énoncé]

(a)

Commencgons par remarquer que ¢(0) =1, car

0(0) = p(0+0) = p(0)* avec ¢(0) =1,
Pour t e Ret s #0, on a
L (els + 1)~ 90) = < (ols) — 9(0)) (1)

En passant & la limite quand s tend vers 0, on obtient

' (t) = " (0)(t).

Cette égalité s’apparente & une équation différentielle linéaire vectorielle &
coefficient constant 2’ = a(x) ou I'inconnue z correspond & la fonction ¢ et
Pendomorphisme a est la multiplication par la matrice ¢’(0). La résolution de
cette équation donne

@(t) = exp(tA)p(0) A=¢'(0).

I, on obtient 'expression voulue de ¢(t).

avec

En rappelant ¢(0)
Posons f(x,t) = 0(x — t)¢(t) définie sur R x R. Pour tout z € R, la fonction
t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car nulle en dehors
[ — a;z + a. Ceci assure la définition de la fonction .

La fonction f admet une dérivée partielle

g—i(a:,t) =60(x—t)pt).

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Soit a > 0. Pour tout z € [—a;a],

o

O sup |9/(3) lp(t)1 [—(a+a);a+a] (t).

SE[—a;a]

intégrable

Par domination sur tout segment, on peut affirmer que v est de classe C*.
Pour tous x et y réels

+oo +oo
Y(x) = / Olx —t)pt)dt = / 0(s)p(x —s)dt

— 00 —0o0

On obtient donc 9 (z) = ¢(x)B avec B = 1(0).
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(c) Montrons qu'il est possible de se ramener a la situation ou la matrice B est
inversible auquel cas on établit que ¢ est de classe C! et on conclut par la
premiére question que @: t — exp(tA) pour A € M, (R).

Soit n € N* et 6,,: R — R définie par

1

On(z) = ﬁﬂ(nx)

La fonction 6,, réunit les conditions de la fonction 6 précédente et
+oo +o00
Ba= [ oue(-tdi= [ olee(-t/n)ar
— 00 — 00

Pour tout t € R
0(t)p(—t/n) ——— 0(t)»(0)

n—+oo
et
l@e(=t/n) < max |6(s)] max [o(s)[|21-aa(t)-
intégrable

Par convergence dominée

+o0 +oo
Bo= [ oot —— [ o0p0)dt =00 =1,.

— 00 — 00

Par continuité du déterminant, det(B,,) tend vers 1 et on peut affirmer que,
pour n assez grand, B,, est inversible et on peut conclure.

Exercice 72 : [énoncé]
On a N
A <1 Ak 1 1
exp(n) =2 G n“o(n)
k=0
donc

exp(‘;‘> exp<f> 1+l +o<;>.
(oGl -2t

Puisque I et (A + B) + o(}l commutent, on peut développer par la formule du

bindme de Newton et obtenir :

(14504 8)+o( )):ZO (A+ B +o(D)-.

Posons fi: N* — M,,(K) définie par

fe(n) = (/4;)711k(A+ B+ o0(1))" si k <n et fi(n) =0 sinon.

On remarque que

(1 e o)) - i

Montrons la convergence normale de la série des fj.
Puisque A+ B +0(1) - A+ B, la norme de A + B + o(1) est bornée par un
certain M.

On observe alors || |l < 7 M* en choisissant une norme multiplicative sur

M, (K).

La série Y f converge normale sur N*, cela permet de permuter limite et somme
infinie.

Or, pour k fixé, fr(n) — (,44127{3)"‘

<1+i(A+B)+o<;>)n mg;m+3)

quand n — +oo, donc

Exercice 73 : [énoncé]

(a) Supposons

Moln + AN+ 4+ X1 NP7L =0,
En multipliant par N?~! on obtient A\gNP~! = O,, car NP = O,,. Or
NP=1 £ O, donc \g = 0.
On montre de méme successivement que A\; =0,..., A\p_; =0.
On conclut que la famille (I,,, N, N?,..., NP~1) est libre.
Puisque A\I,, et N commutent, on a
HOLAN) _ (AL EN I, + N n N2 I ! NP1
N 1! 2! (p—1)! '

(b) Le polynome caractéristique de A est scindé dans C[X] et posséde une unique
racine A, on a donc
xa(X) =

En vertu du théoréme de Cayley Hamilton

(X — A"

N™ = (A= AL,)" = O,.
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La matrice N s’avére donc nilpotente.
Les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont les fonctions

t X(t) = 1 X(0) = M.V X(0).

Si NV est nulle et A € iR, il est clair que toutes les solutions sont bornées.
Inversement, supposons les solutions toutes bornées. En choisissant
X (0) € Ker N\ {O,}, la solution

t e X(0) = eMX(0)

est bornée sur R et nécessairement A € ¢R.
Notons p Iindice de nilpotence de N et choisissons X (0) ¢ Ker NP~1, La
solution
t — e MeN X (0)
devant étre bornée avec |e| = 1, la fonction

trt
(p—1)

est elle aussi bornée. Or NP~1X(0) # 0 et donc cette solution ne peut pas
étre bornée si p — 1 > 0.

On en déduit p =1 puis N = O,,.

Les polynomes (X — Ag)™ sont deux a deux premiers entre eux. Par le
théoréme de Cayley Hamilton et le lemme de décomposition des noyaux, on
obtient

t X(0) +tNX(0) 4 -+ NP~LX(0)

C" = @ Ker(f — MIdge)™.
k=1

Une base adaptée a cette décomposition fournit une représentation
matricielle A de f diagonale par blocs. Plus précisément, les blocs diagonaux
sont de la forme

Aeldy,, + Nj avec Nj* = O,, .

La matrice A est semblable & A et on peut donc écrire
A =PAP~! avec P inversible.

Les solutions de ’équation X’ = AX correspondent aux solutions de
léquation Y/ = AY viaY = P71 X.

Les solutions de X’ = AX seront bornées si, et seulement si, celles de

Y’ = AY le sont. En raisonnant par blocs et en exploitant le résultat du b),
on peut affirmer que les solutions de X’ = AX sont bornées sur R si, et
seulement si, les A, sont imaginaires purs et les N tous nuls (ce qui revient &
dire que A est diagonalisable).

(e) Supposons A antisymétrique réelle. Puisque A et A commutent

AN t
t(etA)etA — ' ATtA _ On _ |

Soit X : t + €. X (0) une solution de I’équation X’ = AX. On a

X)) = X(@)X (1) = 'X(0)" (e!4)e X (0) = || X (0)]

| 2

Les solutions sont toutes bornées et donc A est diagonalisable a valeurs
propres imaginaires pures.

Exercice 74 : [énoncé]

(a) Si|y| <1 alors la série définissant f(x,y) converge si, et seulement si, |z| < 1

Si |y| > 1 alors la série définissant f(x,y) converge si, et seulement si,
n

lz| < |y2| car % —

X
y?

Finalement D = {(z,y) € R? | [z| < max(1,y%)}.
un(z,y) = % Soit a € [0;1[ et D, = {(z,y) e R? | lz] < amax(l,yZ)}.

Pour (z,y) € D, :

ouy, (2.y)| = na 1
ar Y| T |1y y2n |
Si |y| <1 alors |z| < a et
Ouy, nz™~! na" 1 1
’ax(m’y)’ | S Tagm s
Si |y| > 1 alors |z| < ay? et
n—1 n—1,2n—2 n—1
Ouy, - _ | nx na" "y < na < nam!
Y 2n 2n 2
oz 1+y 1+y Y
Dans les deux cas 88";' (z, y)' < na™"! qui est le terme général d’une série
convergente.
Oy, 2ny2n—lgn 2nx™ y?n—t
‘ dy (x’y)‘ T | ST i S
Si |yl <1 alors |z < a et
0 2na”
‘?(x,y)‘ <7 J_mzn < 2na".
) Y
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Si |y| > 1 alors |z| < ay? et

QnanyZn

< —2— < 2na”.
14+ y2m

Un

aay (z, y)‘ < 2na™ qui est le terme général d’une série

Dans les deux cas

convergente.
P O o 9 exi i
ar convergence normale, 55 €t Y existent sur D, et comme ceci vaut pour

tout a € [0;1], % et % existent sur D.

Exercice 75 : [énoncé]

(a) On pose p(a,a) = —sina et on observe que p(z,y) — ¢(a,a) quand
(z,y) = (a,a) avec x # y et avec x = y.

(b) En vertu de
L (p—q) . <p+q)
cosp — cosq = —2sin 5 sin 5

(z,y) = —sinc YY) in Ty
P\, B) 5

avec sinc de classe C*° car développable en série entiére.

on a

Exercice 76 : [énoncé]
Par composition de fonctions de classe C?, la fonction F est de classe C? sur

R™\ {0}.

On calcule les dérivées partielles de F

OF €T; ’
T1yeeey Ty :—f $2++J)%
8.%1-( ) $%+...+x72l ( 1 )
0%F x? ” N

2 52 2

$1++$+"+$n , 5 5

(z%+...l+x2)3/2 f( x1+...+xn).
n

+

On en déduit

" 0?F n—1
— ="+ 22) + —ee——=f ({2} + - + 22).
2aar W T WA )

Puisque t = /27 + - - 4+ 22 parcourt R*. quand (z1,...,z,) parcourt R™ \ {0},
I’équation Z?:l ‘?;7? = 0 est vérifiée si, et seulement si, f est solution sur R de
I'équation différentielle

(n—1)

; f(t)=0.

F(6) +

Apres résolution on obtient

A
f(t):tnﬁ+uavec)\,,u€Rsin7é2et f@) =Alnt+psin=2.

Exercice 77 : [énoncé]

L’étude des points critiques donne (1,1) seul point critique.

La fonction ¢ + #"™* admet un minimum en 1, donc (z,y) — 2 + y™¥ admet un
minimum en (1, 1).

Exercice 78 : [énoncé]

Méthode analytique :

L’intérieur du triangle et son bord forment un compact. La fonction considérée est
continue sur celui-ci donc admet un maximum. Celui-ci ne peut étre au bord car
la fonction prend des valeurs strictement positives alors qu’elle est nulle sur le
bord. Il existe donc un maximum & l'intérieur du triangle et celui-ci annule la
différentielle de la fonction.

En introduisant un repére, A(0,0), B(1,0) et C(a,b) (ce qui est possible qui &
appliquer une homothétie pour que AB = 1) la fonction étudiée est

f(@,y) = y(bz — ay)(b(z — 1) — (a — 1)y).
On résout le systéme formé par les équations

g—i(x,y) =0et Z—ch(x,y) =0.
Le calcul est trés lourd sans logiciel de calcul formel mais on parvient & conclure.
Méthode géomeétrique (plus élégante) :
Le point M peut s’écrire comme barycentre des points A, B, C affectés de masses
a,b,c >0 vérifiant a + b+ c = 1.
L’aire du triangle (M BC) est donné par

S ldet(BA, B},
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Or
BM = aBA + bBB + ¢BC

donc
det(BM, BC) = adet(BA, BO).

En notant A laire du triangle ABC et d4 le distance de M a la droite (BC'), on
obtient

_da.BC
a = T
De fagon analogue,
b dgAC ot ¢ — dcAB
A A

avec des notations entendues.

Par suite, maximiser le produit d4dgdc équivaut & maximiser le produit abc avec
les contraintes a + b+c=1¢et a,b,c >0

La maximisation de ab(1 —a —b) avec a,b >0 et a+b <1 conduit & a = b= 1/3,
d’ott ¢ = 1/3 et le point M est au centre de gravité.

Exercice 79 : [énoncé]
L’étude des points critiques donne (/a, /a) seul point critique.
Posons a = ¥a.

3

2 2 3_3
f(x,y)—f(a7a):x+y+ﬂ_3azxy—l—xy ta azy
Ly

Ty

Etudions ¢: a +— 22y + zy? + o — 3axy. Cette application admet un minimum
en /zy de valeur

2’y + zy® — 2zy/Ty = 2y(T +y — 2¢/7Y) = 2y(vVT — \/9)* > 0

donc pour tout x,y > 0,
flzy) = flo, ).
De plus, il y a égalité si, et seulement si, /o = \/yet a = /oy ie z =y = a.

Exercice 80 : [énoncé]
Supposons f homogéne de degré p i.e.

YVt >0, f(tey, ... tx,) =P f(z1,...,20n).

En dérivant cette relation par rapport a ¢ et en évaluant en ¢t = 1, on obtient

;Ii(;ag{i(xla e 7xn) = pf({,l?l, e 7xn)-

Inversement, posons
g(t) = f(tay,..

Si f vérifie I’équation aux dérivées partielles proposée, la fonction ¢t — g(t) est
solution de I’équation différentielle

tg'(t) = py(t)

S txg).

et, aprés résolution, on obtient

g(t) = t"g(1)

ce qui donne f homogéne de degré p.
Notons que pour n = 1, f(z) = |z|> vérifie la relation et n’est pas homogéne de
degré 3 que dans le sens précisé initialement.

Exercice 81 : [énoncé]
(a) immédiat.

(b) L’application dj: f +— d; f(0) fait I’affaire pour n’importe quel h € R™ non
nul.

(c) Si h est constante égale & A alors pour toute fonction f € F on a par linéarité
d(fh) = Ad(f)
et par définition des éléments de D,
d(fh) = f(0)d(h) + Ad(f).

En employant une fonction f ne s’annulant pas en 0, on peut affirmer
d(h) = 0.
(d) Soit x € R™, puisque la fonction ¢: t € [0;1] — f(tx) est de classe C!, on a

ce qui donne

2

f(x) = £(0) +/0 ngg (tz) dt.
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Soit K un compact de R™.

Toutes les dérivées partielles en z de (z,t) — %(tw) sont continues sur
K % [0;1] donc bornées.

Par domination sur tout compact, on peut affirmer que la fonction
firax— fol %(tm) dt est de classe C°.

Notons p;: © — x;.

Par linéarité de d, on a

d(f) = Zd(pifi) = Zd(pi>fi(0)

car d(f(0)) =0 et p;(0) = 0.
En posant a; = d(p;) et sachant

~[tof _of
10 = [ gLow- Lo
on obtient .
vf € Bd(f) =Y a0l (0)
’ N i—1 i

L’application qui & h € R™ associe dj, est donc une surjection de R™ sur D.
Cette application est linéaire et aussi injective (prendre f: z — (h|z) pour
vérifier d, =0 = h = 0) c’est donc un isomorphisme et

dimD = n.
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