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Espaces normés Exercice 3 [ 00795 [Correction]
Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme || - || sur M,,(C) invariante par
N conjugaison, c’est-a-dire telle que :
ormes
V(A, P) € M,(C) x GL,(C),||A|| = |P~'AP||.

Exercice 1 [ 02639 ] [Correction]

On définit sur E = C°([0;1],R) une norme par Exercice 4 [o04161] [Correction]

Soit n € N* et || - || la norme uniforme sur [—1;1].

N(f) = /1 |f(t)| dt. (a) Montrer qu’il existe un unique polynome T}, de degré n tel que :
0 V0 € R, T, (cosf) = cos(nb).

(a) Soient a,b > 0 et u,v > 0. Etablir que (b) Soit P unitaire de degré n. Montrer

b 1
+2 1P > 5oy

1 a
gf
U+ v U v

Va+vb=1 =

(b) Sofent 7. E telles que f.9 > 0. Montrer On pourra s’intéresser aux valeurs de P et T, en les cos(kw/n), pour k € Z.
.9 que f,9 > 0. (c) Cas d’égalité. Montrer
N(f)?)N(f~')+ N(g9)*N(g™") 1 !

(N +N()? 1Pl = 5o = P= 5T

N((f+g9)™)<

(c) En déduire que Etude de normes

N(f + g)N((f +9)Y) < max(N(f)N(f 1), N(g)N(g~1)).
Exercice 5 [ 00457 ] [Correction]

Pour A = (a; ;) € M,, ,(K). On pose

Exercice 2 [ 02766 | [Correction] n o p n o p
i . i : - - - — 2 — .
Soit (E,| -||) un espace vectoriel normé sur K(K = R ou C). Al = ZZ\CLWL |All2 = ZZ|aw| et ||Alloo = 1§i§n¢%,a1}éjgp|al’]|'
(a) Montrer que pour tous z,y € E =15=1 =15=1
Montrer que || - ||1, || - |2 et || - ||co définissent des normes sur M,, ,(K).

2l + [yl < 2max{|lz + yl, [l= — yll}-

Exercice 6 [ 00459 ] [Correction]

(b) Montrer que 'on peut avoir 'égalité avec x # 0 et y # 0.
Pour A = (a;;) € M,(R) on pose

Désormais la norme est euclidienne.

(c) Montrer que pour tous z,y € F n 1/2
e (z ) .
Izl + llyll < V2max{||z +yl|, ||z -yl }. ij=1
Montrer que || - || est une norme matricielle i.e. que c¢’est une norme sur M,, (R
(d) Peut-on améliorer la constantey/2 ? vérifiant que || - d n(®)

VA, B € Mn(R), [AB| < [[A[||B]-
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Exercice 7 [ 03625 ] [Correction]
Pour A = (a; ;) € M,,(C), on pose

n
Al = su a; |-
1A]l 19-3an:| ]
Jj=1
(a) Montrer que || - || définit une norme sur M,,(C).

(b) Veérifier
VA, B € Mn(C), [AB| < [[A[||B]-

Exercice 8 [ 00460 | [Correction]
Pour A = (a; ;) € M,,(C), on pose

n
1Al = sup > las;
1§i§nj:1

(a) Montrer que || - || est une norme d’algébre sur M., (C).

(b) Montrer que si A est valeur propre de A alors |A| < [|4].

Exercice 9 [ 00462 | [Correction]
Pour z = (21,...,2,) € K" et p > 1 on pose

n 1/p
Iz, = <pr> :
i=1

lelloe = Tim_Jl

Montrer

Exercice 10 [ 00456 ] [Correction]
Soient fi,..., fn: [0;1] = R continues.
A quelle condition I'application

N: (1’1,...,"En) = ”xlfl ++xnfn||00

définit-elle une norme sur R" ?

Exercice 11 |[o0455 | [Correction]
Montrer que I’application N: R? — R définie par

N(x1,22) = sup |zy + txs|
te[0;1]

est une norme sur R2.
Représenter la boule unité fermée pour cette norme et comparer celle-ci & || + ||oo-

Exercice 12 [o3905 | [Correction]
On note ¢! (N, K) I'ensemble des suites u = (u,)nen € K sommable c’est-a-dire

(N,K) = {u e KV ‘ S Junl < +oo}.

Montrer que /}(N,K) est un K-espace vectoriel et que I’on y définit une norme par
I’application

Exercice 13 [o03903] [Correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L!(I,K) I’ensemble des
fonctions f: I — K continues et intégrables i.e.

LY(I,K) = {f e C(I,K) ‘ /|f| < +oo}.
I
Montrer que L!(I,K) est un K-espace vectoriel et que

Hflllz/Ilf(t)Idt

y définit une norme.

Exercice 14 [o03904 | [Correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L?(I,K) I’ensemble des
fonctions f: I — K continue et de carré intégrable i.e.

L(I,K) = {f € C(I,K) ‘ /1|f|2 < +oo}.
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Montrer que L?(I,K) est un K-espace vectoriel et que

1£ll2 = ( / \f(t)|2dt)1/2

y définit une norme.

Exercice 15 [ 04096 ] [Correction]

On introduit une norme || - || sur ’espace des colonnes M,, 1 (R) en posant
X| = :
11 = o fs

et on note S 'ensemble formé des colonnes de M,, 1(R) de norme égale a 1.
(a) Soit A € M, (R). Montrer I’existence de

sup [|[AX|.
Xes

(b) On pose
N(A) = sup | AX .
Xes

Justifier que pour tout X € M,, 1(R), [[AX| < N(A)|X].
(c) Vérifier que N définit une norme sur M, (R).
(d) Montrer

Distance

Exercice 16 [o03272] [Correction]

On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infinie notée || - ||c.
Déterminer la distance de la suite e constante égale & 1 au sous-espace vectoriel Cy
des suites réelles convergeant vers 0.

Exercice 17 [o03273] [Correction]

On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || - ||oo-
Déterminer la distance de la suite © = ((—1)")nen au sous-espace vectoriel C des
suites réelles convergentes.

Exercice 18 [oo0470 | [Correction]
On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || - ||oo-
Pour z € B(N,R), on note Az la suite de terme général

Az(n) =z(n+1) —z(n)

puis on forme F = {Az |z € B(N,R)}.
Déterminer la distance de la suite e constante égale & 1 au sous-espace vectoriel F.

Exercice 19 [o03463 ] [Correction]
Soit E ’espace des fonctions bornées de [—1;1] vers R normé par

[flloc = sup ]If(ﬂf)|-

ze[—1;1
Déterminer la distance de la fonction

1 size]0;1]
fix—<0 siz=0
-1 sizel-1;0]

au sous-espace vectoriel F' de F formé des fonctions continues de [—1; 1] vers R.
Comparaison de normes

Exercice 20 |[o0o0466 | [Correction]
Soit E = C9([0;1],R). On définit les normes || - ||1, || - |2 et || - || par :

1 1 1/2
1] = / 1£(0)] dt, [ f]l2 = ( / f(t)2dt> et || lloo = supl .
0 0 [0;1]
(a) Montrer que || - ||oo est plus fine que || - ||1 et || - ||2 mais qu’elle n’équivaut ni &

I'une, ni a lautre.

(b) Comparer || -1 et || - [|2-

Exercice 21 [oo0467 | [Correction]
Soit E = CY([—~1;1],R). On définit N1, Ny et N3 par

1
Ni(f) = s 1, Na(0) = |O)] + sup ] et N =/_1\f|-

[-1;1 [—151]
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(a) Montrer que N7, N3 et N3 sont des normes sur F.

(b) Comparer N; et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part.

Exercice 22 [oo0465 | [Correction]
Soient E = C*([0;1],R) et N: E — R, définie par

N(f) = \/ £2(0) + / f2(t) dt.

(a) Montrer que N définit une norme sur F.

(b) Comparer N et || - ||oo-

Exercice 23 [00473 ] [Correction]
Sur R[X] on définit N7 et Ny par :

+oo
Ny(P) = > _|P®(0)] et Ny(P) = sup |P(t)].
k=0 te[—1,1]

(a) Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R[X].
(b) Etudier la convergence pour I'une et 'autre norme de la suite de terme
général
1
P, =-X"
n

(c) Les normes N; et Ny sont-elles équivalentes ?

Exercice 24 [oo468 ] [Correction]
On note RM I’ensemble des suites réelles nulles a partir d’un certain rang.

On définit des normes || - |1, || - |2 et || - [|oo sur R en posant
+o0 400 1/2
lully =Y lunls Julle = (Z ui) et [Julloo = suplup|.
n=0 n=0 neN
(a) Comparer || - |1 et || - ||oo-

(b) Comparer || - |1 et || - [|2-

Exercice 25 [ 00469 | [Correction]
On note ¢1(N,R) I'espace des suites réelles sommables. Cet espace est normé par

+oo
[
n=0

(a) Soit u € /1(N,R). Montrer que u est bornée.
Cela permet d’introduire la norme || - ||, définie par

l[ulloc = sup|ug|.
neN

Comparer || - ||1 et || - ||oo-
(b) Soit u € £*(N,R). Montrer que u est de carré sommable
Cela permet d’introduire la norme || - ||z définie par
oo \1/2
b= (302
n=0
Comparer || - [|1 et || - ||2-

Exercice 26 |[03265] [Correction]
On note B(N,R) Pespace des suites réelles bornées normé par || - ||co-

(a) Soit a = (a,) une suite réelle. Former une condition nécessaire et suffisante
sur la suite a pour que ’application

—+o00
Ng: x> Zan|mn|

n=0
définit une norme sur B(N, R).
(b) Comparer N, et || - ||oo-

Exercice 27 [o00039 | [Correction]
On note E ’espace des suites réelles bornées u = (u, )nen telles que ug = 0.

(a) Montrer que

Noo(u) = suplu,| et N(u) = suplunt1 — Un|
neN neN

définissent des normes sur ’espace E.

(b) Montrer que
N(u) <2Noo(u) pour tout u € E.

Déterminer une suite non nulle telle qu’il y ait égalité.
(c) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
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Comparaison de normes équivalentes

Exercice 28 [03267 ] [Correction]
Soient Despace E = {f € C'([0;1],R) | f(0) =0} et N1, N> les applications
définies sur £ par

Ni(f) =1 le et No(f) =[If + f'llc-

(a) Montrer que Ny et Ny définissent des normes sur E.
(b) Montrer que N5 est dominée par Nj.
(¢) En exploitant I'identité

montrer que Ny est dominée par Ns.

Exercice 29 [oo0464 ] [Correction]
On note E le R-espace vectoriel des fonctions f: [0;1] — R de classe C! vérifiant
f(0) = 0. Pour f € E, on pose

Ni(f) = sup |f(z)] + Sup}|f'(fv)} et No(f) = sup |f(z)+ f'(z)].

x€[0;1] z€[0;1 z€[0;1]

Montrer que N7 et N sont deux normes sur F et qu’elles sont équivalentes.

Exercice 30 [o2411] [Correction]
Soit
B ={fec*([0;n],R) | f(0) = f'(0) = 0}.

(a) Montrer que
N:f = If+ oo

est une norme sur E.

(b) Montrer que N est équivalente a

vi f = [ flloe + 11F" lloo-

Exercice 31 |[o3262] [Correction]
Soient E = C([0;1],R) et ET I’ensemble des fonctions de E qui sont positives et
ne s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € E™ et pour toute

fonction f € E on pose

11 = sup {700}

(a) Montrer que || - ||, est une norme sur E

(b) Montrer que si ¢; et o sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.

(c) Les normes | - ||, et || - ||,z sont elles équivalentes ?

Equivalence de normes en dimension finie

Exercice 32 [oo0458 ] [Correction]
Soit N une norme sur M,,(R). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que

N(AB) < eN(A)N(B).

Exercice 33 [o0o0474 | [Correction]
Pour d € N, on pose E = Ry[X] ’espace des polynomes réels en I'indéterminée X
de degrés inférieurs ou égaux a d.

(a) Pour & = (&, ...,&q) famille de d + 1 nombres réels distincts et P € E, on
pose

d
Ne(P) =" |P(&)]-
k=0

Montrer que V¢ définit une norme sur F.
(b) Soit (P,) une suite de polynomes éléments de E. Pour tout n € N, on écrit

d
Py=> ar. X"
k=0

Etablir que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite de fonctions (P,) converge simplement sur R;

(ii) la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur tout segment de R
(iii) pour tout k € {0,...,d}, la suite (ax,) converge.
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Exercice 34 [o1s82] [Correction]

Montrer que si (P, )nen est une suite de fonctions polynomiales toutes de degrés
inférieurs & N convergeant simplement vers une fonction f sur R alors f est une
fonction polynomiale et la convergence est uniforme sur tout segment de R.

Exercice 35 [02409 ] [Correction]

(a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles I’application

(z,y) = No(z,y) = V22 + 2azy + 32

définit une norme sur R2.

(b) Si N, et N, sont des normes, calculer

Ny(z,y)

0 Na(z,y)
(z.9)#0 Np(z,y)

et sup ——=.
(z.m)#0 No(T,Y)

Suites de vecteurs

Exercice 36 [03143] [Correction]
Soient A, B € M,(R). On suppose

(AB)" = O,.

Montrer que
(BA)™ = O,.

Exercice 37 [o1670] [Correction]
Soient A, B € M,,(R) telles que

A — s Pet BF —— Q
k— oo k— 400
On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les matrices P et @
commutent.

Exercice 38 [oo0471] [Correction]
Soit (A,,) une suite de matrices inversibles de M, (K).

On suppose
A, —Aet At = B.

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 39 |[o3010] [Correction]
Soit A € M, (C). On suppose que la suite (A™),en converge vers B.
Montrer que B est semblable & une matrice diagonale n’ayant que des 0 et des 1.

Exercice 40 [ 03036 | [Correction]
Soit (A,) une suite convergente d’éléments de M, (K) et de limite A.
Montrer que pour n assez grand

rg(A,) > rg(Ax).

Exercice 41 [o03413] [Correction]
Soit ¢ € N*. On note E, 'ensemble des A € GL,,(C) telles que

Al =1,.

(a) Que dire de A € E; telle que 1 est seule valeur propre de A?
(b) Montrer que I,, est un point isolé de E.

Exercice 42 [03925 ] [Correction]

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la suite (A*)ren converge
vers B dans M, (R).

Que dire de B?

Exercice 43 [ 04980 ] [Correction]
Soient n > 2 et A = (a; ;) € M, (R) une matrice & coefficients strictement positifs
vérifiant

n
Zam =1 pour tout i € [[1;n].
j=1
On note « le plus petit coeflicient de la matrice A et, étant donné X € M,, 1(R),

on note min(X) et max(X) le plus petit et le plus grand coefficient de la colonne
X.

(a) On suppose que les coefficients de Y € M,, 1(R) sont tous positifs, établir
min(AY) > amax(Y).

(b) Soit X € M, 1(R) et Y = X —min(X)U avec U la colonne de hauteur n
dont tous les coeflicients valent 1. Montrer

min(AX) > dmax(X)+(1—d) min(X) puis
En déduire que les suites (min(ApX))pEN et (maX(ApX))pEN sont adjacentes.

(c) Etablir que la suite (AP),en converge et déterminer le rang de sa limite.
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Séries de vecteurs

Exercice 44 [o2728] [Correction]

Soit M € M,,(C). Montrer I’équivalence de :
(i) toute valeur propre de M est de module strictement inférieur a 1;
(ii) la suite (M*) tend vers 0;
(iii) la série de terme général M* converge.
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Corrections Exercice 2 : [énoncé]

(a) z = 3(x+y)+ 5(z —y) donc
Exercice 1 : [énoncé]

(a) Par réduction au méme dénominateur ]| < max{ [z + yll, |z — y||}

a b 1 av(u+v) +bu(u+v) —uv Aussi [ly|| < max{|lz +y, ||z - y||} donc

u v_u+v_ uv(u + v
(o) lall + lyll < 2max{ e + g, = - ).

qu’on peut réécrire

b) Sur R? =1 oo, il bgalité =(1,0) et y = (0,1).
s b L (Yeve VB (e be 2V T (6) Sur B avec ||+ = e i y @ égalie pour = (1,0) et y = (0,1)
—+ == = (c) On a déja
u v u+twv wv(u+ v) 2 ) )
(Nl + Nyl < 2flz)* + 2flyl*.
et siva+vb=lLalors Or 2 = §(z +y) + 5(z — y) donne
e b1 (e Ve ,
u' v outv  w(uto) T l2l* = 5 (1= + yl* + llz = yl* + 2]l = 2llyll*)
(b) aussi 1
1 1 1 2= ? —yl* = 2ll=l* + 2]lyll*)
dt dt dt Iyll* = 5 (lz + yll* + |z =yl y
N+ = [ <a [ S [ S an( v
o f()+g(t) o f(t) 0o 9(t) donc
. s 2 2 _ 1 2 2
qui donne I’inégalité voulue avec )% + [yl < 5(”35 +yll? + [l = yl*)
N(f)? N(g)® puis
a = —2 et b = —2 2 2
(N(f)+N(g)) (N(f)+N(g)) (Il + 1y l)” < 2max{|lz + yl, [l — yll}
qui sont tels que /a + Vb = 1. qui permet de conclure.
(c) Par 'inégalité triangulaire (d) Non, sur R?, il y a égalité pour = = (1,0) et y = (0,1).
N(f+9N((f+9)7") <N+ N@)N(f +9)7)
et en vertu de ce qui précéde Exercice 3 : [énonce]
Casn=2
_ N(f)2N(f~') N(g)?>N(g™1h) Par I’absurde supposons qu’une telle norme existe.
N(f+gN((f+9)7") < +
qui donne Les matrices A et B sont semblables (via P = diag(1/2,1)) donc ||A|| = || B||. Or
B N(f) N(g) B = 2A donc ||B| = 2||A]| puis || 4] = 0.
N(f+g)N(f+9) 1 < M+ M=M ,
(f+aN({(f+9)7) N+ N(g) N(f) (9) C’est absurde car A # Os.

Cas général : semblable.
avec

M = max(N(f)N(f~"),N(g)N(g™")-

Document3 Exercice 4 : [énoncé]
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(a) Unicité: Si deux polynomes sont solutions, leur différence s’annule sur [—1;1] Exercice 5 : [énoncé]

et correspond donc au polynome nul. Ce sont les normes usuelles associées a la base canonique sur M,, ,(K).
Existence: On peut raisonner par récurrence double en introduisant

T() = 1,T1 =X et Tn+1 = 2XTn — Tn,1

. . Exercice 6 : [énoncé]
ou employer la formule de Moivre pour écrire :

I - || est une norme sur M,,(R) car c’est la norme 2 associée a la base canonique

cos(nf) = Re((cosf +isinh)™) ((i)e M, (R).
na
Ln/2]
_ n n—2p 2 n n 2
= cos 0(1 — cos” 0)P.
pz:;) <2p> |AB|* = Z ( az‘,kbk,j> :
i,j=1 \k=1

(b) On vérifie [|T,[| =1 et on observe Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

k
Th(coszy) = (—1)F avec xp = cos(ﬂ> et xg > X1 > - > T n 2 n n
n
<Z ai,kbk,j> <D aley b,
k=1 =1

Aussi, le polynome T}, est de degré n et de coefficient dominant 27 ~1. k=1
Par I’absurde, supposons ||P|| < 1/2"~! et considérons donc
1 n n
Q=P gTh IABI* < Y~ aii > b7 ; = IIAIPIBI
k=1 je=1
Le polyndme @ est de degré strictement inférieur & n et prend exactement le )
signe de (—1)* en les x),. Par I’application du théoréme des valeurs puis

intermédiaires, le polynome @ s’annule sur |z, ; x,—1[,. .., |x1 ;20| : c’est le |AB|| < ||Al|||B]|.
polynéme nul ce qui est absurde.

(c) L’implication indirecte est entendue. Supposons, | P|| = 1/2"~!. Considérons
de nouveau le polynome Q. Au sens large, il prend le signe de (—1)* en les zy,
et on peut assurer l’existence d’au moins une racine dans chaque intervalle Exercice 7 : [énoncé]

[©n ; Tn—1],- - -, [T1;20]- Lorsque cela est possible, on choisit cette racine dans

I'intervalle ouvert et on note a,, < ... < o les n racines ainsi obtenues. (a) L’application || - || est bien définie de M,,(C) dans R..

Si celles-ci sont distinctes, le polynéme @ est nul et on conclut. Si ||A]l = 0 alors

Sinon, lorsqu’il y en a deux qui ne sont pas distinctes, elles correspondent & n

un méme z, avec k € [1;n — 1] pour lequel @ est de signe strict ! sur Vl<i<n, Z|ai7j\ =0

Jxkt1 ;x| et |z ; xr—1[. Ces signes sont nécessairement identiques et Q J=1

présente un extremum en z qui est donc racine double de Q). Le polyndéme @)

. . i e et donc

admet alors au moins n racines comptées avec multiplicité et on conclut.

Vlgi,jgn,ai,j:()

1. Car on a choisi les a, dans lintervalle ouvert lorsque cela est possible. ainsi la matrice A est nulle.
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De plus

et

(b) On a

donc

A = sup ZP\%I

1<1,<n

= sup IAIZ\GWI

1<i<n

= [A] sup Z\ai,jl
1<i<n
Jj=1

= [l All

|A+ B = sup ZMH + il

1<i<n j=1

IN

sup Z|aw| + [bi 5

1<i<n i=1

sup Z|a”|+ sup Z|bu|

1<1<n -

= [IAll + HBII-

IN

[AB| = sup Z

1<z<nj 1

Za’l kbk]

k=1

I<isn;y—

n n n n
DO aikbrl <D0 laikllbr |

J=1k=1 k=1 j=1

Jl

>~
B
-

k=
IIAIIIIBII

IAB] < [lA[[I[BI]-

< sup Z Z|al kb ;.

Exercice 8 : [énoncé]

(a) L’application || - || est bien définie de M,,(C) dans R,.

Si ||All = 0 alors

et donc

n
V1 S 1 S n,Z|ai,j\ =0
j=1

Vlgi,jgn,ai,jzo

ainsi la matrice A est nulle.

De plus

[AA[l = sup le\aul— Sup IAIZI%JI—IAI sup Zlau\—\AIIIAII

lzn‘:

et N "
IA+ Bl = sup > Jai;+bigl < sup > la;| + |bil
1§i§nj:1 1§z‘§nj:1
donc
n n
|A+ Bl < sup Y laij|+ sup Y |bij| = [l Al + B
1<i<n . 1<i<n .
j=1 Jj=1
Enfin
n n
|AB|| = sup ZZalkb;” < sup ZZ a; ibr,j -
1<z<n] 1| k=1 1<i<n ’; =1 k=1
Or

Z Z‘az kbk,j

<ZZ|amllbm|—

ql < Z'azklllBH <[ AllBl

j=1k=1 k=1 j=1

donc

IAB] < [|A[I|BI]-

Soit A € Sp(A4), il existe X # 0, AX = \X.
En notant x1,...,z, les éléments de la colonne X (non tous nuls) on a

Considérons 7 € {1,...,

Vi € {1, . ,n},)\a:i = Zaw-mj.

n} tel que |z;| = maxi<j<n|z;| # 0.
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La relation précédente donne :

)
n n A
Mzl < laijllzs] < lai )l
j=1 j=1
donc . 1
A<D laigl < 1Al
j=1
_ 0 1
1 > I
Exercice 9 : [énoncé]
Si ||z]|eo = 0 alors z =0 et ||z, = 0 donc
. —1
leloe = Tim_Jic]

Si ||z]|eo # 0. Pour tout p > 1,

1/
I#loe < llzlly < (all2l%)"” = 01720 —— llo]
donc

tim_ ol = lJollo-

Exercice 10 : [énoncé]

L’application N: R™ — R est bien définie car toute fonction continue sur le
segment [0; 1] y est bornée

La liberté de la famille (fi, ..., f) est une condition nécessaire car, sinon, une
relation linéaire sur la famille (f1,..., f,) détermine un n-uplet (z1,...,z,) non
nul tel que N(zq,...,2,) =0.

Inversement, supposons la famille (f,..., f,) libre.

Soient A € R, . = (21,...,2,) E R" et y = (y1,...,yn) € R™

Si N(x) =0 alors z1f1 + -+ + @ fn =0 et donc (z1,...,z,) = (0,...,0) car
(f1,--., fn) libre.

=A@ fr+ -+ zn o) = AN (2).

= @i+ F@afn) + fr+ -+ ynta)||
< N(z)+ N(y).

Finalement N est une norme sur R"

FIGURE 1 — La boule unité fermée pour la norme N

Exercice 11 : [énoncé]
Quand ¢ varie de 0 & 1, Pexpression |1 + tzo| varie de |x1] & |x1 + x|
Par suite, on peut exprimer plus simplement ’action de N :

N(z1,22) = max{|z1], |1 + 22| }.
Soient z = (x1,22) et y = (y1,y2) deux vecteurs de R2.

N(z +y) = max{|z1 +yi|, |21 +y1 + x2 + yol}
< max{|x1| +lyil |21 + 22| + |y +y2|}
< N(z)+ N(y).

Pour )\ € R,
N(A.z) = max{|A|z1],|A||z1 + 22|} = |AIN(2).

Enfin si N(z) = 0 alors |z1]| = |21 + 22| = 0 et donc x; = 1 + 2 = 0 puis z = 0.
Ainsi N définie bien une norme sur R2.

Sizq > 0,29 > 0 alors N(x) = a1 + z2.

Si zp < 0,22 > 0 alors N(x) = max(—x1, |21 + z2]).

Siz; > 0,29 <0 alors N(z) = max(z1, |21 + 22])-

Siz; <0,29 <0alors N(z) = —(z1 + 22).

Ces considérations permettent de représenter la boule unité fermée. De maniére
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immeédiate : N(z) < 2|z oo-
Aussi |z1| < 2N(x) et puisque |za| < |z1 + x2| + |21| on a aussi |z3| < 2N(z).
On en déduit ||z]|e < 2N(2).

Exercice 12 : [énoncé]
H(N,K) C KN et KN est un K-espace vectoriel.

(0)nen € H(K).
Pour \, i € K et u,v € /}(N,K),

|(Au+ p0)n| < [Mun] + [pllvn].
Par comparaison de séries & termes positifs
M+ o € 01N, K)

¢*(N,K) est un sous-espace vectoriel de KN, c’est donc un K-espace vectoriel.
L’application || - [|;: ¢}(N,K) — R, est bien définie.

Soit u € £1(N,K). Si [Jull; = 0 alors 37 |u,,| = 0 donc pour tout n € N, |u,| =0
et par suite u = 0.

Soit A € K et u € £}(N,K)

“+o00 +oo +00
Pl =Y Xunl =Y [\ lJun] = (A funl = [Allful1-
n=0 n=0 n=0
Soit u,v € £*(N,K)
—+oo +oo —+oo +oo
lu+vlls =D Jun +val <Y (Junl + |oal) = D lunl + D loal = llulls + ollr-
n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 13 : [énoncé]
LY(I,K) C C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 € LY(I,K).
Soit \,u € Ket f,g € L'(I,K).
Pour tout t € I,
|+ ug) (O] < IN[F@)] + [ul]g(t)

|
donc par comparaison de fonctions positives A f + ug € L' (I, K).
Finalement L'(I,K) est un sous-espace vectoriel de C(I,KK) et c’est donc un
K-espace vectoriel.
L’application || - ||;: L'(1,K) — Ry est bien définie.

Soit f € L*(I,K). Si || f]j1 = 0 alors fI‘f(t)| dt =0 or |f] est continue et positive
sur I d’intérieur non vide donc f = 0.
Soit A € Ket f € L1(I,K).

IAfl = [ L) de = L
1
Soient f,g € L'(I,K)

I+l < /ny<t>! +Jg()] dt = 1]l + llglh

| - |1 définit bien une norme sur L'(I,K)

Exercice 14 : [énoncé]
L?(I,K) Cc C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 e L2(I,K).
Soit A € K et f € L?(I,K). Pour tout t € I.

2 2

(AN = AP[£)]

donc par comparaison A\f € L?(I,K).
Soit f,g € L*(I,K). Pour tout t € I

(0O < (1FO1+0])” = 104211l o < 2(1 50+ o))

car 2ab < a? + b?

Par comparaison de fonctions positives f + g € L*(I,K).

Finalement L?(I,KK) est un sous-espace vectoriel de C(I,K) et c’est donc un
K-espace vectoriel.

L’application | - |l2: L%(1,K) — R4 est bien définie.

Soit f € L*(I,K). Si || f|l2 = 0 alors f1|f(t)’2 dt = 0 or |f|? est continue et positive
sur I d’intérieur non vide donc

vie L|f@t)* =0

puis f = 0.
Soit A € Ket f € L*(I,K).

9 2
IAfllz = ( Jielsa dt) N
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Soit f,g € L*(I,K).

£+l < [ (1£0]+ loto]) at = 1113 +2 [ |£Ollo(o)] at + gl

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour f,g: [a;b] — R continue par morceaux,

<ﬂ‘£ (Abfﬁfcuj/gclbg@fcuj/é
/ab!f(t)Hg(t)|dt < (/ablf(t)fdtj/2 (/ab|g(t)]2dt>1/2 <1I1£ll2llg]l2-

Or pour f: I — Ry continue par morceaux intégrable

V[a;b]CL/abf(t)dt</If

J1#®llgto)] dt < 171l

Ici

donc ici

et enfin )
I1f+ gl < (IIfll2 + llgll2)

ce qui permet de conclure.

Exercice 15 : [énoncé]

(a) Pour X € M,, 1(R), on a

vl <

n n
)il < lai sl = lai ]
j=1 Jj=1

et donc

n n
IAX]| < ai| < m.axnzyai,j\ =M
]:

. 1<i<
Jj=1 -

Ainsi, Pensemble {||AX||| X € S} est une partie de R non vide et majorée,

elle admet une borne supérieure.
(b) Si X =0, c’est immédiat.
Si X # 0, on introduit X’ = X/||X|| € S et l'on exploite | AX'|| < N(A).

(c) L’application N est bien définie a valeurs dans R, en vertu de ce qui précéde.

Si N(A) = 0 alors pour tout X € M,, 1(R), on a ||AX|| = 0. En particulier,
en prenant des colonnes X élémentaires, on obtient que chaque colonne de A
est nulle.

N(AA) = sup [[MAX|| = sup [A[[[AX]| = |A] sup [AX]| = |A].
Xes Xes Xes

Enfin

N(A+ B) ;%pSH(A + B)X||

IN

sup |[AX + BX||
Xes

A

sup | AX|| + sup | BX||
XeS Xes
= N(A) + N(B).

Finalement, N définit bien une norme sur M, (R).

On a déja vu
< max E a
1<z<n | Z’j|

Soit i l'indice pour lequel

gﬁgnzmul = Z‘am,ﬂ

Prenons ensuite X = t(xl S azn) avec r; = %1 de sorte que
alo;JmJ |a’10, |

Ona X € Set |[AX]| = > 7_,|ai,,;| donc

n
> Z|ai07j|
=1

puis ’égalité voulue.

Exercice 16 : [énoncé]
Puisque 0 € Cy, on a déja

d(e,Co) < d(e,0) = [lefloc = 1.
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Soit x € Cy. On a
|z — 1] < flz —efloo

et donc quand n — 400
1< [lz—elle-

On en déduit
d(e,Co) >1

et donc d(e,Cy) = 1.

Exercice 17 : [énoncé]
Puisque 0 € Cp, on a déja

d(u,C) < d(u,0) = [uloc = 1.
Soit « € C et £ € R sa limite. Pour n = 2p pair
|[22p — u2p| < |z — ulleo
donne |z2, — 1| < ||z — ul|loo puis & la limite
16 =1 <[l — vl
De méme avec n = 2p + 1 impair on obtient
1041 < [lz — u|so-

On en duite

1+¢ 14 1
<SS+ =) < lz - o,

On en déduit
d(u,C) >1

et donc d(u,C) = 1.

Exercice 18 : [énoncé]

Puisque 0 € F, d(e, F') < d(e,0) = 1.

En raisonnant par I’absurde montrons d(e, F') = 1 en supposant d(e, F') < 1.
Il existe alors une suite « € B(N,R) vérifiant ||Az — e]|oo = p avec p < 1.
Pour tout k € N, |Az(k) — 1’ < p donc Az(k) >1—p.

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1, on obtient

x(n) —x(0) > n(l — p) et donc x — +o0.

Ceci contredit « € B(N,R) et permet de conclure.

Exercice 19 : [énoncé]
Par définition

d(f,F)=1inf||f — 9llco-
(f, F) = inf[If g
Puisque la fonction nulle est continue

Inversement, soit g € F'.
Pour tout z > 0.

|f(x) = g(2)| = 1 = g()| <|If = gl
donc & la limite quand = — 0%

1= g(0)] < [If = glloo-

De méme, pour = < 0,

[f(@) —g(@)] =1+ 9(@)| < If — gl

et donc a la limite quand z — 0~

11+ g(0)] < [If = glloo-

On en déduit
2 < |1+ g(0)|+]1—g(0)] <2/If — gll

et donc
1< Hf_g”oo
Finalement 1 < d(f, F') puis d(f, F) = 1.

Exercice 20 : [énoncé]
(a)
1
I < [ 1l < 1

et
1 1/2
1< ([ 112) " < 1
Posons f,(z) = 2™, || fnllec = 1 alors que || foll1 = %_H —0et

I frll2 = ﬁ — 0. Les normes ne sont donc pas équivalentes.
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(b) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

11><\f(zf)\dt§ 1dt . f dt
0 0

£l < ([ f]l2-

Pour f,(z) =+v2n+ 12", || full2 =1 et || ful1 = %?Tfl — 0, les normes ne
sont donc pas équivalentes.

donc

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Sans difficultés.
(b) On a Ni(f) < No(f) car

|f(@)] < |£(0)] + ’/ f'(t) dt’ < |f(0)| + || sup ||
0 [—1;1]

et sans difficultés on a aussi N3(f) < 2Ny(f).
Posons

fnlz) = 2™

On a Nl(fn) = 1 Ng(fn) =net N3(fn) = n+1
On en déduit que les normes N7 et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part, ne
sont pas équivalentes.

Exercice 22 : [énoncé]

(a) Posons ¢(f,g) = f(0)g(0) + [y f'(t)g

g'(t) dt. o est une forme bilinéaire

symétrique, o(f, f) > 0 et si o(f, f) = 0 alors f(0) = 0 et pour tout t € [0;1],

f'(t) =0 donc f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme
étant la norme associée.

(b) Pour tout x € [0;1], |f(z

)| < [£(0 ‘—i—’fof’ dt’<\fN( donc

[ flloe < V2ZN(f).Pour f(z) = sin(nan), ||flle =1 et N(f) = nm/v2 — +oc.

Les deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 23 : [énoncé]

(a) N17N22 R[X] — R.

Ni(P+Q) = Z|p<k +QW(0)] < ZIP 0)| +[Q™(0)]
k=0
“+o0
:§:|P(’C |+Z|Q(’“ )| = N1(P) + N1(Q).
k=0
+o0 oo
P) =3 "AP®(0)] = A Y| PH(0)] = [AINy(P).
k=0 k=0

Ni(P)=0 = Yk e Z,P®(0)=0

or

P(k
= Z

et donc P = 0.
Finalement, N7 est une norme.

No(P+Q)= sup [PM)+Q(t)] < sup |P(t)|+|Q(1)]
te[—1;1] te[—1;1]
< sup |[P(t)|+ sup |Q(t)] = No(P) + N2(Q).
te[—1;1] te[—1;1]
Ny(AP) = sup \AP(t)|= sup ||| P(t \_|A| sup |P(t)| = [A[N2(P).
te[~1;1] te[—1;1) te[—1;51

Ny(P)=0 = Vte[-1;1],P(t)=0
et par infinité de racines P = 0.

(b) La suite (}LX”)

diverge pour Nj.

converge vers 0 pour Ny mais n’est pas bornée et donc
neN

(c) Les normes ne peuvent étre équivalentes car sinon les suites convergeant pour
I'une des normes convergerait pour l'autre.
Exercice 24 : [énoncé]
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(a) Aisément || - [loc < |- [l1
Soit u™V définie par u)) = 1si n < N et u)Y = 0 sinon.
On a ||[u||, = N et ||[u|| _ =1 donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < all flo-
| - 1l1 et || - |l ne sont pas équivalentes.

(b) En introduisant N tel quen > N = u, =0on a

+oo N N 2 +oo 2
3 = S = S unl? < (Zm) - (zw) .
n=0 n=0 n=0 n=0

Ainsi || -2 < || - [l1-

Soit u’V définie par u)) =1sin < N et u)) =0 sinon.

On a ||uN||1 =N et |uNH2 = /N donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < all- 2.

|- |l1 et || - ||2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 25 : [énoncé]

(a) La suite u étant sommable, elle converge vers 0 et est par conséquent bornée.

Pour tout n € N,
—+o0
Jun] <Y Jugl
k=0

donc
[ullso < [luflr-

Soit u™V définie par u)) = 1sin < N et ul) =0 sinon. u’¥ € /1(R).

On a ||[uN||, = N et ||[u|| _ =1 donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < el Jloo-
|- 1l1 et || - || ne sont pas équivalentes.

2
(b) On a Zg:o|“n|2 < <an—o|un> donc quand N — 400 :

00 +o00 2
lull =D Junl* < <Z|Un> = [lullf-

n=0 n=0
Ainsi || -2 < || - [l1-
Soit u’V définie par u)) = 1sin < N et ul} =0 sinon. u’¥ € /1(R).
On a ||[u]||, = N et ||[u"]|, = v/N donc il n’existe pas de a > 0 tel que

1 2 p q

-1l < all- 2.
|- |l1 et || - ||2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 26 : [énoncé]

(a) Supposons que N, est une norme sur B(N,R).
Pour m € N, la suite élémentaire e,;, = (0,0 )nen €st non nulle donc

Ny(em) = am > 0.

De plus, pour la suite constante u = (1),¢n, la quantité N,(u) existe et donc
la série > a,, converge.
Inversement, si Y a, est une série convergente & termes strictement positifs
alors on montre que I’application N,: B(N,R) — R est bien définie et que
celle-ci est une norme sur ’espace B(N,R).

(b) On a aisément N, < k| - [|oo avec k = 3 a,,.
Inversement, supposons || - |oo < k'N,. Pour la suite élémentaire e,,, on
obtient ||e;|lco < k' Ny(em) et donc a,, > 1/k pour tout m € N. Cette
propriété est incompatible avec la convergence de la série > a,,.
Ainsi N, est dominée par || - || mais ces deux normes ne sont pas
équivalentes.

Exercice 27 : [énoncé]

(a) Ny est bien connue pour étre une norme sur I’ensemble des fonctions
bornées, il en est de méme sur ’ensemble des suites bornées dont le premier
terme est nul.

L’application N: E — R est bien définie. On vérifie aisément

N(u+v) < N(u) + N(v) et N(Au) = |A|N(u). Si N(u) = 0 alors pour tout

n € N, un11 = u, et puisque ug = 0, on obtient u = 0. Ainsi N est une norme
sur F.

(b) Pour v € E, on a, pour tout n € N,
[un+1 — un| < [upga| + |un| < 2Noo(u).

On en déduit
N(u) < 2N (u).

La suite u définie par ug = 0 et u,, = (—1)" pour n > 1 est une suite non
nulle pour laquelle il y a égalité.

(c) Considérons la suite u(®) définie par

u® (n) = {Z
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On a Exercice 29 : [énoncé]
u? € B, Noo(u®) =pet Nu®)=1. Pour tout f,g € E et tout A € R, il est clair que N;(f + g) < N;(f) + N;(g) et que
Ni(Af) = AN ().
Supposons Ni(f) =0, on a alors sup,c,1 |f(x)| = 0 donc f =0.
Noo (u®) Supposons maintenant que Nz(f) = 0, on a alors sup,cjo1 |f(x) + f'(x)| = 0 donc
W — +00. f(z) + f'(x) = 0. Aprés résolution de I’équation différentielle sous-jacente,
f(z) = Xe™® avec A = f(0) = 0 et finalement f = 0.
Finalement N; et Ny sont bien deux normes sur E.
Il est clair que

On en déduit que les normes NV et N, ne sont pas équivalentes car

Exercice 28 : [énoncé] No(f) < Ni(f).

(a) Les applications sont bien définies N;: E — R, car toute fonction continue Posons maintenant M = Ny(f). Pour tout z € [0;1], on a
sur un segment y est bornée.
Les propriétés N;(f + g) < Ni(f) + Ni(g) et Ny(Af) = |A|N;(f) sont faciles. \f@)+ f(@)| <M

Si Ni(f) =0 alors f’ = 0 et sachant f(0) =0, on obtient f = 0.
Si Na(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle ' + f = 0 avec la donc

xr ! xr
condition initiale £(0) = 0 donne f = 0. |(F(z)e) | < Me

Ainsi les applications Ny, Ny sont bien des normes sur F. d’ou Y .

(b) Pour f € E, on a |f(@)e”| = / (f(t)et)/dt‘ g/ Me'dt < Mex
@ 0 0
o /
fle) = /0 F)dt puis | f(z)| < Me pour tout « € [0;1]. Ainsi
ce qui permet d’établir || f]lco < IS |loo- sup |f(x)] < Me.
Puisque z€[0;1] N
No(f) < 1 flloe + [1f lloe < 2N1(f)
De plus

la norme Ny est dominée par la norme Nj. |f/(@)| < |f(@)+ f'(@)] + | f(z)] < M(1+e)

(c) Sachant f(0) =0, on a donc

x ) @ sup |f'(z)] < M(1+e)
f(x) zef””/o (f(t)e") dztzeff”/0 (f(t) + f'(t))e" dt 2€[051]

et finalement
Ni(f) < M(1+2e) = No(f)(1 + 2e).

donc

‘ f(@)| < Na(f). On peut conclure que les deux normes sont effectivement équivalentes.
Puisque

‘f/(x)’ < ’f(x) + f’(x)’ + ‘f(a:)’ Exercice 30 : [énoncé]

on obtient (a) L’application N: E — R, est bien définie et on vérifie aisément

()] < 2Na2(f) N(Af) = [AIN(f) et N(f +g) < N(f) + N(9)-

Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de
et finalement léquation différentielle y” + 0 vérifiant les conditions initiales
n ren = rifian n ns in
Ni(f) < 2Na(f). 0 entraine f

y(0) = y'(0) = 0 ce qui entraine f = 0.
Finalement N est une norme sur F.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 18

(b)

On a évidemment N < v.
Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de
I’équation différentielle
i
y +ty=g
vérifiant les conditions initiales y(0) = ¢(0) = 0. Aprés résolution via la
méthode de variation des constantes, on obtient

F@) = /O iz — £g(t) dt.

On en déduit |f(z)| < [|glloc < 7lgllco €t done || flloe < TN(f).
De plus |[f"[|oc < || + oo + [[flloe done v(f) < (m + 1)N(f).

Exercice 31 : [énoncé]

(a)

I llo: B — Ry est bien définie.

Si || f[l, = 0 alors la fonction t — | f(t)|¢(t) est nulle. En dehors des valeurs
ou ¢ est nulle, la fonction f s’annule. Or ¢ ne s’annule qu’un nombre fini de
fois, donc par un argument de continuité, f s’annule aussi en ces points et
finalement f = 0.

Les proprictes [IAf]l, = AIIIflly et [1f + gllo < /]l + llgll, sont immediates.

Considérons la fonction ¢y /p1. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0;1], elle y est donc bornée et il existe M € R vérifiant
Vo € [0;1], p2(z) < Mpi(z). On en déduit || - ||y, < M| - |lp,. Alnsi || - ||y, est

dominée par || - ||, et par un argument symeétrique || - ||,, est dominée par
- Nl -
On a facilement || « ||zz < || - [|2-

Pour f,(z) = (1 —2)™, on a aprés étude des variations des fonction
r—=a(l—x)" et z— 22(1—2)"

1 1\ et
nilz = 1-—- ~
1 n+1( n+1> n

2\ 2 V' e2
[fallee = —%) (1— ~—
n+2 n+2 n

donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que || - || < M|| - ||;2. Les deux
normes || - || et || - ||z2 ne sont pas équivalentes.

et

Exercice 32 : [énoncé]
On sait Noo (AB) < nNo(A)Noo(B) et aN < Ny, < SN avec a, 8 > 0 donc

—_

N(AB) € LN (4B) < EN (AN (B) < "L NN (B).

Exercice 33 : [énoncé]

(a) facile.

(b) (i) = (ii) Supposons que la suite (P,) converge simplement sur R vers une
certaine fonction f. On ne sait pas a priori si cette fonction est, ou non,
polynomiale.

Soit € = (o, .. .,&q) une famille de d + 1 réels distincts et P € E déterminé
par P(&;) = f(&k). On peut affirmer que la (P,) suite converge vers P pour la
norme N¢. Soit [a;b] un segment de R avec a < b. N = || - || ,[a;) définit une
norme sur I qui est équivalent & N¢ car F est de dimension finie. Puisque
(P,) converge vers P pour la norme N¢, on peut affirmer que la convergence
a aussi lieu pour la norme N et donc (P,) converge uniformément vers P sur
le segment [a;b]. Au passage, on en déduit que f = P.

(il) = (iii) Si la suite (P,) converge uniformément sur tout segment vers
une fonction f, elle converge aussi simplement vers f et I’étude ci-dessus
montre que f est un polyndéme. En introduisant la norme infinie relative aux
coefficients polynomiaux :

lao + -+ +aaX?|| = Orill?i(d|ak|

I’équivalence de norme permet d’établir que les coefficients de P,, convergent
vers les coefficients respectifs de f.
(ili) = (i) immeédiat.

Exercice 34 : [énoncé]
Soient ag,...,an des réels deux a deux distincts. Considérons la fonction
polynéme P de degré inférieur & N vérifiant

Vk € {07 . ,N},P(ak) = f(ak).
Sur lespace Ry[X], on peut introduire la norme donnée par

N(Q) = max }Q ak)|

0<k<N
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Pour cette norme, on peut affirmer que la suite (P,,) converge vers P. Or 'espace

Ry[X] est de dimension finie, toutes les normes y sont donc équivalentes. La
convergence de (P,) vers P a donc aussi lieu pour les normes données par

||Q||oo,[a,b] = Ssup |Q(t)|
t€la;b]

La suite (P,) converge vers P sur tout segment de R et donc converge simplement

vers P. Par unicité de la limite simple, la fonction f est égale & P.

Exercice 35 : [énoncé]

Exercice 36 : [énoncé]

11 suffit d’observer

(BA)"*' = B(AB)"A — O,).

Exercice 37 : [énoncé]

Puisque les matrices A et B commutent, il en est de méme des matrices A* et B*.

En passant & la limite la relation

(a) Nq(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’out @ € |—1; 1[. Montrons

que cette condition est suffisante.

Supposons a € ]—1;1] et considérons ¢: R? x R? — R définie par
o((z,y), (@',y)) = z2’ + yy' + axy’ + aya’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour

(z,y) # (0,0), ((=,9), (z,y)) > (1 —al)(z® + ) > 0 en vertu de
|2azy| < \a|(x2 + yz). Ainsi ¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la
norme euclidienne associée.

a <b.
Par homogénéité, on peut limiter I’étude de %Zéizg au couple
(z,y) = (cost,sint) avec t € |—7/2;7/2].
Posons )
£(t) = Ng(cost,sint)\" 1+ asin2t
~ \ Ny(cost,sint) ) 1+bsin2t’
On a
£ =2 (a =) c.os(2t) .
(1 + bsin 2t)?
Les variations de f sont faciles et les extremums de f(¢) sont en t = —7/4 et
t =m/4. IIs valent 1=% et }*’T‘;
On en déduit
Na(z,y)

in =
(z.9)#0 Ny(z,y)
et

sup =
(z.)20 No(T,Y)

(dans le cas a < b).

Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer

AFBF = Bk AF
on obtient
PQ = QP.
Exercice 38 : [énoncé]
On a
A A =1,

En passant cette relation a la limite on obtient

AB = I,

Par le théoréme d’inversibilité, on peut affirmer que A est inversible et

A"l =B.

Exercice 39 : [énoncé]
AP 5 Bet A" = A™ x A” — B? donc B = B? et B est une matrice de
projection.

Exercice 40 : [énoncé]

Posons r = rg Ao

La matrice A, posséde est déterminant extrait non nul de taille 7.

Le déterminant extrait correspondant des matrices A,, est alors non nul & partir
d’un certain rang et donc rg(4,,) > r

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Une matrice A € E; annule le polynéome scindé simple X7 — 1, elle est donc

diagonalisable. Si 1 est sa seule valeur propre alors A = I, car semblable & I,,.
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(b) Par I’absurde, supposons qu'’il existe une suite (A,) d’éléments de E, \ {I,,}
vérifiant
Ap — I,.

Par continuité de la trace
tr A, — n.

Or la trace de A, est la somme de ses valeurs propres, celles-ci ne sont pas
toutes égales & 1 et sont racines géme de 'unité donc

Re(tr4,) < (n—1) + cos 2—7T
q

Cette majoration est incompatible avec la propriété tr A, — n.

Exercice 42 : [énoncé]
D’une part
tAk) - B
et d’autre part
(AF) = (~1)k A"
de sorte que
H(A%P) = (~1)?PA%* —» B

et
t(AQerl) _ (_1)2p+1A2p+1 — —_B.

Par unicité de la limite, on obtient
B='B=-B.

On en déduit que la matrice B est nulle.

Exercice 43 : [énoncé]
(a) Soit i € [1;n]. Les coefficients y; de la colonne Y étant tous positifs, on peut
écrire
n n
[AY], = Z a;j yj > Zayj > amax(Y).
e

Cette comparaison valant pour tout indice i, il vient

min(AY) > amax(Y).

(b)

Par construction, la colonne Y est & coefficients positifs. Aussi, on vérifie
AU = U car les lignes de A sont de sommes constantes égales & 1. On a donc

min(AY) > amax(Y)
avec
min(AY) = min(AX — min(X)U) = min(AX) — min(X)

et
max(Y) = max(X — min(X)U) = max(X) — min(X)

ce qui donne aprés réorganisation des termes
min(AX) > amax(X) + (1 — a) min(X).

Pour obtenir la seconde comparaison, on peut reprendre ce qui précéde a
partir de Y = max(X)U — X ou bien employer ce qui suit :

Par passage @ 'opposé min(—X) = —max(X) et
max(—X) = —min(X).

En appliquant le résultat précédent a la colonne — X il vient aprés échange
des min et des max et renversement de la comparaison

max(AX) < amin(X) + (1 — @) max(X).

Soit p € N. En appliquant les comparaisons qui précédent a la colonne AP X
on obtient

min(APT'X) > amax(APX) + (1 — a) min(APX)
> amin(APX) + (1 — o) min(APX) = min(APX)
et
max(APTX) < amin(APX) + (1 — a) max(APX)
< amax(APX) + (1 — a) max(APX) = max(APX).

Les deux suites (min(ApX))peN et (maX(A”X))peN sont donc respectivement
croissante et décroissante. Aussi, on a

max(APTX) — min(APT X) < (1 — 2a) (max(APX) — min(AP X))
et, par une récurrence immédiate,

0 < max(APX) — min(4”X) < (1 — 2a)? (max(AX) — min(AX)).
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Or 1 — 2« € [0;1] car les coefficients de A sont strictement positifs et la (iii) => (i) Soit A € Sp(M) et X # 0 tel que M X = AX. Puisque > ., M*
somme de ceux-ci sur chaque ligne vaut 1 ce qui oblige na < 1. La suite converge quand rgC' > r, on a Z;"IO MPFX converge, puis ZZ:O M X converge et
géométrique ((1 — 2a)?) est donc de limite nulle et, par comparaison, on donc |\ < 1 (car X # 0).

conclut que la différence des deux suites (max(APX ))p oy €t (min(APX))
est de limite nulle. Finalement, ces deux suites sont adjacentes.

(d) Pour X € M,, 1(R), 'adjacence des suites (min(A]f’X))pEN et
(max(ApX )) y entraine la convergence de (APX) vers une colonne dont

pe
tous les coeflicients sont égaux :

peEN

APX ——— : avec £(X)eR.

Pour tout j € [1;n], la j-éme colonne de AP correspond au produit de AP par
la j-éme colonne élémentaire E; de M,, 1(R). Colonne par colonne, on justifie

UEy) - U(ER)
AP 5 A = :
p—r—+oo

() - (E

Cette limite est de rang au plus 1 car ses lignes sont toutes identiques, elle est
méme de rang exactement 1 car ce n’est pas la matrice nulle. En effet,
AU = U donne APU = U puis, a la limite, AU =U.

Exercice 44 : [énoncé]

(i) = (ii) Le plus simple est sans doute d’utiliser la décomposition de Dunford :

M = D + N avec D diagonalisable et IV nilpotente commutant entre elles. Par la
formule du binéme de Newton, on peut calculer M* et tronquer la somme par la

nilpotence de N, on parvient alors & une somme finie de termes qui tendent vers 0
par croissance comparée. Une autre méthode, techniquement plus lourde, consiste

A introduire pi? = max{|(Mk)1’g+1 ’, el |(Mk)n,gn|} qui majorent les coefficients

de M* situés sur la diagonale (pour ¢ = 0), sur la sur-diagonale (pour ¢ = 1) etc.
En notant que p = pé < 1, on montre par récurrence sur k que

pF < K| M5 0%t ce qui permet de conclure.

(ii) = (iii) Supposons que M* — 0. On peut alors affirmer que 1 n’est pas valeur
propre de M car MX = X = M"*X = X et donc a la limite

MX =X = X = 0. Par suite la matrice I — M est inversible et puisque
(I-M)Y¥ oM =1—MmT S MF=(1—M)"Y(I - M™) dou la
convergence de la série des M.
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