[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Enoncés 1

Familles sommables

Ensemble dénombrable

Exercice 1 [ 00245 ] [Correction]
Existe-t-il une fonction continue f de R dans R envoyant les rationnels dans les
irrationnels et les irrationnels dans les rationnels ?

Exercice 2 [ 04005 | [Correction]

On souhaite établir que I’ensemble p(N) des parties de N n’est pas dénombrable.
Pour cela on raisonne par l’absurde et l’on suppose qu’il existe une bijection ¢ de
N vers p(N).

Etablir une absurdité en introduisant 1’ensemble

A={neN|n¢epn)}.

Exercice 3 [ 04063 | [Correction]
On appelle nombre algébrique, tout nombre complexe = solution d’une équation
de la forme

anx™ 4+ -4+ a1z 4+ ag = 0 avec ag, a1,...,a, € Z et a, # 0.

On appelle degré d’un nombre algébrique z, le plus petit n € N tel que x soit
solution d’une équation comme ci-dessus.
(a) Quels sont les nombres algébriques de degré 17

(b) Montrer que l’ensemble des nombres algébriques de degré au plus n est
dénombrable.

(c) L’ensemble de tous les nombres algébriques est-il dénombrable ?

Exercice 4 [ 04064 | [Correction]
(a) Calculer

+oo 1

(b) Soit (un)nen une suite d’éléments de [0;1]. Montrer

n

1 1
VnGN,[O;l]\U[uk—m;uk‘kw]#@-
k=0

(c) On peut alors construire une suite (z,)nen d’éléments de [0; 1] vérifiant

Vn eN, z, ¢ U [Uk_ﬁ;uk'i_w]'
k=0

Justifier qu’on peut extraire la suite (z,)nen une suite convergeant vers un

élément ¢ de [0; 1].

(d) Exploiter les idées précédentes pour établir que [0; 1] n’est pas dénombrable.

Exercice 5 [ 04140 | [Correction]
Montrer que I’ensemble des parties finies de N est dénombrable.

Etude de sommabilité

Exercice 6 [03896] [Correction]
Pour quels a > 0, la famille suivante est-elle sommable ?

1
(7)o
Sommation par paquets

Exercice 7 [ 02424 ] [Correction]
Convergence et calcul, pour z complexe tel que |z| < 1, de

+oo n
P

_ L onle
= 1—2

Exercice 8 [o02636 ] [Correction]
On note ¢*(Z) 'ensemble des suites complexes u = (uy)ncz sommables.

(a) Soit u,v € ¢1(Z). Montrer que pour tout n € Z, la famille (ugv,_x)rez est
sommable.

(b) Pour u,v € £*(Z), on pose (u*v)n, = Y 4oz UkVn—k- Montrer que uxv € (*(Z)

et que
Z(u V) = Zun Zvn.

nez neZ nez
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(c) Montrer que la loi * ainsi définie est commutative, associative et posséde un Exercice 14 |[o367s8 | [Correction]
neutre. Soit o une permutation de N*.

(d) La structure (¢1(Z), x) est-elle un groupe ? Quelle est la nature de

S !
n?lnn’
Exercice 9 [ 04065 | [Correction]

Soit g € C avec |gq| < 1.

Montrer que la famille (q'”')n <, €st sommable et calculer sa somme. Exercice 15 | 03426 ] [Correction|

Soit (u,,) une suite réelle telle qu’il y ait convergence de la série > uZ.
Soient o une bijection de N et (v,,) la suite déterminée par

]Si]xercicc[a 10[ [ 049066 ]]R[Correction] Un = Ug(ny pour tout n € N.
oit re|0;1] et 6 € R.
Justifier I'existence et calculer il ing (a) Montrer la convergence et calculer la somme de la série > v2.
n| . 1n
;ZT e (b) Quelle est la nature de la série > _|u,v,|?
n

(c) Déterminer les bornes supérieure et inférieure de

+oo
D_lunval
n=0

pour ¢ parcourant I’ensemble des bijections de N.

Permutation des termes

Exercice 11 [o1030] [Correction]
Soient ano up une série absolument convergente et v, = uq(,) avec o € Sy.
Montrer que la série ) -, v, est absolument convergente de méme somme de

>y,

Exercice 16 |[o03412] [Correction]

. . Soit e suite de complexes no Is telles que
Exercice 12 [o1031 ] [Correction] it (2n) une sui TIPIEXes fon i qau

Soit o: N* — N* une application bijective. nEm = |z, — 2m| > L.
(a) Déterminer la nature de

Z 1 Montrer la convergence de la série de terme général 1/z3.

=y on)?
(b) Méme question pour Sommes doubles

1
7;1 a(n) Exercice 17 [o01093 ] [Correction]
(a) Soit @ > 1. Déterminer un équivalent &

Exercice 13 [o02963 ] [Correction] R |
Si o est une bijection de N* sur N*, montrer la divergence de la série Ry, = Z o

>
n? (b) Pour quels o € R, la somme >0 37/ | L a-t-elle un sens?
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(c) Montrer qu’alors

+oo  +oo 1 +oo 1
D DECE) pry
n=0 k=n+1 p=1

Exercice 18 [o01095 ] [Correction]
Soit a un complexe de module strictement inférieur & 1. En introduisant la famille
des nombres u, , = a??4=1) (pour p, ¢ > 1), établir lidentité

o T 421
Zl_a2p _Zl_a2p—1'
p=1 p=1

Exercice 19 [o1096 ] [Correction]

On pose
P 2p+1 D _ p+1
P4 p+qg+2 p4+qg+1l p+qg+3’
Calculer
+o00 400 +o00 400
DD aact DD g
q=0p=0 p=0 q=0

Qu’en déduire?

Exercice 20 [03447 ] [Correction]
Existence et valeur de

1
(P,q)gl\;XN* (p + q2)(p + q2 + 1) -

Exercice 21 [o01094 ] [Correction]

Justifier
SRS
2 _ 2 Ap2°
n=1,n#p n p 4p

En déduire
—+oo +oo

1
#ZZW-

n=1p=1p#n

+oo —+oo 1

PEDY

p=1n=1,n#p

n2 7p2

Qu’en déduire?

Exercice 22 [os011 | [Correction]

Soient (uy)n,>1 une suite réelle et (v,),>1 la suite de ses moyennes de Cesaro :

1
vnzf(ul_i_...
n

+u,) pour tout n >1

(a) Montrer que (n + 1)v2 — (n — 1)v2_; < 2u,v, pour tout n > 2.

On suppose désormais que la série de

P 2
terme général u:, converge.

(a) Montrer que la série de terme général v2 converge et vérifier

—+oo —+oo
Zvi <4 E u?
n=1

n=1

(b) En déduire la sommabilité de la famille

(

Produit de Cauchy

Exercice 23 [o03445 ] [Correction]

Existence et calcul de
+oo

UpUm >
n+m m,n>1

Z(n +1)37"™.

n=0

Exercice 24 |[o03446 | [Correction]

Soit (u,) une suite numérique. Pour tout n € N, on pose

(a) On suppose dans cette question la série Y u, absolument convergente.

En observant un produit de Cauchy, montrer que la série Y v,, converge et

exprimer sa somme en fonction de celle de > u,,.

(b) On suppose dans cette question que la suite (u,) tend vers 0. Déterminer la

limite de (vy,)

(c) On suppose dans cette derniére question la série Y u, convergente.
Montrer la convergence de Y v, et déterminer sa somme en fonction de celle

de > up.
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Exercice 25 [o03637] [Correction]

Etablir . .
[ee] (_1)n—1 B o'} Hn
D PP O
avec
"1

Exercice 26 [o04135] [Correction]
Soit (un)nen une famille sommable. Pour tout n € N, on pose

1 n
Up = 27 Z 2k’u,]€.
k=0

Montrer que la famille (v,,),en est sommable et exprimer sa somme en fonction de
celle de la famille (u,)nen.

Exercice 27 [o04201] [Correction]
Pour a« € Ret n € N, on pose

n—1 1
Un = Z a ot
=k (n—k)
Pour quels « la série de terme général u,, converge ?

Exercice 28 [ 04998 | [Correction]
Pour x € R, on pose

(a) Montrer que la fonction f est bien définie sur R.
(b) Etablir
f(x)f(y) = f(x+y) pour tout z,y € R

La fonction f est en fait la fonction exponentielle.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Une telle fonction ne prendre qu’un nombre dénombrable de valeurs, or si celle-ci
n’est pas constante, elle prend toutes les valeurs d’un intervalle non singulier ce
qui constitue un nombre non dénombrable de valeurs. Une telle fonction ne peut
donc exister.

Exercice 2 : [énoncé]

L’ensemble A est par définition une partie de N. Puisque "application ¢ est
bijective, il existe n € N tel que A = o(n). Etudions alors I’appartenance de n a la
partie A.

Sin € A alors n ¢ o(n) mais A = p(n) : c’est absurde.

Sin ¢ Aalors n ¢ ¢(n) et doncn € A : c’est & nouveau absurde.

Exercice 3 : [énoncé]
(a) Ce sont les nombres rationnels.
(b) Les nombres algébriques de degré au plus n sont les solutions des équations

anz” + -+ 4+ a1x + ag = 0 avec ag, ay,...,a, € Z et a, # 0.

Puisque Z* x Z" est un ensemble dénombrable, ces équations sont en nombre
dénombrable. De plus, chacune posséde au plus n solutions. On peut donc
percevoir ’ensemble des nombres algébriques comme une réunion
dénombrable d’ensembles tous finis, c’est donc un ensemble dénombrable.

(¢) L’ensemble des nombres algébriques est la réunion dénombrable des
ensembles précédents, c¢’est donc un ensemble dénombrable.

Exercice 4 : [énoncé]

(a) Par sommation géométrique

2n+l 21 -1/2°
n=0

(b) La somme des longueurs des intervalles réunis vaut

n 1 +o0o 1
Z CYESE Z ok+1 — L.
k=0 k=0

La réunion de ces intervalles ne peut donc recouvrir [0;1].

(¢) (zn) est une suite bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut
en extraire une suite convergente et cette derniére a sa limite dans [0; 1].

(d) Par I’absurde, supposons [0; 1] dénombrable et considérons (u,)nen une
énumération de ses éléments.
On reprend la suite (z,)necn construite comme ci-dessus et la limite ¢
introduite.
Puisque celle-ci est élément de [0; 1], il existe N € N tel que uy = ¢. Puisqu’il
existe une suite extraite de (z,,),eN, convergeant vers ¢, il existe une infinité
de termes de cette suite dans l'intervalle

[0 —1/2V2,0 412N = [uy — 1/28 2wy + 172872,

Or, par construction, pour tout n > N, ’élément x,, est extérieur a cet
intervalle. C’est absurde!

Exercice 5 : [énoncé]
Notons F I’ensemble des parties finies de N et F,, I'ensemble des parties finies de
[0;n]. Puisque toute partie finie de N est nécessairement majorée, on peut

affirmer D'égalité
E= U E,.

neN

Les ensembles F,, étant finis et la réunion dénombrable, on peut affirmer que E
est dénombrable en tant qu’ensemble infini réunion dénombrable de parties au
plus dénombrables. On peut aussi propose un dénombrement expliciter. Si ’on
note i1, ..., les éléments d’une partie A finie de N, on peut lui associer I’entier

n(A) =24 ... 4 2%,

L’existence et 'unicité de la décomposition d’un entier en somme de puissances de
2 assurant la bijectivité de cette association.

Exercice 6 : [énoncé]

On a l’encadrement
1 1 2

< < .
(p+q9)? " pP+q¢> ~ (p+9q)?

La sommabilité de la famille étudiée équivaut a celle de

1
<(p + Q)2a>(p7q)6N*2.
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En regroupant par paquets selon

I, = {(p,q)

celle-ci équivaut a la sommabilité de

(%)
n2a n>2

qui est vraie si, et seulement si, o > 1.

EN*?|p+q=n}

Exercice 7 : [énoncé]
Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique

Z

22n+1

et donc
+o00 277, +o00 +oo

Z L2ntl Z 22“ Z 2 Z Z 22"(2k+1).

n—O n=0 k=0
Tout entier naturel non nul p s’écrit de fa(;on unique sous la forme

p=2"(2k +1) avec n,k € N.

On peut donc affirmer que N* est la réunion des ensembles deux & deux disjoints
suivants
={2"(2k+1) | k e N}.

Puisque la famille (2?),en- est sommable, on peut sommer par paquets et écrire

400 o0
71/
E:Zp7§:§ E §:22k+1)
n=0meA, n=0 k=0
Finalement
400 2n
E E y
2n+1 z

nO

Exercice 8 : [énoncé]

(a) Puisque v € (X(Z), v, \I—> 0 et donc (vy,,) est bornée par un certain M.
n|—-+oo
On a |ugv,—k| < M|ug| donc la famille (upv,—)kez est sommable.

(b)

Pour chaque k € Z, la famille (|ugv,—k|)nez est sommable avec

> lurvn k] = k] D Jvn—kl = [ug] D |vnl

nez neE”Z neEZ

et la famille (uk| ZnEZ|vn|>
kez

par paquets, la famille (upvn—k)(n,k)ez2 €st sommable.
Par sommation par paquets

> ukvn k| =

(n,k)€z?

Z Z|uk| [vn—k| < +o0.

n€EZkeZ

Puisque

E UkUn—k

kEZ

<> Junllon—s]

kEZ

on a obtient u * v € £*(Z).
De plus, par sommation par paquets

E UpUn—k = § E Uk Un—k = § § UkVUn—k
(n,k)ez? neELkEZ kEZnEZ
ce qui donne

Zu*v Zukan k—Zuka

neL keZ nez keZ LET

On a

’U, * ’U E UkVy =

k+4=n

((uxv)*w), = Z

k+l+m=n

(v u)y,

et
UR VW, = (U * (V*W))p.

Pour ¢ définie par €, = 0,0, u * € = u donc ¢ est élément neutre.

Considérons u définie par u, = 6g,n, — 61,n-

Si u est inversible et v son inverse, la relation u * v = € donne

Up —Un—-1=En = 60,n~

Par suite pour tout n € N, v,, = vy et puisque v,, — 0, pour tout
n—-+oo

n € N,v,, = 0. De méme pour tout n < 0,v, =0

Mais alors, pour n = 0, v, — v,—1 = dg,, donne 0 = 1.

L’élément u n’est pas inversible et donc (¢£1(Z),

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -
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Exercice 9 : [énoncé]
Etudions la sommabilité de (|g|!™!)
On peut décomposer

nez’
Z=N'U{0tuz*.

La sous-famille (|q|I"!) _

N*

De méme, la sous-famille (\q||”|)n est sommable.

€Z*.
Par sommation par paquets (\q||"|)nEZ

+oo
D= g1+ > q_":1+22q”=%.
n=1

nez neN* nez*

est sommable. De plus

Exercice 10 : [énoncé]

Etudions la sommabilité de (‘r'”‘e

in6

)nEZ - (TM)"GZ

Z=N"U{0}uZ*.

On peut décomposer

La sous-famille (r"!) _ est sommable car la série géométrique 7™ converge.

ez est sommable.

Par sommation par paquets (r‘"')nez est sommable.
La somme étudiée existe donc et en sommant par paquets

De méme, la sous-famille (r™l)

est sommable car la série géométrique " |¢|™ converge.

rei? rei? 1—r2

donc

< 2e.

+oo
-2 _un
n=0

Par suite

—+o0 +oo
E Up = E Up,-
n=0 n=0

Exercice 12 : [énoncé]

est sommable.
n>1

(a) La série Y- - converge absolument donc la famille <n12>

et donc la série

1l en est de méme de la famille permutée (0(171)2>
n>1

2inz1 ﬁ converge.
(b) C’est analogue, mais cette fois la famille (i) n’est pas sommable et la
n>1

série a termes positifs > -, ﬁ diverge.

Exercice 13 : [énoncé]
Posons

E T|n\em9 _

nez neN* neL*

Exercice 11 : [énoncé]
On a

n —+oo
Z|Uk| < Z|un\ < 400
k=0 n=0

donc ), - vn est absolument convergente.
Pour n € N, posons

p(n) = max{o~' (k) |0<k<n}.

Pour tout € > 0, il existe N € N tel que > - |un| <e.
Pour tout M > p(N) :

Z lun| < e

n>N+1

N
- Zun S
n=0

n 1n9 —-n 1n9
14 1+ =+ = :
Z Z 1—rel? 1 —re-i® 1 —2rcosh+r2

k=1
On a
2n (T(]C) 1 2n
SZn - Sn = Z k2 > @ Z U(k>
k=n+1 k=n-+1
Or les entiers o(n+1),...,0(2n) sont,  l'ordre prés, au moins égaux a 1,...,n et
donc
1 & n + 11
S T

On en déduit que (5,,) diverge.

Exercice 14 : [énoncé]
Posons
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On a
2n+1 2n

1 1
— 92(n+1) | g2n+1 Z G(k) =z 22(n+1) |p 2n+1 Zk
k=2n+1 k=1

S2n+1 S2n

car les entiers o(k) de la premiére somme sont aux moins égaux aux entiers k de

la seconde.

On en déduit

et donc

22" + 1) 1 1

Son > -
2= w3 1)In2  8In2n

S2n+1

Puisque la série Y 1/n diverge, il en de méme de la série télescopique

Z Sont1

la série étudiée.

Exercice 15 : [énoncé]

(a) La permutation des termes d’une série a termes positifs ne change ni sa
nature, ni sa somme. On peut donc affirmer

—+oo +oo

2 __ 2
> vi=D un
n=0 n=0

(b) En vertu de la majoration

—_

ab < f(az + b2)

[\

on a

1
[t vn] < i(ui + UEL)

— Son et donc la suite (S ) tend vers +00. On en déduit la divergence de

Par comparaison de série a termes positifs, on peut affirmer la convergence de

la série > |unvn] ...
(c) et

+oo 1 +oo 1 —+o0 —+oo
RUHEED SITEED ST SHrH
n=0 n=0 n=0 n=0

De plus, cette inégalité est une égalité quand ¢ = Idy donc

+o0 too
sup{Zunvn| o bijection de N} = Z u?.
n=0 n=0

Exercice 16

On a évidemment
—+oo
Z|unvn| > 0.
n=0

Pour montrer que la borne inférieure cherchée est 0, montrons que 1’on peut
rendre la somme précédente aussi petite que ’on veut. Soit € > 0. Par
convergence de la série > u?2, il existe N € N tel que

Zuigs.

n=N
De plus la suite (u,,) tend vers 0, elle est donc bornée par un certain M > 0
et il existe un rang N’ > N tel que

3

>N uy| < ——o .
¥n 2 N’ fu |*M(N+1)

Considérons alors la bijection o de N déterminée par

N'+n sine{0,...,N}
on)=<sn—N" sine{N',....N + N}
n sinon.

Pour cette permutation

N +N-1
g
Z|unvn‘ < Z|un| N+ 1) + Z m|un—N’| +e < 3e.

On peut donc affirmer

“+o0
inf{Zunvn|

n=0

o bijection de N} =

: [énoncé]

Pour N € N posons Ay = {n €N, |z,| < N}.

Pour n,m € Ay distincts, les disques ouverts de centres z, et z,, et de rayon 1/2
sont disjoints. La réunion de ces disques pour n parcourant Ay, est incluse dans
le disque de centre 0 et de rayon N + 1/2. Par considération d’aire, on obtient

1Y I
CardAwax(2> §7T<N+2)
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et donc Exercice 18 : [énoncé]

Card Ay < (2N + 1)2. La série ) -, up,q est absolument convergente et
Quitte & permuter les termes de la suite, supposons la suite (|z,|) croissante (ceci o1
est possible, car il n’y a qu'un nombre fini de termes de la suite de module |a| -
inférieur & une constante donnée). En vertu de ’étude qui précede |a|2q v

z 2 >N
lZensn2a De plus la série de terme général % est absolument convergente en vertu de

et on en déduit la régle de d’Alembert.
1 - O( 31/2> La famille (u, 4)pq>1 est donc sommable et on a
|Zp| p +o0 00 +o0 00
La séri ¢ énéral 1/23 1 1
’a‘se.rle. perm’utee de terme.genera /75 est donc absolument convergente et la Z Z Upg = Z Z Up.q
série initiale I’est donc aussi. o ot o
ce qui fournit la relation
Exercice 17 : [énoncé]
400 a2q71 +o0 aP
(a) Puisque z +— —; est décroissante : Z — Z
«1—q?! <1 —a?
q= p=
oo dg =1 oo dg
P e A
n+1 €T ke 1 n
nr Exercice 19 : [énoncé]
donc . D’une part 37 °% a,.4 = 0 donc 3% Y % a0 = 0.
1 1 1 + 1
— D’autre par Y-, % apq = 537 — 45 done Yo o Y pg =
| S— k a—1n La formule de Fubini ne s’applique pas, la famille (ap,q)(pﬁq)eNz n’est donc pas
sommable.
(b) Par suite :O% P .1 7= aun sens si, et seulement si, a > 2.
(c) Posons uy , = k—u si k > n et uy,, = 0 sinon.
Pour tout n > 1, >, oo |ukn| converge et > - S Exercice 20 : [énoncé] ) o
peut appliquer la formule de Fubini et affirmer Notons que les termes sommés sont pOSltlfS-
e e Pour clllaque q € I\ll , la série szo T (D) converge car
Z Z Uk,n = Z Z Uk ,n r+a@) (1)~ p?
=0 ko P o Par télescopage
avec convergence des séries sous-jacentes. Ji:'o 1 Ji’f 1 1 1
Or = ( - ) ——
+o0 k-1 b+ +@+1) H\otd® pr+1) ¢

Z : : )
Uk,n = § =
s ka kafl L. “+00 1 H
n=0 n=0 La série g g>1 p=0 W g >1 ¢ converge aussi, on peut donc

donc affirmer que la famille
+oo  +oo

Sy Loy b |

n=0 k= n+1 k=1 ((p + q2)(p + q2 + 1))(p,q)€N><N*
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est sommable et sa somme vaut Exercice 22 : [énoncé]
+oo + + . .
Z 1 f f i i - ﬂj (a) On peut exprimer u, en fonction de v, et v,_1.
+¢2)(p + + +¢2+1 26
(p,q) ENXN* (p+a*)(p+q* =1p=0 (p+a*)(p+q* ) g=1 1 Puisque nv,, correspond & la somme uq + - - - + u,, On remarque

Up = nv, — (n— 1)v,—1 pour n > 2
Exercice 21 : [énoncé]

La série converge compte tenu des critéres usuels. La différence des membres de I'inégalité étudiée s’écrit alors
I 1< 1 ) (n+1)v2 = (n—1)v2_| = 2upv, = (n 4+ 1)v2 — (n — D2, —2n0v2 +2(n — 1)v,v,_;
n?—p* 2p\n-p n+p) = (1 —n)v2 +2(n — vt + (1 —n)v2_,
Par télescopage : =(1—n)(vn —va-1)> <0
+ZOO 1 1 < 1 1 On en déduit 'inégalité voulue.
2 _ 2 b) Soit n > 2. On peut écrire
WSt 2p 2 2p (b) > p
De plus (102 — (0 — 2y = 02 +m0? — (n— 12 _,
p—1 ce qui fait apparaitre vz et un terme télescopique. En sommant ces termes
Z _ 1 - LN 4+ 14 1 4. 1 pour n allant de 2 jusqu’a un entier /N, on obtient
— n2 — p? 2p\p—1 p+1 2p—1
n=1 N N
donc Zvi—i—Nv]QV—vngZunvn
Ji‘f 11 (1 1 ) 3 = =
2 _ .2 ST o | T 2
netmzp L P 2p\p 2p Ap En ajoutant 2v? dans chaque membre et en remarquant u; = vy, on obtient
puis N N
o0 400 1 _§i>0 Zvi+NUJQV<QZunvn
2 p2 4p2 n=1 n=1
p=1n=1nzp p=1
Cependant puis N N
+oo oo +00 +00
Sy #:_Zi:_zi 02 <23 ugvn
n2 — p2 4n? 4p? - -
n=1p=1,p#n n=1 p=1 n=1 n=1
donc oo 400 Yoo 4o On magjore la somme en second membre en séparant les facteurs u, et
Z Z vy, grace a linégalité de Cauchy-Schwarz.
p=ln=tn#p " n=lp=p#n "t Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

On en déduit que la familles des 1/(n? — p?) avec (p,n) € N*2, p # n n’est pas 12 12
sommable. N 9 9 N 9
Siea(ya) (S
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Que la somme en premier membre soit nulle ou non, on obtient

N 1/2 N 1/2
n=1 n=1
Enfin, on éléve au carré pour écrire
N N
2 visad
n=1 n=1

On en déduit que la série de terme général v,% car il s’agit d’une série a
termes positifs aux sommes partielles majorées. Au surplus,

o0
;vileirEm vy <4Zu

Sans perte de généralité, on peut supposer les termes u,, positifs (ou
simplement mener ’étude avec |u,| au lieu de u,). Soit N > 2.

N N — N n — N N
DID DD DD Diereri D DI

n=1m=1 n=1m=1 n=1m=n+1

&Mg
:m

N

UmUn

m+n
On échange les deux sommes du deuxiéme terme

N N
PO D i > > Lt

n=1m=1 n=1m= 1

N m-—1

U Up,
Z Z m+n

m=2 n=1

On exploite 'inégalité m 4+ n > n pour majorer le premier terme et faire
apparaitre v, et I'inégalité m + n > m pour le second terme en faisant
apparaitre v,, quitte & adjoindre un terme positif a la somme :

N N
m¥n
;Z_TrH—n

N m—1

33ty 3 5 e

n=1m=1 m=2 n=1

N N N
< E Up Uy + E Uy Uy, < 2 E UpUp
n=1 m=2 n=1

L’inégalité 2ab < a? + b* compléte 1'étude

N N o N
SO S <Y (40l
n=1

n=1m=1

+oo —+o0

2 2

)< D unt )
n=1 n=1

Finalement, la famille étudiée est sommable car les sommes partielles sur les
parties finies sont majorées.

Exercice 23
Par produit de Cauchy de série convergeant absolument

Exercice 24

: [énoncé]

+00 oo n 00 1 00 1 9
Son =Xy dh - (S (S5 -4

n=0 n=0 k=0 m=0

: [énoncé]
(a) On a
= 1
Un = Z Uk X on—k
k=0
La série ) v, est donc la série produit de Cauchy de Y u, et 3 5.

Puisqu’elles sont toutes deux absolument convergentes, la série > v, est
absolument convergente, donc convergente et

“+o0 +oo “+o0
o (L) (S 0) 22
n=0 n=0

(b) Soit € > 0. Il existe N € N tel que

Vn > N, |u,| <e.

On a alors N1
o 2" |ugl " ok te
k=0
lun| < o +5227 o T2
k=N
puis pour n assez grand
|vn| < 3e.

On peut donc affirmer que la suite (v,,) converge vers 0.

(c) En permutant les sommes

n=0 n=0 k=0 k=0 n=~k

En évaluant la somme géométrique

N N 1 N al Uk
Zvn _ QZuk(l _ W) = QZUIC - Z 2N7k
n=0 k=0 h=0 =0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 12

et compte tenu du résultat de la question précédente
N +o00
S o 52
n=0 k=0
On en déduit & nouveau que la série Y v, converge et

Zvn—22un

n=0

Exercice 25 : [énoncé]
Par produit de Cauchy de séries convergeant absolument

)y 1 +oo too n )k—l
ez nn' Z Z nn' nz:l; ! k.k!

Or

n 1 (_1)k71_
Z(n—k)! kk

k=1

o)

Il reste & montrer par récurrence sur n > 1 que

”il(—l)’f—l n :”il(—l)k—l ntl\ _ 1 (a-pmt
k k—1 P n+1 k n+1 n+1 n+1

Exercice 26 : [énoncé]
On peut écrire

. 1
Un = Z(“k x W)
k=0

La série Y v, est donc la série produit de Cauchy de Y u, et Y 5. Puisqu’elles
sont toutes deux absolument convergentes, la série > v, est absolument

convergente et
+o00o +oo +o00
S () (S5 ) 22

Exercice 27 : [énoncé]
Les termes de la somme définissant u,, sont positifs et celui d’indice 1 vaut
1/(n —1)* et donc
S B
n= (n —1)® no+too n&’
Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la divergence de la
série de terme général u,, pour tout o < 1.
Pour o > 1, on sait la convergence absolue de la série de Riemann Y, ., . On
réalise alors un produit de Cauchy de cette série par elle-méme en considérant

1
ap, = — pourn >1et ayp =0.
na

La série produit de Cauchy a alors pour terme général

n n—1
1
> antn—r =) En—kye
k=0 k=1

On peut donc affirmer la convergence absolue de la série de terme général u,, pour
a> 1.

Exercice 28 : [énoncé]

(a) Pour x = 0, la convergence de la série définissant f(0) est immeédiate.

Pour x # 0, la convergence (absolue) de la série définissant f(x) découle de la
régle de d’Alembert

xn+l
[CED) ’ _ =]

fl! n+1 notoo

0<1
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(b) Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes,
too ko n—k
_ r v

On fait apparaitre un terme 1/n! et un coeflicient du bindéme pour conclure :

+oo n

F ) =3 23 (et
n=0 " k=0
+oo

> %($+y)” = f(z+y)

n=0
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