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Enoncés

Intégrales dépendant d’'un paramétre

Convergence dominée

Exercice 1 [ 00921 ] [Correction]
Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

(b) vn = R

(a) u, = foﬂ/4 tan” z dx 0  zhreE

Exercice 2 [ 03800 ] [Correction]
Etudier la limite éventuelle, quand n tend vers +oo, de la suite

+oo n

X
I, = — = _dz.
/o Loz

Exercice 3 [ 00746 | [Correction]
Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

(b) Uy, = +00 " dx (C) Uy = +00 ™ dx

400 <in™
(@) un = [y Hrtdz 0zl 0 2Tl

2

Exercice 4 [o1771] [Correction]
Vérifier que la suite de terme général

+oo : t
w :/ sin(nt) dt
0

nt + t2

est bien définie et étudier sa convergence.

Exercice 5 [ 00926 | [Correction]

Calculer
—+o0

lim e !sin”(t) dt.
n—-4o0o 0

Exercice 6 [ 00927 ] [Correction]

Etablir que
+oo t2 -n +oo R
/ (1 + ) dt —— e " dt.
n

o n—-+o0o

Exercice 7 [o02s68 | [Correction]

Montrer que
oo dt
Uy = (—1)”/ —_
o (1+83)"

est définie pour n > 1.

Calculer
teo

En déduire la nature de la série de terme général w,,.

lim
n—4oo 0

Exercice 8 [o03s07] [Correction]
Montrer que la fonction f,, donnée par

In(1+z/n)

Jnl@) = z(1 4 2?)

est intégrable sur RY .

. - +oo
Montrer que la suite de terme général u, =n [, fn(z)dz converge vers une
limite & préciser.

Exercice 9 [02567 ] [Correction]

Soit f: [0;4o00[ — C continue.

On suppose que la fonction f converge en 400 vers une limite finie £.
Déterminer la limite quand n — +oco de

1 n
o= / f(t)dt.

Exercice 10 [oo150 | [Correction]
Soit f € CO(R4,Ry) bornée. On pose, pour n € N,

+oo
I, = / nf(t)e " dt.
0

Déterminer la limite de I,, quand n — 4o0.
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Exercice 11 [o00924 ] [Correction] Exercice 17 [o2s862 ] [Correction]
Soit f: Ry — R continue et bornée. Calculer
Déterminer la limite quand n — 400 de

+oo
/ _nf@) g
o 1+n2z?

Exercice 12 [o3650 ] [Correction]

li e n! d
im ——dzx.
n—+o0 /g [[iei (k+ )

Exercice 18 |[o3159 | [Correction]
Soit F' une application continue décroissante de R dans R, tendant vers 1 en —oco

Soit f: Ry — R de classe C! intégrable ainsi que sa dérivée. et vers 0 en +oo. Soient deux réels h et § vérifiant 0 < h < 9.
(a) Déterminer pour x > 0 (a) Déterminer la limite éventuelle de
o0 1
Lm ; ncost(sint)" f(at) dt. I, = /0 F(Vn(6t — h)) dt.
(b) Préciser le mode de convergence. (b) On pose

s S o2 ))

Exercice 13 [o04079 ] [Correction] i
Etudier
vn 2\" Déterminer un équivalent de S, lorsque n tend vers +oo.
lim (1 — ) dt
n—-+oo 0 n
. . Exercice 19 [02392] [Correction]
Exercice 14 [o00022] |Correction| Soit f une application réelle de classe C* sur [a;b] avec 0 < a <1 <bet f(1)#0.
Etudier n . Soit (f,) la suite de fonctions telle que
lirJrr1 (1 + ) e 2% dx.
n—+oo Jq n f(J?)
falz) = 1 p
+x
Exercice 15 [00923 | [Correction] (a) Déterminer la limite simple de (f,).

Déterminer un équivalent de .
quy (b) Etablir I’égalité suivante :

/On T (1 - Z>n 4 nEToo/ab fult)dt = /alf(t) dt.

. . (c) Montrer que
Exercice 16 [02982] [Correction] 1 2
n
/ £ fu (1)

Déterminer dt ~ — f(1).
n T n n
lim (cos ) dax.
n—-+4oo 0 n
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Exercice 20 [o02517 ] [Correction]
Pour n € N* et x € R, on pose

Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un segment [a; b].
Montrer que

lim / ful(2)g(z) dz = g(0).

n—-+oo

Exercice 21 [o04143] [Correction]
Soit f:[0;1] — R une fonction continue vérifiant f(1) # 0. Déterminer un
équivalent quand n tend vers l'infini de

1
I":/o " f(t) dt.

Exercice 22 [o04158 ] [Correction]
(a) Rappeler une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction dérivable
sur un intervalle soit strictement croissante.

(b) Soit f: [a;b] — R4 continue dont 'ensemble des zéros est d’intérieur vide et
n € N*.

Montrer qu’il existe une unique subdivision (xq, ...,z,) de [a;b] vérifiant :

Vi € [1;n], /9:11 f(z)dx = 1/abf(;v) dz.

(c) Soit g: [a;b] = R4 continue. Calculer

Exercice 23 [o04159 ] [Correction]
Soit a et b strictement positifs. On définit deux suites (a,) et (b,) par

Qn + bp,
2

ag=a,bp =betVn e Nja, 41 = yont1 = Vanby.

(a) Montrer que les suites (ay,,) et (b,) convergent vers une méme limite, notée
M(a,b).

(b) On pose

oo du

oo V(@ F )02 +u?)

T(a,b) =

Montrer

T(a;rb,«/%> = T(a,b).

On pourra utiliser le changement de variable u = %(t — “Tb)

(c) Montrer

7r
T(a,b) = .
(a’3 ) M(a,b)
Exercice 24 |[04945 | [Correction]
(a) Justifier l'existence de
teo dx
I, = ———— pourn € N*.
=l e

(b) Montrer que la suite (I,,),>1 converge et trouver sa limite.

(c) Etudier la convergence de > (—1)""'1,, et calculer son éventuelle somme.

Intégration terme a terme

Exercice 25 [o00928] [Correction]

Montrer
too R
dt = —.
| =Y

n=1

Exercice 26 [o37s1] [Correction]

Prouver I'égalité
1 2 +oo n
(Inx) (=1
de =2 —_ .
/0 112" Z(2n+1)3

n=0
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Exercice 27 [o00929 ] [Correction]

Etablir que
1 +oo n—1
Int —
/ - dt = E 7( ) .
o 1+1t2 (2n +1)2

n=0

Exercice 28 [o02864 ] [Correction]

Existence et calcul de
L Int
— 0 dt.

Le résultat est & exprimer a aide de ((2).

Exercice 29 [o0931] [Correction]

(a) Etablir
1 1
/ In(1 +¢) df — _/ Int gt
0 t o 1+t

"1+ S (-t
| ey

n=1

(b) En déduire

(c) Calculer cette somme sachant

2

n2 6

+oo1
"2

n=1

Exercice 30 [o00930] [Correction]

(a) Etablir
/1 arctantdt/l Int dar.
0 t o 1+t

(b) En déduire

1 +oo
tant 1"
/ arctant . _ Z (-1) .
, ¢ 2 (2n+1)2

Cette valeur est appelée constante de Catalan, elle vaut approximativement
0,916.

Exercice 31 [o2615] [Correction]
Pour n,m € N, on pose

(a) Calculer I,(n).
(b) En déduire

1 400
/ z %dx = E n-".
0 n=1

Exercice 32 [o2869 | [Correction]
Montrer

Exercice 33 [o2570] [Correction]
Soient p et k 2 entiers naturels, non nul. Soit f, ;: z — xP(Inxz)*.

(a) Montrer que f, 5 est intégrable sur |0;1]. Soit
1
Ky :/ 2P (Inx)” dz.
0

(b) Exprimer K, ; en fonction de K j_1.
(c) Exprimer J,, = fol(x Inz)"™ dzx en fonction de n.

(d) On pose I = fol x® dz. Montrer

400 _1)n
=3 e

Exercice 34 [o00934 ] [Correction]
Etablir que pour p > 2,

1 +oo
(Inz)? 1
/0 ———dx = (—1)p! E prsg

1—=x
n=1
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Exercice 35 [00933] [Correction]

Etablir
1 +oo n—1
T =
x
do = B
</0 e n"

n=1

Exercice 36 |[o03790 ] [Correction]
Pour tout n € N et tout € Ry, on pose

falz) =2"(1 - Vz).

(a) Montrer que

+oo .1 1
X
S parte= [ pe

(b) En déduire la valeur de

+oo 1
nz::l (n+1)(2n+3)"

Exercice 37 [o03268] [Correction]

Montrer
2T 400
2T
2cosx
e dx = .
/ =Y =

n=0

Exercice 38 [02439] [Correction]
Soient a € C, |a|] # 1 et n € Z. Calculer

27 eint
[
0

Exercice 39 [o03214] [Correction]
Montrer que

+oo tefat +oo 1
Ya,b >0 ——dt = B
@0 >0 /0 1 —ebt n;) (a+bn)?

Exercice 40 [00935 | [Correction]

Déterminer la limite quand n — +oo de

1 +oo —z/n
1 / e g
nJty 14cos?zx

Exercice 41 [00939 | [Correction]
Soient o > 0, n € N. On pose

up (@) =

/2
/ (sint)*(cost)™ dt.
0

(a) Nature de la série de terme général u,(1).

(b) Plus généralement, nature de

(c) Calculer Y 7 | u, () pour a
Exercice 42 [o2s807 | [Correction]

(a) Pour (m,n) € N2, calculer

Pour p € Z, montrer I'existen

(b) Calculer Sp et S_;.

la série de terme général u, ().
=2,3.

1
/ 2™(1 —2x)" da.
0

ce de

(c) Sip e N, proposer une méthode de calcul de S,,.

Exercice 43 [o02641 | [Correction]
n désigne un entier naturel non nul.

(a) Justifier que l'intégrale

est définie.

+o0 n2_$2
RIS
0 (n? + 22)
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(b) Soit a > 0. Calculer

a 2 2
/ 772 a: dex.
o (n?+ x2)2
+oo 2 .2
/ o
o (n2 + 22)2

TL —ZL'
Z/ n2+x22dx.

(c) Soit a > 0. Montrer que la série

En déduire la valeur de

puis de

+
X 2 g2
§ : 2 2)2
— (n®+2?)
converge uniformément sur [0;a], puis que
a +oo —+o0 a
Z 21 12) dz = Z 242
(n?2+x - +a
(d) En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer
—+oo

. Z a
llm ﬁ.
a—+00 n°+a
n=1

(e) En déduire que l'intégrale

+oo
Feo n? — a?
IV % 5 dz
(n?+x
est convergente et donner sa valeur.
Comparer avec le résultat obtenu en b). Qu’en conclure?

Exercice 44 |[o02438] [Correction]

(a) Démontrer la convergence de la série de terme général

n!
Ay = n7

(b) Comparer
+oo
a, et n/ the~ " dt.
0

(c) En déduire :

f an = /+00 7te_t dt
— "y (I—tet)2 T
Exercice 45 [ 02445 | [Correction]

On pose
|
I, = dt
" /0 14t
pour tout entier n > 0.

(a) Trouver la limite ¢ de (I,).
(b) Donner un équivalent de (¢ — I,).

(c) Justifier
'In(l4y) = (D
L W= Gr

(d) Donner un développement asymptotique & trois termes de (Ip,).

Exercice 46 |[o02612] [Correction]

(a) Déterminer la limite ¢ quand n — +oo de

L |
I, = dt.
" A 14+t

I, —¢.

(b) Donner un équivalent de

(c) Justifier
too 1)k—1

0

(d) En déduire un équivalent de

1
/ In(1+¢")dt
0

et donner un développement asymptotique a trois termes de I,,.
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Exercice 47 [o02840] [Correction]
(a) Si(s,A) € R x C, quelle est la nature de la série de terme général

/\n
s(s+1)...(s+n)

pour n > 07 A ) fixé, on note Ay 'ensemble des s > 0 tels que la série
converge, et on note Fy(s) la somme de cette série.

(b) Calculer limg_,sup A, Fr(S).
(c) Donner un équivalent de F)(s) quand s — inf Aj.
(d) Sin > 1, calculer :

1
/ (1—y)* 'y" dy.
0

(e) En déduire une expression intégrale de F(s).

Exercice 48 [o02866] [Correction]
Soit (an)n>0 une suite bornée. Calculer

+oo +oo tp
: —2t
ngrfoc ; e E ap— | dt.

p=n

Exercice 49 [o2s870] [Correction]

_ +oo 1

Siz > 1, on pose ((x) = >~ ~=. Montrer

Exercice 50 [oo0118] [Correction]

Soit, pour n € N,
/2 - n
Up, :/ (cos( sinx)) dzx.
0 2

(a) Etudier la convergence de la suite (uy,)n>0-

(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 51 [o32s87] [Correction]
Donner la nature de la série de terme général

+oo
Uy = / e teos? tdt.
0

Exercice 52 [o2583] [Correction]
Soit n € N*.

(a) Ensemble de définition de

e at
b=, e

(b) Montrer que si x > 1, > I,(x) diverge.
(c) Calculer I,,(2) pour n > 1.

Exercice 53 [o1102] [Correction]

(a) Donner les limites éventuelles en +oo des suites de termes généraux

1 +o00
U, = / L et V, :/ L
0 (1 +t3)” 1 (1 +t3)"

(b) Quelles sont les natures des séries

ZUn et Zvn?.

n>1 n>1
Exercice 54 [ 02360 ] [Correction]
Pour n € N*, soit f,, I’application définie par

2sh(zx) . .

o sixe]0;+o00

fn(x) — {e 1 ] 7] [
« six=0.

(a) Pour quelle valeurs de « la fonction f,, est-elle continue ?
Dans la suite, on prendra cette valeur de a.

(b) Montrer que f,, est bornée.
¢) Montrer que [ n(x) dx existe pour n > 2.
(c) que [, p
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(d) Exprimer f0+°o fn(z) dz comme la somme d’une série.

Exercice 55 [02609 ] [Correction]

Pour n > 1, on pose
;o /+°° dt
"= Grer

(a) Déterminer la limite de la suite (I,).
(b) Etablir que pour tout entier n > 1,

3n — 1In-
3n

In+1 -

(c) Déterminer a € R tel qu’il y ait convergence de la suite de terme général
Uy, = In(n*L,).

(d) En déduire la convergence de la série

1
> I

n>1

et exprimer sa somme & ’aide d’une intégrale.

Exercice 56 [o04144 ] [Correction]

(a) Pour k € N*, calculer

1
Ik:/ th=1n(t) dt.
0

(b) Pour n € N, on pose
+oo k-1
(=D
Rp= ), —5—
k=n-+1
Exprimer R, a l’aide d’une intégrale.

(c) Calculer

“+o0
> R
n=0

Intégration terme a terme par les sommes partielles

Exercice 57 [00936 ] [Correction]
Montrer que, pour a > 0

Exercice 58 [o00942 ] [Correction]
Pour tout o > 0, établir que

1 a—1 +oo n
-1

R S

o 1+=z —nta

Exercice 59 [02s863] [Correction]

(a) Etablir pour a,b > 0 I’égalité

1 ja—1 +oo n
t (-1
at = :
/O 1+ > a+ nb

n=0

(b) Calculer

“+o0
(="
Z 3n+1

n=0

Exercice 60 [ 02437 | [Correction]
Montrer N N
+o0 T -1 n—1 0 -1 n—1
[ ey B
0 — n?+t 2 — n
n=1 n=1

Exercice 61 [o04155] [Correction]
Soit p € N*. Pour tout n € N, on pose

+o0 P
Som [
0 et —1

(a) Montrer l’existence de l'intégrale définissant S),.
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(b) Pour a,b € N*, on pose
+oo
T(a,b) = / e dt.
0

Simplifier I’expression de T'(a, b).

(¢) Montrer que pour tout naturel n
“1
So = p! Z W + Sn
k=1

(d) Montrer que la suite (S,,) converge vers 0.

(e) Montrer

00 1
— IE
So—p. k}p+1-
k=1

Etude de fonctions concrétes

Exercice 62 [00534 ] [Correction]

(a) Justifier que l'intégrale suivante est définie pour tout z > 0

1 tmfl
f(ac):/o .

(b) Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.

(c) Calculer f(z)+ f(x + 1) pour z > 0.

(d) Donner un équivalent de f(z) quand z — 0T et la limite de f en +oc.

Exercice 63 [o03658 ] [Correction]

On pose
400 et
F(z) = / dt.
0 1+t

(a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout x > 0.
(b) Montrer que F est de classe C* sur [0; +o0].
(c) Calculer F™)(0) pour tout n € N.

Exercice 64 |[oo0s3s8] [Correction]
Soit
+o0 e~ Tt
1"
o 1+2?

Montrer que F' est solution sur R de limite nulle en +oo de I’équation
différentielle 1

vty =—.
Xz

Exercice 65 |[o00537 ] [Correction]

Soit .
“+o0 efmtz
frx— / dt.
0 1+41¢2

(a) Montrer que f est définie et continue sur R .
(b) Montrer que f est dérivable sur R et solution de ’équation différentielle

y—y’=ﬁ
21’

Exercice 66 |[o00532] [Correction]

Soit )
(x) B /+oo e~z ¢t
K= T
(a) Calculer ¢g(0) en réalisant le changement de variable ¢t = 1/u.

(b) Etudier les variations de g sur son domaine de définition.

(c) Etudier la limite de g en +o0.

Exercice 67 [o0531 ] [Correction]

Soit
f |—>/+Oo dt
X — -
o l+ad+t

(a) Montrer que f est définie sur R,.
(b) A T’aide du changement de variable u = 1/¢, calculer f(0).
(c) Montrer que f est continue et décroissante.

)

(d) Déterminer lim o, f.
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Exercice 68 [00533] [Correction] (a) Montrer que f est définie et continue sur €.
Soit "2 st (b) Donner un équivalent de f(z) quand = tend vers —1.
fra— / P dt. (c) Donner un équivalent de f(z) quand Re(z) — +oc.
0
(a) Montrer que f est définie, continue sur R . Etudier les variations de f.
(b) Déterminer les limites de f en 07 et +oc. Exercice 72 [o2s71] [Correction]
(c) Déterminer un équivalent de f en 0T et +oo. Pour z € R, on pose too
(@) / sin(xt) q
€T) =
0 et -1
Exercice 69 [ 00536 ] [Correction] (a) Définition de f.
Soit, f la fonction donnée par (b) Continuité et dérivabilité de f.
/2 (c) Ecrire f(1) comme somme de série.
@) = / sin” (£) dt.
0
(a) Montrer que f est définie et positive sur |—1;+oo]. Exercice 73 | 02852 ] [Correction]
L o ) On pose, pour x > 0,
(b) Montrer que f est de classe C' et préciser sa monotonie. 1 [+®] _ etz
(c) Former une relation entre f(x + 2) et f(x) pour tout > —1. fla) = 5/0 1+ 2 dt.
(d) On pose pour z > 0, Montrer que f est de classe C? sur ]0; +oo] et trouver des équivalents simples de f
p(x) =af(z)f(z—1). en 0 et en +o0.
Montrer que
Vo > 0,0(z+1) = p(x).
. Exercice 74 [03324] [Correction]
Calculer p(n) pour n € N*. Pour x > 0, on pose
(e) Déterminer un équivalent a f en —17. () ¢ de

VIV — e

(a) Montrer que f est définie et continue.

Exercice 70 [ 02850 ] [Correction] (b) Déterminer les limites de f en 0" et +oo.

Montrer que, pour tout x réel positif,

oo arctan(x/t) ? Int
0 1+¢2 dt = o 22— 1 d. Exercice 75 [o03621] [Correction]
(a) Déterminer le domaine de définition de
Exercice 71 [o02875] [Correction] fa) = /x cos? t it
Soit @ ={z € C|Rez > —1}. Si z € Q, on pose 1t

fz) =

/1 + My (b) Donner un équivalent de f en 0 et en +oco.
o 1+t
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Exercice 76 |[o03760 ] [Correction] Calcul de fonction intégrale

(a) Déterminer 'ensemble de définition de
Exercice 80 [o2s874] [Correction]

1 dt -,
f(z) :/ . Etudier
0 /t(1 —t)(1 — 22t) F /1t_1t$dt
DT — .
(b) Donner la limite de f en z = 1. o Int
Exercice 77 [ 03736 | [Correction] Exercice 81 |[o3sss] [Correction]
On pose too do (a) Montrer que 'application g: x fol tlwn’tl dt est définie sur |—1; +o0l.
fla) = / o1t (b) Justifier que g est de classe C! et calculer ¢/(z).
0 . L
(a) Btudier I'ensemble de définition de f. (c) En déduire une expression simple de g(z) pour x > —1.
(b) Donner un équivalent de f en 0.
(c) Montrer que le graphe de f admet une symétrie d’axe = = 1/2. Exercice 82 [00546 ] [Correction]
(d) Montrer que f est continue sur son ensemble de définition. Soit 4% gin(at)
(e) Calculer la borne inférieure de f. F:zm— / %e_t dt.
0

Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA
(a) Justifier que F est définie et de classe C! sur R.

Exercice 78 [o02s56 | [Correction] (b) Calculer F'(x).
Pour 2 > 0, on pose (c) En déduire une expression simplifiée de F'(x).

1
1
F(az):/ 2 g
o t+=x

(a) Montrer que F est de classe C! sur ]0; +o0.

Exercice 83 [o2s873] [Correction]

Pour tout z réel, on pose
(b) Calculer F'(x) et en déduire ’expression de

T cos(x o0 gin(z
G(x) = F(x) + F(1/x). flx)= /0 \;it)e_t dt et g(z) = /0 \(/Zt)e_t dt.

Existence et calcul de ces deux intégrales.

(c) Soit @ € R. Calculer

/1 t—1 Int "
t+1t242tch(®) +1
0 ©) Exercice 84 [ 00553 ] [Correction]

Soit
E)Fercice 79 [ 03889 | [Correction] Flo.y) oo g—wt _ o=yt 4t avec 2.y > 0.
Soit 0 t
+oo efxt
g:x = 1+t dt. Pour y > 0, montrer que x +— F(z,y) est de classe C! sur R* et calculer
0
Montrons que g est solution sur R%} de I'équation différentielle oF (2.9)
—(z,y).
1 or Y
-y +y=—
x En déduire la valeur de F(z,y).
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Exercice 85 [o02611] [Correction]
On pose

+oo —t _ —2t
F(z) = € T cos(at)dt.
0 t

(a) Quel est le domaine de définition réel I de la fonction F'?
(b) Justifier que la fonction F est de classe C! sur I.

(c) Exprimer F'(z) a I’aide des fonctions usuelles.

Exercice 86 [o03311] [Correction]
Soit a, b deux réels strictement positifs.

(a) Justifier 'existence pour tout = € R de
+oo —at _ ,—bt
F(z) = / % cos(xt) dt.
0

(b) Justifier que F est de classe C! sur R et calculer F’(z).
(c) Exprimer F(x)

Exercice 87 [o0548] [Correction]

On pose
+oo e(flJrir)t
Zi T / —Fdt
0 Vi
et on donne f0+°° et dt = /7/2.
(a) Justifier et calculer z(0).
(b) Montrer que z est définie, de classe C! sur R et

-1

2 (z) = 5t l)z(x)

(c) En déduire 'expression de z(x).

Exercice 88 [o03655] [Correction]
En dérivant la fonction déterminer ’expression de la fonction

+oo 5
g(x) = / e el dt.

— 00

Exercice 89 [o3656 | [Correction]

(a) Existence de
+o0
F(z) = / et ch(2xt) dt.
0

(b) Calculer F(z) en introduisant une équation différentielle vérifiée par F.

(c) Calculer F(x) directement par une intégration terme a terme.

Exercice 90 [ 00555 | [Correction]
Ensemble de définition, dérivée et valeur de

oo In(1 + In(1+ 2%t?)
— dt.
fra / T

Exercice 91 [o3660 ] [Correction]
Pour z > 0, on pose

w/2
F(x) = /0 In(cos?(t) + z” sin®(t)) dt.

(a) Justifier que F est définie et de classe C! sur ]0; +oo|.
(b) Calculer F'(z) et en déduire un expression de F'(x).

Exercice 92 [o2ss81 | [Correction]

Existence et calcul de 5
T In(1 t
/ n(1 + z cost) it
0 cost

Exercice 93 [ 00556 | [Correction]
Soit
/2
F(r) = / In(1+ z sin? t)dt sur [0; 400l
0

(a) Justifier que F est bien définie et continue.
(b) Etudier la dérivabilité sur [0;4oo[ et donner 'expression de sa dérivée via le
changement de variable u = tant.

(c) Etablir que

F(z)=n(In(1+ V14 2)—1n2).
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Exercice 94 [o2s876 ] [Correction]

Existence et calcul de N ( ) 2)
* In(z* + ¢
= — 2 dt.
1(@) /O 1+ 2

Exercice 95 [o0551 ] [Correction]
Soit

t

Pn(1 + 2tcosz + t2
F(x)z/ ( )dt.
0

(a) Justifier que F' est définie et de classe C! sur [0;7/2)]

(b) Calculer F'(x) sur [0;7/2]

(c) Donner la valeur de F'(0) puis celle de F'(z) sachant
+oo (_l)k—l 2

k2 12°
k=1

Exercice 96 [o00552] [Correction]
Pour n € N* et x > 0, on pose

Justifier existence de I,,(z).

(a
(b) Calculer I (z).

b
(c
(d

— ~— ~— "

Exprimer I,,(x).

Exercice 97 [o03619 ] [Correction]
Soit F' la fonction définie par :

= [ et
0 t(1+t2)
(a) Montrer que F est définie et de classe C' sur R,.
On admet I'identité

x2—1 x?

Justifier que I,,(x) est de classe C' et exprimer I/, ().

1

A+ a22)(1+82)  1+a262

valable pour tout x et ¢ dans R

14¢2

(b) Déterminer l'expression de F'(x).

Exercice 98 |[04944 | [Correction]

Soit
+oo —xt
e sint
F:zw— / —dt.
O t

(a) Justifier que F est définie et de classe C* sur R et calculer F'(x).

(b) En déduire une expression simplifiée de F(z) pour tout z > 0.

Etude théorique

Exercice 99 [o0540 ] [Correction]

Soit f une application continue de R x [a;b] dans R.

Expliquer pourquoi f est uniformément continue sur S X [a;b] pour tout segment
S de R.

En déduire que F: z — fab f(z,t) dt est continue sur R.

Pour x € R, on pose g(x) = fol e®t dt. A Paide de la question précédente, étudier la
continuité de g. Retrouver le résultat en calculant g(x).

Exercice 100 [ 00544 | [Correction]
Soient f: I Xx R — R et u,v: I — R continues.
Montrer la continuité de la fonction

v(z)
T / flz,t)de.
u(z)

Exercice 101 [o37s6 | [Correction]
Soit f: R — R de classe C* vérifiant f(0) = 0.
Montrer que la fonction

f(z)

g:x— —=
T

se prolonge en une fonction de classe C* sur R et exprimer ses dérivées
successives en 0 en fonction de celles de f.
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Exercice 102 [ 00294 | [Correction]
Soient f: I — R une fonction de classe C* et a € R tels que

= fleV(a) = 0.

(a) Montrer qu’on a pour tout z € I

fla) = [ e ar

(b) En déduire qu’on peut écrire f(x) = (z — a)*g(x) avec g de classe C* sur R.

Exercice 103 [o04195 ] [Correction]
Soit f: R — R définie par f(z) = 222 sj z # 0 et f(0) = 1.
Montrer que f est de classe C* sur R et vérifier

1
(n)
su t) < .
teRp’f ( )| “n+1

Transformée de Fourier et intégrales apparentées

Exercice 104 [o0s47 | [Correction]
On pose

+oo s
Z: x+—>/ e~ 142" q¢
0

(a) Montrer que z est définie, de classe C! sur R et vérifie

(b) En déduire l'expression de z(z) sachant z(0) = /m/2.

Exercice 105 [o03211 ] [Correction]
On considére
+o0 elte
on [ St
v o 1+¢2

(a) Montrer la définie et la continuité de ¢ sur R.

b) Montrer que ¢ est de classe C! sur R* et montrer que
( que ¢ q
+oo itz
te
! =1 ——dt.
4 ((E) 1/0 1 + t2

(c) Montrer que pour = > 0,

+oo i
(2 :i/ Y
v (@) R

et déterminer un équivalent de ¢'(z) quand x — 0F.

(d) La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 106 [ 02499 | [Correction]
On étudie

f(z)= /0+00 et cos(zt) dt.

(a) Donner le domaine de définition de f.
(b) Calculer f en formant une équation différentielle.

(c) Calculer f en exploitant le développement en série entiére de la fonction
cosinus.

Exercice 107 [ 00554 | [Correction]
Existence et calcul de

+o0 5
g(x) :/ e " cos(wt) dt
0

sachant g(0) = \/m/2.

Fonction d’Euler

Exercice 108 | o0s60 | [Correction]
Démontrer que la fonction

—+oo

T:z— " le7tdt

0

est définie et de classe C* sur ]0; +o0].
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Exercice 109 [oos61 | [Correction]

(a) Démontrer que la fonction I' donnée par

+o0
Ix) = / t* et dt
0

est définie et continue sur ]0;+ool.

(b) Démontrer que la fonction I est de classe C? sur ]0;+o0].

(c) En exploitant l'inégalité de Cauchy Schwarz, établir que la fonction

2+ InT(z) est convexe.

Exercice 110 [oos62 | [Correction]
L’objectif de cet exercice est de calculer

—+oo
/ In(t)e " dt.
0

(a) Montrer que pour tout t € [0;n],

¢ n—1
0< <1 — ) <ee
n

n ¢ n—1 +o00
lim In(t) (1 - ) dt = / In(t)e~ " dt.
0 0

n—-+oo n

(b) Etablir que

(c) Observer que

n n—1 1 N n__
/ln(t)(l—t> dtzlnn+/ A-w=1,,
0 n 0 u

(d) Conclure que
—+o0
/ In(t)e " dt = —y
0

ol v désigne la constante d’Euler.

Exercice 111 [o02635 ] [Correction]
On rappelle f0+oo et dt = @
Pour x > 0, on pose

+oo
T'(z) = / e tt" 1 dt.
0

(a) Montrer que cette fonction est définie et indéfiniment dérivable sur ]0; +o0].
On étudiera la régularité en se restreignant & = € [a;b] C ]0;400].

(b) Calculer I'(n 4 1) pour n € N.

(c) En réalisant le changement de variable t = n + y/n, transformer 'intégrale
I'(n+1)en

n +oo
Vi [ nway

v*/2 pour —vE <y <0 et

ou fn(y) =0 pour y < _\/'Ea 0< fn(y) <e”
> 1.

0< fuly) <(1+y)e ¥ poury >0ett

(d) En appliquant le théoréme de convergence dominée établir la formule de
Stirling :

nn
(¢

Exercice 112 [ 02537 | [Correction]

(a) Donner le domaine de définition de la fonction
+oo
izw— / t* et dt.
0

(b) Calculer l'intégrale

L(z) = /On ! (1 — fj dt.

(c) Expliquer rapidement pourquoi (1 — £)" converge vers e~* et montrer que

n*n!

li .
n"sHoo z(z+1)...(x+n)

I(z) =

Exercice 113 [ 00941 | [Correction]
Etablir que pour tout z > 0

/lt“ g *f (-1
0 ¢ N nl(z+n)

n=0
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Applications au calcul d’intégrales

Exercice 114 [o03654 | [Correction]
L’objectif de ce sujet est de calculer

Pour z > 0, on pose

F(z) = ; mdt

Justifier que la fonction F' est bien définie
Déterminer une équation linéaire d’ordre 1 dont F est solution sur ]0;4o00].

(a)

(b)

(c) Calculer F(0) et la limite de F en +oo0.
)

(d) En déduire la valeur de 1.

Exercice 115 [o02638 ] [Correction]
On pose, pour z > 0,
+oo
1—cost
F(z) = / e_zt$ dt.
O t
(a) Montrer que F est continue sur [0;+oo[ et tend vers 0 en +oo.

(b) Montrer que F est deux fois dérivable sur ]0;4o00[ et calculer F”'(x).
(c) En déduire la valeur de F'(0) puis la valeur de I’intégrale convergente

+oo s
sint
[t
O t

Exercice 116 [oos42 | [Correction]

(a) Justifier la convergence de l'intégrale

+oo :
t
1:/ sint -
0 t

(b) Pour tout = > 0, on pose

+oo —xt
t
F(as):/ %dt.
0

Déterminer la limite de F' en +occ.

(c) Justifier que F' est dérivable sur |0;+oo[ et calculer F”

(d) En admettant la continuité de F' en 0 déterminer la valeur de I.

Exercice 117 | 00543 | [Correction]
Pour z € Ry et t > 0, on pose f(z,t) = e **sinct ou sinc (lire sinus cardinal) est

la fonction ¢ — 2% prolongée par continuité en 0.
Pour n € N, on pose

(n+1)7w
un(x):/ T e dr.

a) Montrer que u,(x) = (— gn(z,u) du avec g, (z,u) qu’on explicitera.
Mont n™ s d ’ licit
(b) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément
sur R;.
c) On pose U(x) = > _,un(x). Justifier que U est continue et expliciter U sous
0 U = Justifi U est continue et expliciter U
la forme d’une intégrale convergente.
(d) Montrer que U est de classe C! sur |0; +oo[ et calculer U’(x).
(e) Expliciter U(x) pour z > 0 puis la valeur de

+oo s
U(0) = Ly
t

0

Exercice 118 [ 02372 ] [Correction]

Pour z € R, soit
+oo ;
sint
f(z) z/ AP o—te g,
0 t

(a) Justifier la définition de f(x).

(b) Montrer que f est classe C* sur R

(c) Calculer f(x)siz e RY.

(d) Montrer que f est continue en 0. Qu’en déduit-on ?

Exercice 119 [oos50 | [Correction]
Soit F' la fonction définie par :

[T arctan(at)
F(z) = /0 Tt dt

(a) Montrer que F est définie et de classe C* sur R,.
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(b) Déterminer l'expression de F'(z).

(c) Calculer
/ +°° arctan? t
——dt.
0 t?

Exercice 120 [o03312] [Correction]
(a) Montrer que pour tout > —1

1 T
In(1 + xt) In2 T 9 In(1+41t)
/O —T dt = 3 arctanx—l—gln(l—&-x ) —/0 T e dt.

(b) En déduire la valeur de

1
1
/Mdt_
o 1+t

Exercice 121 [o4177] [Correction]

(a) Déterminer le domaine de définition réel de

/2
Fla) = / arcta:(xetan 0) a0,
0 an

(b) Calculer F(z).

(c) En déduire les valeurs de

/2 0
/0 tan 6 a0

w/2
/ In(sin 6) d6.
0

et de
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Corrections Sans difficultés, par le théoréme de convergence dominée

A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.

(a) Sur [0;7/4], tan™ z LN |tan" x| < 1= @(z) intégrable sur [0; /4] donc et donc

/4
un—>/ 0dx = 0.
0

1
Exercice 1 : [énoncé] / |sin™?(z)|dz — 0
0

1 _:.n

sSmm - x

/ 5 dz — 0.
O x

+oo in +00 |3 n
sin” x sinx
5 dz| < 7| 2| dz.
1 x 1 T

Aussi

(b) Sur [0;+00[, mor Ve, f(z) avec f(x) =e * sur [0;1] et f(z) =0 sur
1; . on
J15oo] Or % <5, f(z) avec f(x) = 0 pour tout = # /2 [x].
1 —z _ g . com
De plus | 75| < e7" = ¢(z) avec ¢ intégrable sur [0; 400 donc De plus |S“;f‘ < & = () avec ¢ intégrable sur [1;+oo[ donc
1 +00 |4 n 400
-1 |sin z|
vn%/e*zdx:e . / 5 dm—>/ flz)dz =0
0 € 1 T 1
puis u, — 0.
Exercice 2 : |énoncé| (b) On écrit ) oo
En découpant 'intégrale _ a" da a" dw
Up = .
a2 41 znt2 41
1 " +oo " 1
I, = ——dz+ ——dux. On a
! /0 T an2 O /1 rran /1 " da ‘</1 nq 1
— | < 2" dx =
En appliquant le théoréme de convergence dominée aux deux intégrales, on obtient 0 "t 41 0 n+1
t
+° 4 € +oo nq oo g
1 1 "2 4+ 1 notoo Jg x
en vertu du théoréme de convergence dominée et via la domination
Exercice 3 : [énoncé] znf;+1 < L sur [1;4o0.

A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.

(a) Ici, on ne peut appliquer le théoréme de convergence dominée sur [0 ; +o0] Ams‘l un -1
aprés une majoration de [sinz| par 1 car la fonction dominante o(z) = 1/22 (¢) On écrit ) .
ne sera pas intégrable sur |0; +oo[. Pour contourner cette difficulté, on Uy = / z"da / z™da ‘
découpe l'intégrale. 0 x+1 1 a4

400 :..n 1 . n 400 :..n
sin” x sin” x sin” x 1 1
un:/ 5 dz:/ 5 dl’+/ 5— dz. a" dx < 2 de = 1
x x x 2n — -
0 0 1 0 =" +1 0 n+1

Lgin" 2 Too g dy oo dg 1
5 dz 7| S — =
0o T 1 zén +1 1 . n-—1
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donc u,, — 0. On a
On peut aussi appliquer le théoréme de convergence dominée mais c’est Fult) = et sin™ (1) 55 1)
moins efficace.
avec
0 sit+#m/2[r]
. S f =9 .
Exercice 4 : [énoncé] e sinon.
Posons ) .
sin(nt) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux et
fnit— pvEL

) <e ™t =o(t
La fonction f,, est définie et continue par morceaux sur |0 ; +oo]. ’fn( )| - e (t)

t
Quand ¢ = 0%, fu(t) ~ 7% — 1. avec ¢ continue par morceaux intégrable sur [0;4oo[ donc par convergence
Quand t — +o0; f,(t) = O<t12) dominée : . .
3 —t i _ _
On peut donc affirmer que f, est intégrable sur ]0; +oo. i , oo (t)dt = /0 ft)dt =0.

Pour ¢ € ]0; +o0].

Quand n — 400, f,(t) =0 <Tll) donc la suite (f,,) converge simplement vers la
Exercice 6 : [énoncé]

f i lle. . i
onction nulle Les fonctions données par

De plus, pour ¢t < 7/2, on a, sachant [sinu| < |u],

fa(t) = (1+¢%/n)"

nt
|fa(t)] < 5 <1 sont définies et continues par morceaux sur R.
nt+1 . . . —t2 1. .
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers f avec f(t) = e~* définie et
et pour ¢t > /2, continue par morceaux sur R.
1 1 : . -1
‘fn(t)‘ < < Soit ¢t € R fixé et considérons
nt+t t
) 2
Ainsi | f,]| < ¢ avec prx —zln(l+1t°/x)
it 1 ) S%tE[O;?T/Q] définie sur [1;4o0].
1/t*  sitelm/2;+o0]. En étudiant le signe de ¢, on démontre ¢’ est croissante. Or lim o, ¢’ =0 et

donc ¢’ est négative.

La fonction ¢ étant intégrable sur ]0; 4+o00[, on peut appliquer le théoréme de ) o .
La fonction ¢ est donc décroissante et par conséquent, pour tout n € N*

convergence dominée et affirmer
£2

Un — /O+Oo 0dt = 0. |[fn(0)] < <1 M n)" ~ eplem) = exple(l)

1
B

La fonction ¢ ~— 1/(1 + t?) est intégrable sur R.
Exercice 5 : [énoncé] Par convergence dominée
La fonction intégrée ne converge pas simplement en les ¢ = 7/2 + 7 [27]. Pour oo o oo
contourner cette difficulté on raisonne a I’aide de valeurs absolues. / (1 + t) dt . ot dt.
+oo 400 n
/ e 'sin™(t) dt‘ < / e~ |sin” ¢| dt.
0 0

oo n—+oo — s
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Exercice 7 : [énoncé]

La fonction t ﬁ est continue par morceaux sur [0;+oo[ et on observe

1 1
(1 + t3)7 t1o0 31
dt
(1+t3)"
Par application du théoréme de convergence dominée (en prenant (t) =
pour dominatrice), on obtient

avec 3n > 1 donc l'intégrale f0+°o est bien définie pour n > 1.

1
1+t3
Too gt

li =0
note Jy o (48"

La décroissance de (|u,|) et la positivité de 'intégrale étant des propriétés

immeédiates, on peut appliquer le critére spécial et affirmer que 3 u,, converge.

Exercice 8 : [énoncé]
fn est définie et continue par morceaux sur ]0; 4ol
Quand z — 0%, f,(z) — %, on peut donc la prolonger par continuité.

Quand = — +o0, f(z) =0 ;—2 .

Par suite f,, est intégrable sur ]0; +oo|.

Up = /+OO nin(l +o/n) dz
0

(1 + x2)
Posons (1 /n)
nin(l +x/n
gn() 2(1 + 22) nfn(x)
Pour z > 0, quand n — 400, g,(z) — H%

De plus, sachant In(1 + u) < u, on a |gn(z)| < H_% = ¢(x) avec ¢ intégrable.

Par convergence dominée,
teo dx T
Up — =—.
" o l4+a2 2

Exercice 9 : [énoncé]
Par changement de variable

1

Par convergence dominée

Exercice 10 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

+o00
I, = / f(u/n)e™ du.
0
Par convergence dominée, sachant

[F(u/m)| < [[fllse™ = o(w)

avec  intégrable, on obtient

+oo
I, —>/0 f(0)e™* du = f(0).

Exercice 11 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nx,

[y (TP

1+ n222 1+ u?

Posons alors f,: u + fl(-% ") définie sur R,

La suite de fonctions (f,) converge simplement vers

, f(0)
foo: u— Ik

Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur R .

ate)] < 320 = o)

avec @ intégrable sur R .
Par convergence dominée,

T nf(z)
/0 1+ n2a? dz

Exercice 12 : [énoncé]

(a) Pour z > 0, posons

+oo
up(z) = /0 ncost(sint)" f(xt) dt.
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L’intégrabilité de f assure que u,(z) est bien définie. et donc A
Puisque f’ est intégrable, la fonction f converge en +oo et, puisque f est / |sin(u/x){n+1 du < A
aussi intégrable, f tend vers 0 en +oco. Par intégration par parties, on obtient o VA
1 .
alors n +00 Pour z < 4A/7, on a par changement de variable
_ : n+1 ’
un(x) = — / (sint)" " raf(xt) dt.
n+1 0 A 1 Az 1
. _ . n
Posons gn(x) = [sin ¢! a.f(xt) dt. /0 |sin(u/z)|"" du = x/o [sint]""" dt.
Chaque fonction g,, est continue par morceaux. )
La suite de fonctions (g,) converge simplement vers une fonction continue Pour k entier tel que km < A/z < (k+ 1)
par morceaux, nulle en chaque = # 7/2 + k. A (k+1)m .
La fonction limite simple est continue par morceaux. / |sin(u/x)|n+1 du < x/ lsin¢|" T dt = z(k + 1) / (sint)" ! dt.
Enfin on a la domination 0 0 0
|lgn(@)| < xf'(xt) = p(t) Or z(k+1)m < A+ azm < 5A et donc
. A A ™
. A
:EE;VGC la fonction ¢ 1ntf3g’rab1e ‘sin(u/x)’n—H du < oA (sin £+ dt.
ar convergence dominée o T Jo

Finalement, pour tout z > 0,

5AM

|un(2)] < —

/W(‘ t)"“dt+7AM +
t i sin 15
et par comparaison 0 \/in—i-l

up(x) ——— 0.
no+oo et donc pour n assez grand, on a pour tout x > 0.

(b) On vient déja d’obtenir une convergence simple de la suite de fonctions (u.,)
vers la fonction nulle. Montrons qu’en fait il s’agit d’une convergence
uniforme.

Par changement de variable

’un(x)| < 2e.

Il y a donc convergence uniforme vers la fonction nulle.

+oo
n , n
Un(@) = ] /0 (sin(u/z))" " f' (u) du, Exercice 13 : [énoncé]
Posons
Soit & > 0. Puisque la fonction f est intégrable, il existe A € R tel que (1 _ t2/n)n sitel0;n]
n(t) = ’
Fo0 Ja®) 0 sinon.
/ ‘f’(u)’ du<e
A Pour ¢ € [0; +oo[, & partir d'un certain rang ¢ > \/n et
et alors 2\ /2 ,
A . fn(t)(1> exp(nln(l))%et .
|un(z)] < M/ ‘sin(u/az)|wr du + € avec M = max |f'(u)]. " n
0 u€[0;A] 2
Ainsi, la suite (f,) converge simplement vers f: ¢ — e™t".
Pour z > 4A/m, on a En vertu de l'inégalité In(1 + u) < u, on obtient
u A 7 2
Tue0;4,0< - << [fa@®)] < e = o(t)
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et ce que t € [0;+/n] ou non.
La fonction ¢ est intégrable sur [0;4o00].
Par application du théoréme de convergence dominée,

v £2\" too
lim (1— ) dt:/ et dt.
n—+4oo 0 n 0

Exercice 14 : [énoncé]
Posons

0 sinon.

n@w:¥1+WM" siz € [05n)

Pour z € [0;400], & partir d’un certain rang x > n et

fulz) = (1 + x>ne_2”” = exp (n In <1 + m) — 290) —e 7.
n n

Ainsi, la suite (f,,) converge simplement vers f: x — e *.

En vertu de 'inégalité In(1 4+ u) < w, on obtient

|[fa(@)] < €™ = p(x)

et ce que z € [0;n] ou non.
La fonction ¢ est intégrable sur [0; 400l
Par application du théoréme de convergence dominée,

n T n o0
lim <1 + > e dr = / e “dx=1.
n—-+4oo 0 n 0

Exercice 15 : [énoncé]
Par changement de variable

n n 1
/ 1+<1_x> drn = n/ V1 —u™du.
0 n u=l—z/n 0

Par le théoréme de convergence dominée

1
/ Vv1—urdy —— 1
0

n—-+o0o

/ Ul+<1$> dx ~ n.
0 n

donc

Exercice 16 : [énoncé]

Posons f,,(z) = (cos fb) size[0;n]et fr(z) =0siz€]n;+oof

Pour x € R, quand n — 400,

fn(z) = (COS z> = exp(n2 ln(l —2%/2n? + 0(1/712))) e T?/2,

. . . . . p— 2
Ainsi, la suite de fonctions (f, ) converge simplement vers f: x — e~ /2 sur

[0; 4o00[. Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux.
Soit 1: [0;1] — R définie par ¥(t) = 1 — t?/4 — cost. Par étude des variations,

Vo € [0;1],4(x) > 0.

On en déduit que, pour z € [0;n],
T 22 22
1n<cos n> < ln(l — 4n2> < Py

folz) < e /4,

puis

Cette inégalité vaut aussi pour x € |n;+oo] et puisque la fonction x — e~ /4 est

intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour affirmer

n n2 “+o0
lim (cos x) dz = / e /2 dy = \/?

Exercice 17 : [énoncé]
On a
1x2

S+ D)(@+2

n!
HZ:1 (k+ )

avec @ intégrable sur [0;+oo].
Quand n — +oo,

1n<m_17(’;€+x)> - —éln(l—&- 2) — —o0

car In(1 4+ x/k) ~ x/k terme général d’une série & termes positifs divergente.
Par suite

)><1=s0(m)

n'

N
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puis par le théoréme de convergence dominée

+oo n!

VR

lim
n—-+oo 0

Exercice 18 : [énoncé]

(a)

Appliquons le théoréme de convergence dominée.
Posons f,: [0;1] — R définie par

[n(t) = F(v/n(dt — h)).

Pour ¢t € [0;h/d], on a f,(t) — 1.

Pour t € |h/§;1], on a f(t) — 0.

Enfin, pour t = h/4, f,(t) = F(0) — F(0).

Ainsi la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0; 1] vers f définie
par

1 site[0;h/d]
f&)=<¢F0) sit=h/s
0 sitelh/d;1].

Les fonctions f,, sont continues et la limite simple f est continue par
morceaux.
Enfin

vt e [O;l]a |fn(t)| <1l= @(ﬂ

avec  continue par morceaux et intégrable.
Par convergence dominée,

1 h/5 h
In—>/ f(t)dt:/ rae="
0 0 6

Par la décroissance de F', on peut écrire
/(k+2)/ n
(k+1)/n
En sommant ces inégalités

/(n+1)/n
1/n

F(v/a(st — b)) dt = /1 F(V/a(s(t+1/n) — b)) dt.

F(\/ﬁ(5t—h))dt<71lF<\/ﬁ(§kZl_h)> </kii+1>/n

et

/(n+1)/n
1/n

F(v/n(6t—h)) dt.

Par convergence dominée, on obtient de fagon analogue a ce qui précéde, la
limite de ce terme et on conclut

Sy ~

—=n.

0

Exercice 19 : [énoncé]

(a) (fn) converge simplement vers la fonction f donnée par

f(z) siz € a;l1]
@) ={ )2 sia=t
0 size]l;b).

(b) Sachant |fn (x)| < |f(x)| avec f intégrable sur [a;b], on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée et on obtient directement le résultat

proposé.
(c) Par une intégration par parties
1 1 1
/a t" () dt = [711 In(1 +t”)f(t)L - %/a In(1+ ") f/(¢) dt.
D’une part
1 n ' m2 In(1+ a™) In2 1
)] =22+ 2 pe) - B2 ) o 1)

car In(1 +a™) — 0.

D’autre part

! /1 In(1+¢")f'(¢) dt‘ < % 1o /Olt”dt: O(nlz) :o<711)

n

sachant In(1 4+ u) < u.
Au final, on obtient

/a1 " f () dt = ln—2]”(1) + o(i)

n
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Exercice 20 : [énoncé]
L’intégrale

[ a0tz = / ' fu@)g(a) da

est bien définie.
Par le changement de variable z = u/n bijectif de classe C*

/an(x)g(:r) dz = /n:b % (1 - ;;1>2n4g(u/n) du = /J:O hyp(u) du

u?

ot

avec

1
hp(u) = —=[1
NZ3
h,, est continue par morceaux, (h,) converge simplement vers h continue par
morceaux avec

2n
) g(u/n)X[na;nb]

Pour n assez grand de sorte que |a/n|,|b/n| <1 on a pour tout u € [na;nb),
[u?/2n*| <1/2 < 1,

1 nd In(1—u?/2n* 1 —u?
|ha(u)] = —ze™ Um0 < —me™ = (u)

N3 RV
et cette inégalité vaut aussi pour u ¢ [na;nb].

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée et conclure sachant

+o0 5
/ e % du = /7.

— 00

Exercice 21 : [énoncé]
Par le changement de variable u = "1, on obtient

1
(n+ 1)1, = / f(ul/(”ﬂ)) du.
0

Posons f,,(u) = f(ul/("*Y) avec u € [0;1] et réunissons les hypotheéses
d’application du théoréme de convergence dominée :

(1) Pour tout u € [0;1], on peut affirmer par continuité de f et composition de
limites

w) = f(yl/ (D) 0 — f(0) siu=0
fn( )_f( + ) n—-+o00 foo( ) {f(l) Squ]O;l]_

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0; 1]
vers la fonction f., décrite ci-dessus.
(2) Les fonctions f, et la fonction f,, sont continues par morceaux.

(3) La fonction f étant continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée par un
certain M € R, et alors

Yu € [0;1],

La fonction constante ¢ est évidemment intégrable sur le segment [0;1].
Par le théoréme convergence dominée, on obtient
1
(n+1)I, —— foolu)du = f(1).

n—-+oo 0
Sachant f(1) # 0, cette limite finie non nulle est aussi un équivalent et donc

P [ R ()]

"hotoon+1nosto n

Exercice 22 : [énoncé]

(a) Une fonction dérivable sur un intervalle y est strictement croissante si, et
seulement si, sa dérivée est positive et n’est nulle sur aucun sous-intervalle
non réduit & un point (I’ensemble des zéros est d’intérieur vide).

b) L’application F: z — [ f(t)dt est une bijection continue strictement
a
croissante de [a;b] vers [0; L] avec L l'intégrale de f sur [a;b]. Les z; sont

alors déterminés par
1 (ZL)
€Ty = — .
n

LS o) =3 [ s a.

Montrons par application du théoréme de convergence dominée

(c) On peut écrire

n—-+00

i [ twnmar —— | ' o) da.
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On écrit . ‘ )
@) de = [ ho(2)de
>/ /

avec
hi(2) = g(z;) f(x) pour & € [z;_1;x;] (x; est fonction de n).

Les fonctions g et h étant continues sur un segment, on peut les borner et il
est facile d’acquérir I’hypothése de domination. Le plus difficile est d’obtenir
la convergence simple. . .
Soit x € [a;b].
Si f(z) =0 alors h,(z) =0 —— f(z)g(x).
n—-+o0o

Si f(x) # 0 alors, il existe m > 0 et o > 0 tels que

Yy € [a;b], ly—z| <a = f(y) >m.

Pour Vindice i tel que © € [z;_1 ; 2;], on a (selon que lintervalle [x;_1 ;x;] est
de longueur supérieure ou inférieure a «)

1 i
ﬁL = / f@)dt > mmin(z; — -1, @).
Ti—1

On en déduit z; — ;1 —— 0 puis x; —— x, et, par continuité de g,
n—-+oo n—-+oo

hn(x) —— f(z)g(x).
n—-+00
Par application du théoréme de convergence dominée, on peut conclure

lim
n—+oo N
7

1 [T
29w P i@)yde

Exercice 23 : [énoncé]
Sans perte de généralités, on suppose a < b.

(a) Les suites (ay) et (b,) sont bien définies et & termes positifs. Par l'inégalité

22y < 2% + 2, on obtient a, 1 < b,41. On en déduit la croissance de (a,,) et
la décroissance de (by,). Ces suites sont monotones et bornées donc
convergentes. Notons £ et ¢/ leurs limites. Par passage a la limite de la
relation définissant a,,+1 en fonction de a,, et b, on obtient

e+

6:2.

On en déduit ¢ = ¢'.

(b)

L’intégrale définissant T'(a,b) est convergente car

1 1
V(@ T 2) (52 £ u2) urkoo 12

— “—b) est une bijection C!

La fonction de changement de variable ¢ — %( 7

croissante de ]0; +oo[ vers R. Apreés calculs

—+o0
2 0o V(a2 +2)(b +12)

Par parité de la fonction intégrée

T(a;rb,«/%> = T(a,b).

Omn a
T(an+17 bn+1) - T(anv bn)

et donc
T(an,bn) =T(a,b).

Par convergence dominée avec la fonction de domination

1
o) = e
on obtient
+oo +oo
du 1 T
T(an,b,) —— = t =
(nbe) 252 L M@+ ~ M(a,b) { o <a,b>L

Exercice 24 : [énoncé]

(a) Soit n € N*. Introduisons u,,: [0;+oo[ — R définie par

1

La fonction u,, est continue par morceaux et intégrable car

3n > 1.

~ avec
z—+o0 L3N
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(b)

La suite de fonctions (u,) converge simplement vers

{o
Uoo: T
1

Les fonctions u,, et us sont continues par morceaux et, pour tout n > 1 et
tout z € [0;4o00],

siz>0
sixz =0.

1
\(1 — — o(a).

La fonction ¢ est intégrable et par convergence dominée

<
— 1423

“+oo —+o0
I, = / un () dt ——— [ u(t)dt = 0.
0

n—4oo 0

On remarque 0 < up41(z) < up(z) pour tout x € [0;4o00[ et, par intégration
en bon ordre, 0 < I,,11 < I,,. On en déduit que la série > (—1)""11,, est
alternée et que son terme général décroit en valeur absolue vers 0 : la série
converge par application du critére spécial.

Pour tout N > 1,

N +ooN nl

rL1
— I—
St [
:/+°° 1 (1_<1(1m)3>’v>dx
o 1+a3\ 1+ 5

B +oo 1 (_1)N+1
_/0 2+x3(l+(1+x3)N)dx
(71)N+1

+oo 1
/0 2423 (1+a23)N
car 2+ 23 > 1+ 22 On en déduit

Or

+oo dz
<
de _/0 (14 x3)N+1 Notoo 0

N

+oo d
S (-, / .
N-too  Jo 24 23

n=1

Pour calculer, cette derniére intégrale, on réalise le changement de variable
x = 21/3¢ puis la décomposition en éléments simples

1 1/3

1t 2
3 3

2 —t+1

Tt

Au terme des calculs

n=1

Exercice 25 : [énoncé]
Pour tout ¢t > 0, on a

1 —nt
ol —1 l—e—t Ze

donc

= Z te™"" = Z falt)

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur ]0;4o0[ et, en vertu de I’étude
qui précéde, la série Y f,, converge simplement et sa somme est continue par
morceaux sur |0 ; +oo]

Les fonctions f, sont intégrables sur |0; +oo et

—+oo —+oo . 1
n(t)| dt = te” ™" dt = —
| wlae= [T e

qui est sommable. On en déduit que la fonction ¢ — e%l est intégrable sur

105 +o00[ et
+o0 too
t 1
dt = —.
/0 et —1 ; n2
Exercice 26 : [énoncé]
Pour x € [0; 1], on peut écrire
L=
_ (_1)nx2n
2
14+ —

et pour z €0;1[, on a

(lnx)Q _ +ZOO(_1)7L 2n(1nx)2

n=0

Considérons alors la série des fonctions

un(z) = (=1)"z*" (Inz)?,
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Par convergence des séries précédentes, la série des fonctions u,, converge

simplement vers la fonction x — (Inx)?/(1 + 22). Les fonctions u, et la fonction

somme sont continues par morceaux.
Chaque fonction u,, est intégrable et

1 1
/ |un (2)| dz = / 22" (Inz)? da.
0 0

Par intégration par parties, on montre

1
2
(Inz)’de = ————.
/o”c (e de = 1y

On peut alors appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et affirmer

1 2 +oo 1\
| B a2y U
o 1422 = (2n+1)3

Exercice 27 : [énoncé]

Sur ]0; 1],
Int - ny2n
T > (1) (Int).
n=0

Posons f,(t) = (—1)"t*" Int.
Les f,,:]0;1] — R sont continues par morceaux et la série de fonctions Y f,

converge simplement vers fjﬁtf‘z elle-méme continue par morceaux sur |0;1].

! 1
/0 | ()] dt = @nsi?

et la série ) m converge donc on peut intégrer terme & terme la série de
fonctions et on obtient

1 +o00 o0 1
Int (="

dt = § 1)t ] tdt:E e

/0 1+12 / " (2n + 1)2

n=0

Ce dernier calcul est non trivial et fait référence a la constante de Catalan.

Exercice 28 : [énoncé]
Pour t € ]0;1[, on peut écrire

Int = om

n=0

Or

! -1
/ " Intdt = ———.
0 (2n+1)2

Sachant que la série des intégrales des valeurs absolues converge, le théoréme
d’intégration terme & terme de Fubini donne

+oo

1
Int . L3¢
/0 —pdt= ;(2n+1)2_ 4

avec en substance la convergence de 'intégrale étudiée.

Exercice 29 : [énoncé]

(a) Par intégration par parties avec convergence du terme entre crochet (car
In(14t) ~10 t)

n(1 +1¢) B 1 b nt
/0 MY g = [ln(l—kt)ln(t)} —/0 dt

t 0 141
et donc
1 1
/ n(1+t / Int at.
o 1+t
(b) Sur J0;1],
eSSty
_ _ n
1+t —

Posons f,(t) = (—=1)" 1" Int.

Les f,,: ]0;1] — R sont continues par morceaux et la série de fonctions > f,

converge simplement vers —i2L elle-méme continue par morceaux sur ]0; 1[.

1+t
On a

/0 | fu(t)] dt = (

et la série Y n+1
fonctions et donc

G - o Vi

Y nt R -
— _ —1 n—1 nl = _— = e —
/0 1+tdt nz_%/o (F1™ ¢ Intdt ,;(n+1>2 Z n?

n=1
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(c) En séparant les termes pairs et les termes impairs (ce qui se justifie en
transitant par les sommes partielles)

X (=t =g X1 X1 =X 1<X 1

p=1 p=1

Exercice 30 : [énoncé]

(a) Par une intégration par parties avec convergence du terme entre crochet (car
arctant ~ t)
t—0

1 1
tant 1 Int
/ AT g4 = [ln(t)arctan(t)} —/ nE g,
0 0

t 0 1+1¢2

1 1
tant Int
/ Mdt:,/ nt .
0 t o 1+t

avec convergence des intégrales proposées
(b) Pour tout t élément de |0; 1],

On obtient donc

AL A
_ It S |
e L

Posons f,(t) = (—=1)" 1> Int.
Les f,:]0;1] — R sont continues par morceaux et la série de fonctions Y f,,

converge simplement vers — 11413:2 elle-méme continue par morceaux sur |0; 1].

! 1
/0 | fn(t)] dt = @n+1)2

et la série > m converge donc on peut intégrer terme & terme la série de
fonctions et donc

_/1 mitdt — Jrzoo/l(_l)nlﬁnlntdt — f ﬂ
o 1+12 7 o N (2n +1)2°
n=0

n=0

+00 (—1)"’1t2n+1

Rq : on aurait aussi pu exploiter arctant = )~ *5 7

S R e T Pl P ST M PO )

Exercice 31 : [énoncé]
Les intégrales considérées sont bien définies.
Par intégration par parties,

In(m) = {;Ti(lnxw]o - n”j L (m — 1)
Ainsi .
In(m) = (n(—i- Bmﬂm!
En particulier
I,(n) = (n(—;BZ“n!
b) x7% = ::a (773!)71 (zlnx)™.

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

1 —+o0 —+o0
S e Gt _ 1
/Ox do=D I =2 G

n=0 n=0

Exercice 32 : [énoncé]
Par la série exponentielle, on peut écrire pour ¢ > 0,

—+oo

=" = exp(—tlnt) =y (-1)"

n=0

(tlnt)"
n!

Pour procéder a une intégration terme a terme, posons w,(t) = (—1)"(tInt)"™/n!
pour t € ]0;1].

Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions > u,,
converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction ¢ — ¢~ elle-méme continue par
morceaux.

Les fonctions u, sont intégrables sur ]0; 1] car on peut les prolonger par continuité

en 0 et X 1
/0 |un(t)] dt = (*Un/o uy, (t) dt.

Par intégration par parties

1

1 t’n+1 n 1 1
tlnt)"dt = Int)"| — t"(Int)™ ™" dt.
[ meyra— | Zoqner] -t [ e

€
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En passant & la limite quand € — 0, on obtient

1 1
/(tlnt)"dtz— /t”(lnt)"_ldt.
0 0

En itérant le procédé on obtient

n
n+1

1 noa (=1l
/O(tlnt) dt = oy

/Olyun(t)|dt_ W _0(7112).

La série fol |u,| étant convergente, on peut intégrer terme a terme et ’on
obtient

et ainsi

+oo

1
/ t~tde =
0 n=0

1
Z (n + 1)(”+1)

avec existence de l'intégrale en premier membre.

Exercice 33 : [énoncé]

(a) fp, est définie et continue par morceaux sur |0;1].

Quand z — 07, /zf, ,(z) = 2P*/?(Inz)* — 0 donc f,x(z) = o(1/v/x).
Par suite f, 5, est intégrable sur ]0;1].

(b)

Par intégration par parties

Kp,}c = _pr’kill
()
Ko .= (—1)*k! _ (—1)kk!
P DR
et donc (1)l
—1)"n!
In = Knpn = W
(d) 2% =37 % pour tout z € ]0;1].

Posons fn: z + X (zInz)".
Les fonctions f, sont continues par morceaux et intégrables sur ]0; 1].

La série Y f,, converge simplement sur ]0;1] et sa somme, qui est z — x%,

continue par morceaux sur ]0;1].

Exercice 34

Enfin

1
/ |fn |d£E +1 n+1 :o<n2)

est terme général d’une série convergente.
Par théoréme d’intégration terme a terme, x — z* est intégrable sur |0;1] et

—+o0

If/xdx*Z/ fulz dxfz

n=0

=
(n + 1)ntL’

: [énoncé]

Pour z €]0;1[, on a

avec

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la somme Z;ﬁ%

nzx) = =
o =L may =3 )

fu(z) = 2™(Inz)? sur J0;1].
»n lest aussi.

Les fonctions f,, sont intégrables sur ]0; 1[ et par intégration par parties,

/01 [fnl = (=1) /le"(lna:)pdx = ¢ p!

n+1)p+1’

Puisque la série > [ |f,,| converge, le théoréme d’intégration terme & terme de
Fubini donne

avec

Exercice 35

+oo .1 400
= fu(z)dz = (—1)Pp!
nz—;)/o ( )pZ:1

en substance existence de l'intégrale et de la série intoduite.

0 npt1

: [énoncé]

Pour z > 0,
+oo
n zlnz)™
2% = ellnz _ § ( )
n!
n=0
donc

est

1
/ ﬂdx:/
0 0;
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avec Les fonction f,, sont intégrables sur [0;1] et
(zlnx)™

fu(z) = o 1 1 1

n'
z)|dx = r)de = ——F———.
Les fonctions f,, sont continues par morceaux, Y. f,, converge simplement vers une ,/0 |fn( | /0 Il u=yz (n+1)(2n + 3)
fonction continue par morceaux sur J0;1].
Les fonctions f,, sont intégrables et

S s S e [ g
/]0;1] fn|—/]0;1[ 77” dz. ;A fn(x) €L A 1_"_\/5 €z

Ce terme est sommable et ’on peut donc intégrer terme a terme ce qui donne

Or 1 ) ] . (b) Ainsi
n _ +00 1
/ z"(lnz)" dz = [az”“(lnx)"] - / 2" (Inx)" ' dx 1 / x 5
= - —2In2.
e n+1 . ntll/e ;(n—l—l)@n—i—?)) 0 1+\f u—a:3 "
donc quand € — 0 B
n
/ 2"(Inz)" do = T / 2" (Inz)" ! da. Exercice 37 : [énoncé]
10:1] 10:1] Pour x € [0;27], on peut écrire
Ainsi )
2cosx "cos"w
/ 2"(lnz)*dx = (-1)" R E 1 /1 " dr = (=D ‘ - Z nt
10:1] N n+ln+1 n+1  (n4 1)t =0
P . Posons o g
ar suite faix € [O;Zw]Hﬂ.
J AU TTE—— !
n+ 1) Les fonctions f, sont continues et la série de fonctions Y f, converge

et il y a convergence de la série > fo | fn| normalement sur [0; 27] puisque

Par le théoréme d’intégration terme & terme, on obtient que l'intégrale f]o-l] % dx on 1
est définie et [falloo < — = 0(2).
1 400 (—1) n! n
xT — J—
/0 et dr = Z;)/O f”(x) dr = z;) (n+ 1)n+1 On peut donc intégrer terme & terme pour obtenir
n= n=
puis le résultat voulu. 27 B +°0 gn 27w
/ e2Co dg = / (cosx)
0
Exercice 36 : [enonc] Par intégration par parties (cf. intégrale de Wallis)

(a) Sur [0;1], la série de fonction »_ f,, converge simplement et sa somme est

+oo
fn(x _—
,;1 (@) 1+ Sachant

27 27
0. _ 13, —
Cette fonction somme est continue par morceaux sur [0;1]. /0 (cosz)” dz = 27 et /0 (cosz)” dz =0

n

2m 2
-1
/ (cosz)"dx = n / (cosz)" 2 dz.
0 0

—(1-Va) =
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on obtient
2 2m
2p)!
/ (cosz)*P da = QW% et / (cosz)*PTHdx =0
0 22r(p!) 0
et donc . .
2T o0 2 00
2%r (2p)! 27
2 cosx
dr = L )
/o © 2 (2p)! 22 (pl)2 " E (p!)?

Exercice 38 : [énoncé]
Si |a|] < 1 alors

2m eint 27 1(n 1)t 27 +0oo .
[T = o P
o €t—a o Ll—ae™! 0

Par convergence normale de la série

2m  int too 2m n—1 .
/ < = Zak/ oiln— (k1) gy — ) 270 sin 21
o €'—a P 0 0 sinon.

Si |a|] > 1 alors

2m int 2m int
e 1 e
[ Ty,
o €t—a aly 1—et/a

—2ma™1
1 n+k)t
St [

sin<0

sinon.

Exercice 39 : [énoncé]
Par sommation géométrique

+oo

te ! (a+nb)t
_ —(a+n
Vt>0,1_eibt—gote .
=

Posons f,,: R} — R définie par
fn(t) — te—(a+nb)t.

Les fonctions f, sont continues par morceaux, la série de fonctions Y f,, converge
simplement sur ]0; +oo[ et sa somme est continue par morceaux puisque c’est la

fonction
te—at

alere

Les fonctions f,, sont intégrables sur |0; +oo[ et par intégration par parties

+oo 1 1
/[O;+oo[ |fn| = /0 fn = (ai—i— bn)2 = O<n2)

Puisque la série > [ |f,| converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration
terme & terme de Fubini et on obtient

+oo —at
fn =
/0 1 —e bt /0 +oo[7;)

Exercice 40 : [énoncé]
La convergence de 'intégrale proposée est facile.
En découpant 'intégrale :

+oo 1
2 fyu e

efx/n efz/n

“+o00 +o0 / T
4 — efkﬂ" n —— _4qd
/0 1+ costa ];) /0 1+costz

Dans la somme proposée, le terme intégrale ne dépend de ’indice sommation donc

+o0o (k:Jrl)ﬂ' e—m/n
-y / A
o 1+ cos?x

k=0

e—l/’ﬂ

too ™ e—w/n 1 i :
Z e~km/n ———dzr =

1+ cos? 1—e-7/n 1+ cos?
=0 0 xr € 0 COoS“ ™

1
1—e-7/n

/” e @/ /” dz
e |
o 1+ cos?zx o 1+cos?2zx

par application du théoréme de convergence dominée.
Par le changement de variable ¢ = tan z inspiré des régles de Bioche,

/” dz _2/”/2 dz _2/+°° o
o 1+cos2z  “Jy 14cos?z T Jy, 24t 2

1 /+°° e~/ 1
— dz —.
nJo 1l4cos?z n—+oo /2

e—l/n

+oo J
da=
/0 1+ cos?x

Quand n — 400,

n
™

et

Au final

Exercice 41 : [énoncé]

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections 32

(a) On a

/2 1
un(l) = / sint(cost)"dt = | — — cos" 1t -
0 o

La série de terme général u, (1) est divergente.

(b) Pour a < 1,
Vit €10;m/2], (sint)® > sint

et donc wuy, (a) > un(1).
On en déduit que la série de terme général u,(«) est alors divergente.
Pour a > 1. La série des u, () est une série a termes positifs et

n /2 1— t n+1
Zuk(a) = / (sint)“& dt
k=0 0

1 —cost
donc . P
T2 (sint)®
Z U, (a) < / g dt
0 1 —cost
k=0
avec l'intégrale majorante qui est convergente puisque

(sint)® e
1 —cost 2 2o

quand t — 0.

Puisque la série & termes positifs > u,(«) a ses sommes partielles majorées,
elle est convergente.

(c) Par ce qui précéde, on peut intégrer terme & terme car il y a convergence de
la série des intégrales des valeurs absolues des fonctions. On peut alors écrire

+oo /2 w/2 sin® ¢
E / sin®tcos” tdt = / ——dt
= Jo 0 1 —cost

Pour oo = 2

w/2 . 2t w/2
/ Ldt:/ 1+ costdt = = +1.
o 1—cost 0 2

/2 si 3t
/ sty
o 1—cost

Exercice 42 : [énoncé]

Pour o =3

7\'/2 3
:/ sint(1 + cost)dt = —.
O 2

(a) Par intégration par parties on obtient une relation de récurrence qui conduit a

1 Im)
nlm!
/ 2"(1—a)"de = ————.
0 (n+m+1)!
En posant u,, le terme général de la série étudiée, on observe % — i ce qui

assure la convergence de la série.

(b) S_1 =3, 01 2"(1 — x)" "t dx. Par convergence de la série des intégrales

des valeurs absolues, on peut permuter et obtenir

/1 rdx T
S_1= = .
o 1—z(1—2) 33

Puisque
2n + 2 _4n+2 2n
n+1) n+1\n
on observe
4 2 1 1 ()
iy nt2\ — [2n *)-
(n—:_l) 77,-'—1(”_:_1) (n)

En sommant pour n allant de 1 & +o00, on obtient

1 1
4(50—2) —2<S_1 —2) :SQ

1+25_4

SO = f

(c) On multiplie la relation(x) par (n + 1)P et on développe le (n + 1)? du second
membre et en sommant comme ci-dessus, on saura exprimer 35, en fonction
des S, avec ¢ < p.

puis

Exercice 43 : [énoncé]
(a) f:xz— % est définie, continue sur [0;4oo et f(z) ~

T—>+00
f0+oo f(z)dzx est définie.
a n2 _ x2 a 1 a x2
e A= ———dz —2 — =~ d
/0 (n? + 22)? ! /o n2ta? /0 (n2 + 22)2 r

/“ x? d 1 x a+1/a 1 d
— dax = - N — — —dx
o (n?+22)2 2 n?+a%], 2Jy n?+a?
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donc donc l’intégrale
/“ n? — 2?2 dp— @ +oo+oo 02 g2
o (n?4x2)? n? + a? / n2 gy dz
Par suite N
oo a
o _ est convergente et vaut /2.
/0 flw)de = aBToo/ fla)dz =0. Le résultat différent de celui obtenu en b). Il est donc faux ici de permuter

too 2.2 somme et intégrale. Document?
La série Zn 1 Jo W dz est convergente et de somme nulle.

(c) Pour z € [0;a],

2 2 2 . . )
nc—z” | nta Exercice 44 : [énoncé]
2+ 222 = pa
. ( ) (@) ant1/an = 1/e < 1.
e
22 g2 (b) Posons .
Z 4 < 400 - n, —at
=1 " I, = ; t"e” " dt.
+o0 2 2 . . .
donc )7 Theanz converge normalement, et donc uniformément sur [0;al. Par intégration par parties, on obtient I,, = an+1 doit
Par suite
+ + +oo
a +oo o] n_ —nt
a p =1 t"e” " dt.
/> de—z/udzﬁ- =),
Onln—i—x o (n2+22) :1n—|—a
(c) On a
(d) La fonction z — 54— est décroissante et intégrable sur [0; +o00[ donc par +o0
comparaison série-intégrale Z an = Z / nt"e " dt
+00 too +0o0
a a a -
- " " et la série
/ x2+a2deZn2+a2§/ x2+a2dx. oo
1 n=1 0 Z/ [nt™e™ ™| dt = Z an
Or 0
+oo a r1toe ¢ 1 converge donc on peut intégrer terme & terme et on obtient
/ - dr = [arctan } = — —arctan —
1 T4 +a ali 2 a +oo +o0 00
— n, —nt
et oo . T Zan —/0 Znt e dt
n=1 n=1
/ — 5 dr= [arctan f} =—
0 T4+ a alo 2
avec
donc te—t

400 a 1 —te” Z nthe "t Z {le~nt — = T

lim > .3 = .
a—oo £~ n +a 2
n=

I3

d’oti la conclusion.
(e) Ci-dessus :
atoo 2 2
n® —x
lim [ Y e = .
amtoo Jo £ (n? +a?) 2 Exercice 45 : [énoncé|
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(a) Posons u,(t) =1/(1 +¢™) sur |0;1].

La suite de fonctions (u,) converge simplement vers la fonction uy: ¢ — 1.
Les fonctions u,, et la fonction us, sont continues par morceaux.

Enfin
vt €10;51], [un(t)| <1 =o(t)

avec ¢: ]0;1] — R intégrable. Par convergence dominée

1 1
I :/ (B dt —— [ u()dt=1=1.
0

n——+00 0

1 ny 1 tnfl
K*In:/ dt:/ t dt
y Lt o 1+

Par intégration par parties,

(b) On a

Puisque

1 1 1
/ In(1+4+¢")dt S/ t"dt = ——
0 0 n+1

In2

PR

on peut affirmer ¢ — I,, ~

(c) Pour y €]0;1],
0ty 3D
y P

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

"n(1+y) ., X (—1)F
[ W= G

+oo (=1)* 2

2
i _ too 1 _x
Sans peine, > ;") G~ 13 sachant

n=1 n2 6

(d) Par le changement de variable C! strictement croissant y = "
1 1
1 In(1
/ ln(lth")dt:—/ wdy.
0 nJo Yy
Par convergence dominée (domination par sa limite simple),

1 1 2
/ In(1+y) dy%/ In(1+y) dy="".
0 0

Y y 12

Ainsi,

puis

Exercice 46

(a) On a

: [énoncé]

Logn ! 1
|In—1|:/ dtg/t”dt:——m
o 1+t 0 n+1

donc I,, —» ¢ =1.
(b) Par intégration par parties

Or

donc

(¢) On a

n2 1 [*
In—1:—n—+—/ In(1 + ") dt.
n n Jo

1 1
03/ ln(1+t")dt§/ " dt — 0
0 0

n n

+oo (_1)]@71
In(1+") =" Tt”k
k=1

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on obtient la
relation proposée.

avec

donc

ank—i—l 21 k,1k(nk+1)
1321
nk+1 —Ekgl?
+°°( 1)k—1
n/ In(1 +¢") dtezi
0 k=1
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avec
+0<> k71 ﬂ_Q
; T 12
car on sait
R | w2
Pt 2 6
Finalement
I, =1- IH—Q + i + 0<1>
" n 12n2 n2

Exercice 47 : [énoncé]

(a) Par la regle de d’Alembert la série converge pour tout (s, A) € R% x C.

Ay: ]0; 400
(b)

() <1+Z s+1). s+n)>

1+Z s—|—1 (s+n)

donc Fy(s) —— 0.
s—+o0

< Z |>\| BNPY
o

(¢) Puisque
)\n
=l

)\n
(s4+1)...(s+n)
il y a converge normale sur R de la série des fonctions continues
Ceci permet d’affirmer

(9+1) (s+n)"

+°°)\n
1+n§ s+1). 5+n) 50 ZH:eA

et donc
o
F ~  —.
)\(S) s—0t S

(d) Par intégrations par parties successives :

! 1m n!
/0(1—y) v dyis(s—I—l)...(s—&-n)'

()

+oo AR 1
B =Y 5 [ a-nra
n=0

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut
échanger somme et intégrale :

1
R = [ -y ta,

Exercice 48 : [enonce]
La série ) ap est convergente car

tP
a.
Pp|

tP
H-

De plus sa somme est continue car on peut aisément établir la convergence
normale sur tout segment.
Enfin

| @l e

ot
]
p=n P
permet d’assurer ’existence de l'intégrale étudiée.
Posons
o
fp (t) = apﬁe .

La série de fonction ) f, convergence simplement.

Les fonctions f, et Z:ﬁi fp sont continues par morceaux.

Les fonctions f, sont intégrables sur [0;+oco[ et

a 1
| Inola= g5 =o( )

est terme générale d’une série convergente.
Par le théoréme d’intégration terme & terme de Fubini, on obtient

[ (S a- 2 g

p=n

Enfin, cette expression tend vers 0 en tant que reste d’une série convergente.
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Exercice 49 : [énoncé]
On sait que la fonction ¢ est continue.

/2+OO(C( -1 dx—/+w+§dx

/+°O dz 1
5 n® n2lnn’

La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de l'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et
somme. On obtient alors

avec

Exercice 50 : [énoncé]

(a) Posons

Fulz) = (cos(; sin x) )n

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la suite de fonctions (f,,)
converge simplement vers la fonction nulle sur [0;7/2], elle-méme continue
par morceaux. Enfin, on a la domination

|[fa(@)] <1 = ()
avec ¢ évidemment intégrable sur [0;7/2[. Par convergence dominée, on
obtient
Uy — 0.

(b) Par labsurde, si > u, converge alors, on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme a la série de fonctions ) f,,. En effet, les
fonctions f, sont continues par morceaux, la série de fonctions Y f,, converge
simplement sur [0; /2 vers la fonction

1
1-— cos(% Sinac)

fix—

elle-méme continue par morceaux. Enfin les fonctions f,, sont intégrables sur
[0;7/2[ et ’hypothése de travail absurde signifie la convergence de la série

5 Jigon oVl

Par théoréme d’intégration terme & terme, on obtient

+oo w/2 1
= 0 1 —cos(§ smz)

avec convergence de U'intégrale. Or, quand z — 0T

1 8

1 — cos(% sinz) ~ n2g2

et donc l'intégrale introduite diverge. C’est absurde.
On en déduit que la série > u,, diverge.

Exercice 51 : [énoncé]
On au, > v, = 0”/2 ~tcos2™ tdt.

Si la série numeérique Y u,, converge alors, par comparaison de série a termes
positifs, la série Y v, converge aussi. Par le théoréme d’intégration terme a terme
de Fubini, il y a alors intégrabilité sur |0;7/2] de la fonction

too et et
Ze*tcos%t: 5 = 3
= 1 —cos*t sin“t
Or quand t — 0%
et 1
sint 12

qui n’est pas intégrable sur ]0;7/2].
C’est absurde, on en conclut que la série Y u,, diverge.

Exercice 52 : [énoncé]

(a) La fonction t — ¥ est définie et continue par morceaux sur |0 ; +o0l.

(1+tw
Casz <0:
T ﬁm)n ——— 1 donc la fonction n’est pas intégrable.
——+oco

Casz = 0

1

v —— 5. Mé 1
(== éme conclusion.
Casz>0:
Quand t — 0T, ﬁ — 1 et quand ¢t — +oo,m ~ = donc la fonction

est intégrable sur ]0; +oo[ si, et seulement si, nz > 1.
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(b) Pour ¢ > 0, on remarque que

L
— (1 +tm)n te

Par I’absurde, si Y I,,(x) converge, on peut appliquer un théoréme
d’interversion somme et intégrale assurant que ¢t — t% est intégrable sur
]0; +o0[. C’est absurde.

On conclut que 3 I, () diverge.

Par intégration par parties avec deux convergences

+o00 400 +o00 2 +o00
In(2):/ e _ ! +/ 2’Litou:%/
o (1+)n (I+2)" ], o (L+)ntt o
Or + 2
> t=dt
1n(2) = In41(2) —/0 [l
donc 5 )
n—
I,+1(2) = o 1,(2).
On en déduit (2n)
2n)! w
Ini1(2) = — T
nt1(2) (27n1)2 2

car I1(2) = /2.
Notons que par le changement de variable ¢t = tan u, on pouvait aussi
transformer I,,(2) en une intégrale de Wallis.

Exercice 53 : [énoncé]

(a) Posons u,(t) = 1/(1 +t3)" définie sur ]0; +ool.
Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la suite (u,) converge
simplement vers la fonction nulle sur ]0; +o00[, elle-méme continue par
morceaux. De plus

Vn > 1,Vt € ]0; 400, |[un(t)] < ¢(t)

avec @: t — 1/(1 + t3) intégrable sur [0; +oo[ et donc aussi sur |0 ; +ool.
Par application du théoréme de convergence dominée sur ]0;1] et sur
[1;+00[, on obtient

U, —>0etV, —0.

(1 + ¢2)n+1

(b) Les fonctions wu,, sont continues par morceaux et la série de fonctions > wu,
converge simplement sur |0; 1] vers la fonction U continue par morceaux

donnée par
+oo
1 1 1 1
U(t) = g = — =3
A+ 1+l P

Si, par I'absurde, la série Y U,, converge, on est dans la situation ou la série
de terme général f]oq] |un(t)| dt converge et 'on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme affirmant :

U est intégrable sur ]0;1] et

+oo 1
U(t)dt = Z/ U () dt.
n=1"0

Or ceci est absurde car la fonction U n’est pas intégrable sur 0;1]!
On en déduit que la série Y U, diverge.
En revanche, la série YV, est a termes positifs et

k=1

u 1
E Vi S/ 7dt§/
P R e 1

Les sommes partielles de la série & termes positifs > V,, étant majorées, on
peut affirmer que la série >V, converge.

2 10:1]

.

too T

et 1

B2

Exercice 54 : [énoncé]

(a) Quand z — 07, f,(z) ~
f est continue en 0.

2z _, 2 donc o = 2 est I'unique valeur pour laquelle
nr n n

e

enz

(b) f» est continue sur [0;+4o0[ et quand = — +00, fn(x) ~ — 0 donc f, est
bornée sur R, .
On peut envisager une argumentation plus détaillée :
- puisque f converge en +0o, il existe A > 0 tel que f est bornée sur [A; 400[;
- puisque f est continue, f est bornée sur [0; 4] ;
- et finalement f est bornée sur la réunion de ces deux intervalles par la plus
grande des deux bornes.
(c) fn est définie et continue sur [0;4o0[ et quand z — +00,
22 fo(2) ~ 2%~ ("=D= — 0 donc f,,(z) = o(1/2?) et donc f est intégrable sur
[0 +o0].

(d) Pour x > 0,

2shx = —nkz o —(nk—1)z _ ,—(nk+1)z
L =2 e = 3 (o gtk
k=1 k=1
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1 12
nk—1 nk+1 n2k2-1

+oo
/ ‘e—(nk—l)w _ e—(nk—&-l):c‘ de =
0

sommer terme & terme et affirmer

+
/+°° 2shx i/"'oo —(nk—1)z
0

Pour n = 2, la somme est facile a calculer.

400

k=1

Exercice 55 : [énoncé]

(a) Par convergence dominée I,, — 0.

(b) Par intégration par parties avec convergence du crochet

t +oo +oo t3
I, = | ——— 3 ——dt
[<1+t3>n]0 - "/ (A1 )t

+oo t3
/ LA
0 (1 +t3)n+1

On en déduit la relation demandée.

avec

=TI, — I

(c) La suite (u,) a la nature de la série de terme général v, = up41 — u

l _|_1n 1_i :Ll/S+O i .
n 3n n n?

La série de terme général v,, converge si, et seulement si, « = 1/3.

Or

Uy = aln(l—l—

(d) Puisque In(n'/31,) — ¢, on obtient

et donc

Par suite ) -, ~1,, converge.

On a
+°° =3 +°° 11
_ 72/ dt avec fn( )— m

ofi)

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut

1
—(nk+1)x _
)dx_znk—l nk+1

n-

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur ]0;4o0[, la série >_ f,
converge simplement sur |0 ; +o00[ et sa somme

Zf *fl; _m(l_l)
”_n: (143" 1+13

est continue par morceaux.
Lo P +oo
Enfin, la série de terme général [, |fy| converge.
On peut donc permuter somme et intégrale pour obtenir

+oo +o00

1 1 2
E fIn:—/ Infl—-——=)dt=—=7
n:ln 0 1+t3 \/g

la derniére intégrale étant calculer par intégration par parties puis
/ teo gt 27
o 1+t 33

Exercice 56 : [énoncé]

(a) La fonction définissant 'intégrale Ij, est intégrable sur ]0;1] car

Vit x tF7n(t) —— 0.
t—0+

Par une intégration par parties avec convergence du crochet, on obtient

t* In(t) th—1 1
o [Eh] e L

(b) Le terme R, est bien définie car c’est le reste d’une série convergeant
absolument. Ce qui précéde, nous encourage & écrire

io/ £)*~1In(t) dt.

k=n-+1

Pour intégrer terme A terme, on introduit uy: ]0;1] — R définie par

up(t) = (—t)* L n(t).

Par sommation géométrique, la série des fonctions uy converge simplement
sur ]0; 1] (et méme sur ]0;1]). Les fonctions u sont toutes continues par
morceaux et la fonction somme

"l
S et b U
k=n+1 +
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Vest aussi. Les fonctions uy sont intégrables sur ]0;1] et il y a convergence de

la série L
> [ =Y

Les hypothéses du théoéme d’intégration terme & terme sont réunies et donc

/1(—t)k1 In(t)dt = — /1 % it

—+00
R, =—
k=n-+1

On opére encore une intégration terme & terme en considérant cette fois-ci les
fonctions v,, déterminées par

(—1)"¢" In(t)

vlt) = 1

avec t €]0;1] et n € N.

Encore une fois les hypothéses d’usages sont réunies, notamment parce que

1 1 1
/0|vn(t)!dts/0 " In()] dt = =

On en déduit

+oo 1 +oo 1

In(t)
E R, =— E vntdt:—/ ———dt.
n=0 0 n=0 ( ) 0 (1 + t)2

. , . . P [, <1 t el 1t
Par une intégration par parties généralisée ou I'on choisit 1 — 4 = 15
1

comme primitive de EEmE

L n(t)
/0 (1+41¢)2 di

On peut conclure

on obtient
‘l 1 1

= n(t) —/ i:—lnl
T+t|, Jo 1+t

+oo
Z R, =1n2.
n=0

Exercice 57 : [énoncé]
On a

1 +oo “+o0
EeriaD DG nz:%fn(t)

n=0

avec fp(t) = (—=1)"t"* sur ]0;1][.

! 1
/0 ‘fn(t)‘ dt = na+ 1

et > na1+1 diverge, le théoréme d’intégration terme a terme de Fubini ne
s’applique pas.

De plus la série de fonctions ne converge par uniformément sur [0;1] car elle ne

converge pas simplement en 1. ..

Transitons alors par les sommes partielles et le théoréme de convergence dominée.

Posons
n 1— (_1>n+1t(n+1)a

Spitr Yy (—1)kthe = T
k=0

Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (S,) converge
simplement sur [0; 1] vers la fonction

S:t—
14t
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2
Sn(t)] < = (t
[$u(8)] < 1z = 98

avec ¢ intégrable sur [0;1].
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

1 1
/Sn(t)dt%/ e
0 o 1+41°

! [ ar N (CDF
/0 Sn(t)dt—Z/O (—1)ktF dt—zk i

k=0

donc

i’"(fl)n _/1 dt
nzona—l—l_ o 1+1t°

avec, en substance, la convergence de la série introduite.

Exercice 58 : [énoncé]
Notons que l'intégrale étudiée est bien définie.
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Pour tout = € ]0;1], (a) Pour t €]0;1[, on peut écrire
xa—l too o
— _1 n, . n+oa— A _ “+o00
14z Z( ) v ot _ -1 nta+7zb—1
n=0 1+ ¢ - Z( ) ’
Le théoréme d’intégration terme & terme ne pourra pas s’appliquer car ici n=0
1 Posons
= — diverge. " 1 — (—1)nt1n+1)b
Z\[O;l[fn| Zn+a g Sn: tHZ(_l)kta-f-kb—l :ta—l ( )

b
P 14+¢

Nous allons alors intégrer terme & terme en exploitant les sommes partielles.

Posons Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (.5,,) converge
n 1 — (—1)n+ignt! simplement sur ]0; 1] vers la fonction
Sp: x> Z(—l)kx]”a*l =g 1 )
P 142 a1
=0 t
Sit— —
Les fonctions S,, sont continues par morceaux et convergent simplement sur ]0; 1] 1+t
vers la fonction . .
po-1 elle-méme continue par morceaux.
S:x— De plus
1+ pa—1
elle-méme continue par morceaux. ‘Sn(t)’ < 11 = p(t)
De plus
9pa—1 avec ¢ intégrable sur ]0; 1[.
S ()] < Trr o(z) Par convergence dominée, on obtient
avec ¢ fonction intégrable sur |0;1]. 1 1 ja—1
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient /0 Sn(t)dt — /0 [ dt
1 1 _a—1 . . .
/ Sp(z)dz — / z dz. avec convergence de l'intégrale introduite.
0 0o 1+ Or

1 n 1 n k
or Sp(t)dt = Z (_1)kta+kbfl _ (1)
/15 (x)dw=i/l(—1)kxk+a—1dx:i (-1)* /0 k-o/o “ a+ kb
0 ! 0 k+a

k=0 k=0 donc
+oo n 1 ja—1
et on peut donc conclure Z (=1 — / tf dt
—a+nb Jo 1+t
+00 (—1) 1 a1 "
Z = / dx avec convergence de la série introduite..
—nta o 1+
(b) Apreés calculs
avec en substance la convergence de la série introduite. oo (—1)" 1 g 1 T
= = 24+ —.
Z3n+1 /0 1+3 3 3V3

Exercice 59 : [énoncé]
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Exercice 60 : [énoncé]
Soit fp,: [0;+00] — R la fonction définie par

(-1

fa(t) = PR

On observe || f,||., = 1/n? et donc la série des fonctions f,, converge normalement,
donc uniformément sur [0; +oo[. Puisque chaque f,, est continue, on peut affirmer

que la fonction
l)n 1
S t— Z 2 + t2

est définie et continue sur [0; 4o0l.
Les fonctions f,, sont intégrables sur R et

“+ o0 —+o00
T dt s
() dt = = —_ = .
/o ‘f()‘ 2/0 n?24+t2  2n

Puisque la série > ['|f,| diverge, on ne peut intégrer terme & terme par le

théoréme de Fubini.

Raisonnons alors par les sommes partielles en exploitant le théoréme de

convergence dominée.

Posons

n —
(_1)k 1

Spit— —.
" — k2 + ¢

Les fonctions S,, sont continues par morceaux sur [0; 4+o00[ et converge simplement

vers la fonction S elle-méme continue par morceaux.
De plus, le critére spécial des séries alternées s’appliquant, on a

—_

0<8u(t) < = (1)

avec ¢ intégrable sur [0; +oo].
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

+o0 +00"'OO
[ [T S

Or

donc

<)
|

avec convergence de la série introduite.

Exercice 61 : [énoncé]

(a) La fonction définissant 'intégrale est continue par morceaux sur |0; +ool, se
prolonge par continuité en 0 et est négligeable devant ¢ — 1/t? en +oo0 : elle

est intégrable.

(b) Par intégration par parties généralisée justifiée par la convergence du crochet

tae—bt +oo 1 b
T(a,b) = t*" e dt = T - 1,0
(a’7 ) |: —b :|0 b/ b (a’ )
On en déduit |
a.
T(a, b) = baT

(¢) On peut simplifier S,,_1 — S,

+oo |
S, 1 —S, = / et = 2
0

np"rl

Par télescopage

n

So = (Sk—1— Sk)+ Sn pZW
k=1

(d) Par convergence dominée sachant

e
et —1

P
T et—1

efnt

on obtient que la suite (.5,,) converge vers 0.

(e) 1l suffit de passer a la limite quand n tend vers 'infini.

Exercice 62 : [énoncé]
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(a) La fonction t — 21 est définie et continue par morceaux sur 10;1].

1+t
Quand t — 0T,
t:xzfl 1
z—1

1+¢ ot

avec 1 —x < 1 et donc t —» L est intégrable sur 10;1].

1+t
z—1
(b) Posons g(z,t) = 4 sur |0; +oo[ x ]0; 1].
t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0;1],
x +— g(z,t) est continue sur |0; +o0l.
Soit [a;b] C RY,

a—1

1+¢

V(@,t) € la;b] x J031], |g(x, )| <

avec , intégrable sur |0;1].
Par domination sur tout segment de |0;4o0[, on peut affirmer que f est
continue sur |0 ; +oo].

(c) Pour z >0
v 1
f(:c)—i—f(a:—i—l):/t Y=

0
(d) Quand x — 0, f(z+ 1) — f(1) par continuité. On a donc f(z + 1) = o(1/x)
puis
1
(1') :c—,)\JO+ E

Quand z — +o0,

donc

Exercice 63 : [énoncé]

(a) Posons f: [0; 400 x [0;+00] — R définie par
ot

1+tx’

fla,t) =
Pour chaque z € [0; 400, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux

sur [0;+oo[ et intégrable car

2

On en déduit la convergence de l'intégrale généralisée définissant F'(x).

(b) Pour chaque t € [0;+00[, la fonction x — f(x,t) est indéfiniment dérivable et

o f (=1)™n!

z,t) = ——L " _gnet
oz (,¢) (14 tx)ntl
La fonction x — %(m, t) est continue, la fonction ¢ — %(I’, t) est continue
par morceaux et
o f

¥(z, 1) € [0: +o0] x [0 +oo], (m)' < nltet = oo (1)

ox™

avec ¢, : [0;+0o[ — R continue par morceaux et intégrable.
Par domination, on peut alors affirmer que F est de classe C* sur [0;+o00[ et

“+o00 tne—t
. (n) — (—1\" -
VYn € N,V.’ﬂ c [0,+OO[,F (.’E) - ( 1) n'/O (1 4 tx)7l+1 dt.
(c¢) En particulier
F™(0) = (=1)"(n!)2.

Exercice 64 : [énoncé]

Considérons f: (z,t) — % définie sur ]0; +oo[ x [0; 400]

Pour tout € |0;+o0], t — f(x,t) est continue par morceaux sur [0;+oo| et
intégrable car

1
t)) < .
Ny E—
Pourt € [0;+00], la fonction z +— f(z,t) est de classe C? sur ]0;+oo[ et
af et 62f 5 et
=L =t t = (z,t) =t
5 Y) 1+ % 022 (%) 14 t2

Pour tout x € ]0;+o0], la fonctions ¢ — ﬂ(a:, t) est continue par morceaux et

. ox
intégrable.

2
La fonction B—J; est continue en x, continue par morceaux en t.
ox ’

Soit [a;b] C]0;+o0]. Sur[a;+oo[ x [0;+00], on a

2
‘(2];(:1:7{:)‘ S e_at
€T

avec ¢: t — e~ continue par morceaux et intégrable sur [0; +oo].
Par domination sur tout compact, la fonction F est de classe C? sur R et

. +oo 9 e—a:t +oo e—;vt +oo . 1
F F = t°—dt ——dt = At = —.
@)= [ et [ S a= [ :

+t2
Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections 43

Enfin F +—> 0 car

€r T—>+oo

“+oo efzt “+oo 1
|f(x)|§/ 1+t2dt§/ e dt = — ——0.
0 0

Exercice 65 : [énoncé]

7‘L‘t2 . . .
(a) g: (x,t) = = est définie continue en z et continue par morceaux en ¢ sur
R4 x [0; 4o00] avec
1

|g(1’,t)| < 1+ ¢2 :@(t)

et ¢ intégrable sur [0;4o0].
Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur R .

(b) g—i existe et est continue en x et continue par morceaux en t sur

R% % [0;400[.
Pour z € [a;b] CRY on a

dg t2 2
—_Z = |— —xt
Oz (=, >‘ ’ 14 ¢2 ¢

< e = y(t)

avec 1) intégrable sur R, .
Par domination sur tout segment de R* , on peut affirmer que f est de classe

C! sur |0 ; +oo] avec
“+o0 t2e—$t2
"(x) = — —dt.
F(@) /0 1+ ¢2
Enfin,

Exercice 66 : [énoncé]

(a) t — ﬁ est intégrable sur Ry donc ¢(0) existe.
u+— 1/u est une bijection C* entre R et R .
On peut réaliser le changement de variable ¢ = 1/u qui donne

/+°° dt _/+°° udu
o 1+ Jo  1+ud

Donc

puis

(b) La fonction g est paire. Pour 0 < 2 < 2/, on a pour tout ¢ > 0, e—ta’ > o—ta”
donc g est décroissante sur R .

(c) Pour z > 0,

oo e 1
0< < Tt = — 50
_g(x)_/() e $2_>

donc lim, 4 g(z) = 0.

Exercice 67 : [énoncé]

(a) Posons

@0 = 1
T, t) = ————.
RO =T+

Pour tout = € Ry, la fonction ¢ — g(z,t) est définie, continue sur R, et
g(z,1) I 1/t3 donc f(x) existe.
oo

(b) u > 1/u est un C' difféomorphisme entre R et R .
On peut réaliser le changement de variable ¢t = 1/u qui donne

/+°° dt _/+°° udu
o 1+ Jo 14wl

Donc

dt 2 2t—1]+°° A7
0 3v3

+o00
2f(0) = /0 2 111 = [\/5 arctan 7\/5

puis

(¢) z— g(z,t) est continue sur Ry, ¢t — g(z,t) est continue par morceaux sur
[0; +o0[ avec
1

|g(z,t)| < = = o(t)
1+t
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et ¢ intégrable sur [0;4o0o[ donc f est continue.

Si z <y alors Vt € [0; +00[, g(y,t) < g(x,t) donc f(y) < f(x). Ainsi f est
décroissante.

Rq : On peut aussi montrer f de classe C! mais cela alourdit la démonstration

(d) f tend vers 0 en +oo car

+o0 1 +o0
OSf(x)S/ _dr / du o,
0 0

x3 + 3 t=zu 22 1+ u3 a—+oo

Exercice 68 : [énoncé]
(a) Introduisons g(z,t) = % définie sur R* x [0;7/2].
La fonction g est continue et x et continue par morceaux en t.

Pour [a;b] C R%, on a

V(ast) € fast] x 057/2), gt 0] < 7 = (1),

La fonction ¢ est intégrable sur [0;7/2].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur R? .
Aussi, pour 0 <z < 2/, on a

vt € [057/2], g(a',t) < g(a,1).

En intégrant, on obtient f(z') < f(z). La fonction f est donc décroissante.
On aurait pu aussi établir que f est de classe C! et étudier le signe de sa
dérivée.

(b) Quand z — +o0,

dt — 0.

x/
0<s@ < [ g

T+t

Quand z — 0F

/% cost V2 T4 V2 x4w/4
> dt > — |In(t = —In——
f(x)_/o t+x 2 [n( +x)}o 2 T g -

/2
/ costdt
0

+00

1
x+7/2

8|~

/2
/ costdt < f(z) <
0

donc

On sait : )
V0§t§7r/2,175t2§cost§1
donc
2o 1 ™ 2de /2t
— = < f(z) < .
0 t+x 2 0 t+x 0 t+x
Or 12
/ dt :lnx—i—w/?N_lnm
0 t+uo T 0
et /2 12
T2 24t 4
og/ §/ tdt =C =o(lnz)
0 t+l’ 0
donc
f(;v)m:;o—lnx.

Exercice 69 : [énoncé]

(a) La fonction ¢ — (sint)” est définie, continue et positive sur ]0; 7 /2].
Quand ¢t — 07, (sint)® ~ ¥ avec z > —1 donc t — (sint)® est intégrable sur
10;7/2].
Ainsi f est définie et positive sur |—1;+oo]

(b) La fonction

09 (0 #) = In(sin ) (sin £)°
%(x, t) = In(sint)(sint)

est définie, continue en x et continue par morceaux en t.
Soit [a;b] C]—1;400[. Sur [a;b] x]0;7/2]

g . . g

%(x,t) < |In(sint)(sint)*| = ¢(t)
avec ¢ est intégrable sur |0;7/2] car pour « tel que —a < o < 1,

t%p(t) ~ t*T*|In(t)| — 0.
Par domination sur tout segment, f est de classe C! sur |—1;+oo[ et
/2
f(x) = / In(sint)(sint)* dt < 0.
0

Ainsi la fonction f est décroissante.
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En intégrant par parties
T/ : T /2
flx42) = /0 2(sin t)*(1—cos?t) dt = f(x)— [(31;11;)1*‘1 cos t]o —ﬁf(m—ﬂ)
et donc .
fa+2) = T f(a).
On a
plx+1)=(@+1)f(z+1)f(z) =zf(z—1)f(z) = p(z)
et

e(1) = F0)f(1) = m/2

donc par récurrence
Vn e N* p(n) =7/2.

@ est continue et quand x — 0,
o(z) =p(l+2z) = @(1) =7/2.
Or quand = — 0,
f(x) = f(0) = 7/2
donc quand x — —1,

plx+1) 1

1@ = i vfe ) " ir 1

Rq : En fait on peut montrer que ¢ est une fonction constante.

Exercice 70 : [énoncé]
Etudions la fonction donnée par

Notons u(z,t) =

T arctan(z
flay = [ R,

1+ ¢t2

arctan(z/t)

1 définie sur Ry x ]0; 4-00]

t — u(x,t) est continue par morceaux sur|0; +oo[ pour chaque z € R,
x +— u(z,t) est continue sur Ry pour chaque ¢ € ]0; +o00[ et

/2
u(z, t)] < T

o(t)

avec @ fonction intégrable sur ]0; +o0].
On en déduit que la fonction f est définie et continue sur R, .
@+ u(x,t) est dérivable sur R’ pour chaque ¢ € ]0; 400 et

@(1‘ t) — ;
0x 77 (#2 + 22) (1 + 2)
T %(I, t) est continue sur R pour chaque ¢ € ]0;4o00]
t— %(x, t) est continue par morceaux sur |0;+4-oo[ pour chaque x € R et
ou 1 1
“rt) = ———
‘8x(x’ )’ 2z (14 t2)
car 2tz < x2 + t2.
Soit [a;b] C ]0;+00]
ou 1 1
t) € la;b] x10; (2, )] = o = Y[t
) € fait] x 03 ool S (000)| = 5 s =000

avec 1 fonction intégrable.
Par domination sur tout segment, on obtient f de classe C! sur ]0;+oo[ avec

, oo t
)= /0 Eraare "

Pour x # 1, on peut décomposer la fraction rationnelle définissant I'intégrande

t t t

A+2)@2+82) @2-DA+2) (@2 —1)@a%+82)

et on obtient alors

Inx
(22 = 1)

1 L 142\
1 —
z2 -1 |2 x2 +t2 0

Cette identité se prolonge en x = 1 par un argument de continuité.
On a alors

f'@) =

Int T Int

/O =t [ = i f @)~ £(0)

Or f(0) = 0 et par continuité on parvient a

* Int
/OUQ_Udtf(x).
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Exercice 71 : [énoncé]
(a)Poura>—1 on note €, = {z € C| Re(z) > a}. (a)
t— 1—+t est continue par morceaux sur |0;1], z — 1Tt est continue sur € et
pour z € Q,
t? te
< L =t
’1+t‘ S 7 e

avec ¢ intégrable sur ]0;1] car ¢(t) ~ t* quand t — 0.
Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur €2,.
Ceci valant pour tout a > —1, on peut encore affirmer que f est définie et

continue sur €.
1
/ t*dt =
0

fla+1) — £(0)

On observe

f@) + fle+1)

z+1

et par continuité

donc
1

w—r:/—l,’l,‘—i—l-
1 bogatl
_§+/0 (14 1)2

! tz+1 z+1
/o(1+t ‘ /‘t | dt

71| = |exp((z + 1) Int| = exp((Re(z) + 1) Int) = ¢Re=)+1

f(z)

Par intégration par parties

(2 + 1) f(2) dt.

avec

car les exponentielles imaginaires sont de module 1.
On a alors

1 tz+1
/0 (1+1¢)2

1
dt’ S/ tRe(z)—i—l dt =
0

RG(Z) + 2 Re(z)—+o0

Ainsi i
1 _ =
(z+1)f(2) v
puis
1

Re(z),\;>+oo 272

Exercice 72

: [énoncé]

sm(:vt)

Pour z € R, t — est, continue par morceaux sur ]0; +oo],

sin(mt) B 1
et —1 t—;-ooo t2

sin(xt)
-1 t—>0

O(1) et

donc f(x) est bien définie pour tout = € R.

Posons g(z,t) = %
g admet une dérivée partielle g—z avec
0 t
a—i(m,t) = cos(xt)

x ag 9 (x,t) est continue sur R, ¢ — 89 9 (x,t) est continue par morceaux sur
10; +oo[

Enfin "957 (z,t)| < =5 = @(t) avec ¢ intégrable sur |0 ; +o0].

Par domination, on peut affirmer que f est de classe C!, a fortiori continue et
dérivable.

La décomposition

permet d’écrire

Par la majoration |sin(u)| < |ul, on obtient

+oo +oo 1
/ |sin(t)e ™| < / te™™ dt = —.
0 0 n

La série > f[o,+oo[|sin(t)e_"t| dt converge, on peut intégrer terme & terme

“+oo “+o0
Z / sin(t)e™ " dt.
0

n=1

f()
On calcule l'intégrale sommée en considérant la partie imaginaire de

+oo
/ N
0
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On obtient & terme

+oo 1
JO=2 oy

Exercice 73 : [énoncé]
La fonction f est bien définie sur ]0;+oo[ et

rf(r) =2 /0 e

2 1+¢2
Posons
e—tw
) = ——=
u(@,t) 14 ¢2
définie sur |0 ; 4+o0[ x [0;+o0].
u admet, deux dérivées partielles
Ju t 0%u 12

—tx —tx

Zlat) = —— t 2 t) = ——
81‘(3;’ ) 1—i—t2e 6$2(x’ ) 1—|—th

Pour chaque x > 0, les fonctions u et g—g sont intégrables et pour tout
[a;b] C]0;+00], on a la domination

0%u —a
‘W(x’t)‘ e =l

avec  intégrable. On en déduit que la fonction

“+o0 —tx
(&
z / LY
o 1+

est définie et de classe C2 sur ]0; +ool. Il en est de méme pour f par opérations
sur de telles fonctions.

Quand z — +o0,
+oo  —tx o0
1
Og/ © dtg/ e dt =~
0 1 =+ t2 0 X

donc zf(x) — § puis

™

f (@) 5

~ .
r—+0c0 21

Etudions maintenant f(x) quand x — 07.

Par le changement de variable u = tz,

400 1 —e ¥ +o0 1—e ¥
f(ac):/ 7edu:/ LR
0 0

2 4 u2 24 u?2  u
avec
1—e™ ¥
O U
Par intégration par parties,
1 +oo 1 +o0
flz) = {2 In(z? + u2)<p(u)} —5 / In(z? 4+ u?) ¢’ (u) du.
0 0

Pour z €]0;1],
IIn(z® + v?)| < |[In(u?)| + [In(1 +u?)]

et la fonction
u (|ln(u2)| + |In(1 + u2)|)4p’(u)

est intégrable sur ]0; +oo[ car ¢’ peut étre prolongée par continuité en 0 et
On en déduit

Exercice 74 : [énoncé]

(a) Par le changement de variable ¢t = ux (bijection de classe C') on obtient

! du
Jx) = /4 V1+ 22021 — a2’

Posons g¢: ]0; +o0o[ x |—1;1[ — R définie par
1
- V1Fz22u2V1—u?’
La fonction g est continue sur 0;4oo[ x |—1;1] et
1
gz, u)| < N p(u)

avec @ intégrable sur |—1;1].
On en déduit que f est définie et continue sur ]0; +o0].

g(z,u)
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(b)

Quand z — 07

1 1
= — :
V14 22u?V1—u2 V1 —u?

Par la domination précédente

g(w,u)

1
{ arcsin u} = 7.
-1

! du
f@) z—0+ /_1 V1—u? -

De méme, on obtient
1

flz) —— 0du = 0.

Tr—r+o0 1

Exercice 75 : [énoncé]

(a)

Puisque
cos?t
t

on peut affirmer, par équivalence de fonctions positives, que 'intégrale
diverge en 0.

On peut alors conclure que f est définie sur |0; +oo[ (car lintégrale sur un
segment d’une fonction continue converge) mais ne peut pas étre définie sur
un domaine plus grand.

1
~ 3 quand ¢t — 0T

Posons

Cette fois-ci
sin? ¢

~t quand t — 0

et donc la fonction g est définie et continue en 0.
Puisque
v de
f@) +9) = [ F =tna
1
on peut conclure

f(z) ~Inz quand z — 0.

f(2) :/ 1 + cos(2t) gt — %lnm—l—/ cos(2t) gt
1 1

Aussi

2t 2t

Comme la nouvelle intégrale converge en +oo (cela s’obtient par une
intégration par parties) on conclut

1
flx) ~ 5 Inz quand © — +oc.

Exercice 76 : [énoncé]

(a) Pour que la racine carrée soit définie pour ¢ € ]0;1[, il est nécessaire que

x € [-1;1].
Pour x € |—1; 1], I'intégrale définissant f converge par les arguments
d’intégrabilité suivant

! i et ! e
t(1—t)(1 — 22t) t—o+ V1 t1—t)(1 —a2t) to1- VIt

Pour x = +1, l'intégrale définissant f diverge car

1 NI EO
t(1—t)(1—t)tmot 11

L’ensemble de définition de f est donc |—1;1].

Sur [0; 1], la fonction f est croissante et admet donc une limite en 1.
Par I’absurde, si celle-ci est finie égale & ¢ € R alors

e dt
ve e [0;1[7/0 -0 - 2%

Par intégration sur un segment, la fonction de = déterminée par le premier
membre est continue en x = 1, on en déduit

/GL<Z.
o VE1—1t) ~

Or ceci est absurde car par non intégrabilité d’une fonction positive

/“ dt oo
0 \/i(l—t) a—1— )

Exercice 77 : [énoncé]

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections

49

(a)

La fonction x +— 1/xz%(1 + x) est définie et continue par morceaux sur
105 +o00[ avec

1 1 ¢ 1 1
_  ~ — e ~ .
(1 + ) amot 2@ (1 + x) 2—+o0 got!

Cette fonction est donc intégrable si, et seulement si, o € ]0;1[.
La fonction intégrée étant de surcroit positive, 'intégrale définissant f(«a)
converge si, et seulement si, « € ]0;1].

On a

oo dg ! dz Foo dz
fla) - el [y R PSR

1 T 0o 2%(1+x) 1 xet(1 4 2)

+o0 +oo

/ _de </ _dr .

v et (d+a)| T Sy 2(l+a)

/1 dz

o (1 +m)

+oo T
f(a):/1 S +0() =~ +0() ~ .

(07

et pour a < 1/2

! dz ,
S/OWZC'

On a donc

On peut aussi obtenir cet équivalent en commencant par opérer le
changement de variable v = z.

Par le changement de variable C! bijectif x = 1/t, on obtient f(a) = f(1 — )
d’ou la symétrie affirmée.

Posons
1

u(a,x) = it

Pour chaque z € ]0; 4+00[, la fonction o — u(a, x) est continue et pour
chaque a € ]0; 1] la fonction x — u(a, z) est continue par morceaux. Enfin
pour « € [a;b] €]0;1] (avec a > 0), on a

|u(z, )| < six € [l;+o0]

~ze(l+x)

et

lu(z, )| < size]0;1].

~zb(1+x)

Ainsi
|u(z, )| < @ap(x) pour 2 € ]0;+00]
en posant ¢, (z) = u(a, ) + u(b,x) qui est intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur
J0;1[.

Par le changement de variable = 1/t, on peut écrire

/1 dz _/+°° dt
0 xa(l +x) o 1 tl*&(l +t)

+o0 xlfa 4 z@
fla) = /1 w01 dz.

et alors

On vérifie que pour z > 1, la fonction a + £17% + 2 est décroissante sur
10;1/2] puis croissante sur [1/2;1]. La fonction f a donc la méme monotonie
et son minimum est donc

Too g

f(1/2) = ; mzﬂ

via le changement de variable u = /1.

Exercice 78 : [énoncé]

(a) Posons f(z,t) = BL

ta
f est définie et continue sur |0; 4oo[ x ]0;1].
Pour z >0, f(z,t) ~ LIntdonc vif(z,t) — 0 puis t — f(z,t) est
t—0+ t—0+
intégrable sur ]0;1].
Ainsi F est définie sur ]0; —|—oog.
f

f admet une dérivée partielle 32 continue avec g—i(x,t) =— (tilzt)%
Soit [a;b] C ]0;400[. Pour x € [a;],

of [In ¢|

—(z,t)| < = (¢t

| <=

avec ¢ intégrable sur ]0;1].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que F est de classe C' et

Int

1
F'(x) :/0 fmdt.
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(b)

Par intégration par parties,

1 1
1 1 1 1 1
Fle)= |Int 1 —/7——7 dt
t+x x /], o t\t+zx
o la primitive de ¢ — - est choisie de sorte de s’annuler en 0 pour que

I'intégration par parties présente deux convergences.
Ainsi

ron Loodt _In(x+1)—Inx
F(Z)_/O o(t+z) x ’

Par opérations

In(z+1)—Inz In(l+1/z)+Inx 1

’ _ _ __ =
G'(z) = . . - Inz
puis
G(z) =G(1) — %(lnx)Q.
Or G(1) = 2F(1) avec
L pt 1 +oo .
F(1) = ; t+1 /0 ¥R In(t) dt.

Or fo tFIn(t) dt = donc par convergence de la série des intégrales des

- (k-‘,—l)2

valeurs absolues, F(1) = Y72 % Sachant 30,2 & = % on obtient
F(1) = 77{—; puis
1 2
G(x) = S (lna)” — %

Par décomposition en éléments simples

t—1 @ _ o= (t +cho)
(t+1)(t2+2tchf+1) t+1 t24+2tchf+1°
Donc
Y1 Int 1 1 62
dt = ———(F(1) = =G(?)) = —i—.
/0t+1t2+2tch(9)+1 awg—1FW =36 = ram—n

Exercice 79 : [énoncé]
Considérons f: (z,t) — S5 " définie sur 105 400 x [0;400]
Pour ¢ € [0; +oo[, la fonction = — f(z,t) est fois dérivable sur |0;+oo[ f admet
une dérivée partielle ,

of e ”

%(x,t) = ftl et
Pour tout x € ]0;+o0], t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur
[0; 400 car

2
t=f(x,t) P 0.

De plus

Vz €]0;+oo], t — f(x t) est continue par morceaux.

Vit € [0;+o0], z — f(x t) est continue.

Enfin, pour [a;b] C [O +oo[. On a

(o, 1) € fast] x [0; oo | 22

(x,t)' <e

avec ¢: t — e~ continue par morceaux et intégrable sur [0; +oo].

Par domination sur tout segment, la fonction g est de classe C' sur R% et

, +oo e—zt +oo e—zt +oo .
— = dt dt = Tt =~
g(x)—i—g(x) /0 1+1¢ +/0 1+¢ /0 ¢

On peut aussi constater le résultat plus directement en procédant aux
changements de variable u = 1 + ¢ puis v = ux ce qui raméne ’expression étudiée

4 une primitive
“+o0 e v
g(z) =€” / dv
x

v

et on peut alors vérifier la satisfaction de 1’équation différentielle.

Exercice 80
Posons

: [énoncé]

définie et continue par morceaux sur R x ]0;1].
Pour tout x € R, la fonction ¢ — wu(z,t) est continue par morceaux sur |0;1[.

Puisque
xT

t
,t) ~ — et t) —— 1
u(@ )x—>0+ Int u(@,?) t—1-

la fonction ¢ — u(z,t) est intégrable sur |0; 1] si, et seulement si, © > —1.
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De plus, cette fonction est positive et donc la convergence de I'intégrale équivaut a
I’intégrabilité de la fonction intégrande.

On en déduit que la fonction f est définie sur |—1; +o0].

La fonction u admet une dérivée partielle

ou

(@) = (- )

Cette dérivée partielle est continue en x et continue par morceaux en t.
Pour [a;b] C]—1;+400], on a

V(z,t) € la;b] x]0;1], ‘gx(a: t)’ (1 —t)t".

Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe C' sur
]—1;4o00[ avec

ﬂ@—/W—Uﬂw—'l— 1
) S x4+2 x4l
On en déduit 42
T
=1 C.
f(x) nooat
La fonction
t—1
t—
Int

est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 et 1, elle est donc bornée
par un certain M € R, et alors

/ Mt*dt = M — 0.
T+ 1 z—)Jroo

On en déduit C = 0 puis finalement

Exercice 81 : [énoncé]

(a) Considérons f: (x,t) — t =1 définie sur ]—1;+oo[ x ]0; 1.
Soit x > —1. La fonction t »—> f(z,t) est continue par morceaux sur |0;1].

Quand t — 1.
t=1—havec h = 0t.

et donc f est intégrable sur [1/2;1].
Quand t — 07.
On a
0 siz>0

" —— <1
t—0t

siz=0
+oo  size]-1;0[.

Si z > 0, on obtient f(z,t) — 0 ce qui permet un prolongement par
continuité.
Siz<0,0na f(z,t) =o0(t") =o(1/t™") avec —z < 1.
Dans les deux cas, t — f(x,t) est intégrable sur ]0;1/2].
Finalement ¢t — f(x,t) est intégrable sur |0;1[ et donc g est définie sur
]—1;400].

(b) La fonction x v f(x,t) =
partlelle et

ln ; L est dérivable donc f admet une dérivée

of
L, t) = t*

ax(z7 )

Vr € ]-1;400[, t — g—i(x, t) est continue par morceaux sur |0;1]
Vi e]0;1], x — %(w,t) est continue sur |—1;+ool.

Soit [a;b] C]—1;+o0]. Pour z € [a;b],

=

L] <= ot0

avec ¢: ]0;1[ — R4 continue par morceaux et intégrable sur ]0;1[.
Par domination sur tout segment, g est de classe C! et

! 1
g(x) = / t*dt =
0

x4+ 1

On en déduit

Exercice 82 : [énoncé]

(a) Posons g(z,t) = 22~ définie sur R x ]0; 4o0f.
t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0 ;+oo[, se prolonge par continuité
en 0 et est négligeable devant ¢ +— 1/t? en +oco donc la fonction F est bien
définie sur R.
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g—g est définie sur R x |0; 4o0[, t — %(m, t) est continue par morceaux sur

105 +o0[, z — %(z,t) est continue sur R et pour tout = > 0,

98,1 = o] =~ = )

avec v intégrable sur RY .
Par domination F' est de classe C! sur R avec

+oo
F'(z) = /0 cos(xt)e " dt.

(b) cos(zt)e~t = Re(el-111%)t) donc

+ee +oo . 1 1
/ cos(xt)e " dt = Re </ e(—1H) dt) = Re( - ) = 5
0 0 1—ix 1+z

(c) Sachant F(0) = 0, on obtient F'(z) = arctan(x).

Exercice 83 : [énoncé]
La fonction u(z,t) = e(®=Dt /\/t définie sur R x ]0; +-o0l.
t — u(z,t) est continue par morceaux sur ]0; +oo[ pour chaque x € R et

u(x,t) — et tu(z,t) — 0.

1
t—0t /T t—+o0

On en déduit que la fonction donnée par

+oo o (iz—1)t .
F(z) = / St = f(@) +ig(a)

est définie sur R.
La fonction  — u(x,t) est dérivable sur R pour chaque ¢ € ]0; +o0[ et

ou :
—(z,t) = ivtelie—D?
5 & t)
T %(:z:7 t) est continue sur R pour chaque ¢t € ]0; +oo],

t = Ge(x,t) est continue par morceaux sur |0;+oo[ pour chaque = € R et

@) = Vi = pl0)

avec ¢ intégrable sur ]0; +o00[ car prolongeable par continuité en 0 et vérifiant
t2p(t) —— 0.
t—+o0

Par domination, on peut affirmer que F est de classe C! sur R et

+o0o )
F'(z) = Vel Dt qg,
0

A T’aide d’une intégration par parties, on obtient

1

Fl(z) = —WF(x)

La résolution de cette équation différentielle donne

ei(arctan z)/2

F(@) = FO) e

Enfin, sachant

“+o0
/ et dt = VT
O 2

on parvient a
i(arctanx)/2
F(z) = Vet s
(22 +1)1/4

d’ot les expressions de f(x) et de g(z).

t . t
flz) = = ﬁ)1/4 COS(arc;nm) et g(x) = = ﬁ)1/4 Sm(arc;nx)

On peut encore éventuellement « simplifier » en exploitant

1 2
cosT = —’_C%(x) pour z € [—7/2;7/2]

ce qui donne

COS(arctanz) _ L+ A

2 2
et aussi
1
t - 7=
Sin<arc2an:v> = signe(z) #sz
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Exercice 84 : [énoncé]

fi(z,t)— ﬂ et %(x,t) = —e ™" sont définies et continues sur R% x R%.
t — f(x,t) est intégrable sur ]0; +oo[ car prolongeable par continuité en 0 et
négligeable devant 1/t en +oo.

Pour a > 0,

Yo € [a;—i—oo[‘gj:(m,t)‘ <e " = ,(t)

avec g, intégrable sur R .
Par domination z + F(x,y) est de classe C! et

OF oo 1
—(z,y) :/ —e T dt = —~.
0

oz T
Donc F(z,y) = —Inxz + C* et puisque pour z =y, on a F(z,y) = 0 on obtient

F(z,y) =lny —Inz.

Exercice 85 : [énoncé]

(a) Posons
—t _ o2t

. e —
p:rt— 7
La fonction ¢ est intégrable sur |0; +o0o[ car prolongeable par continuité en 0
et vérifiant t2¢(t) T 0. Par domination, on obtient que F est définie sur
I=R.

(b) Posons f(x,t) = ¢(t) cos(xt).
f admet une dérivée partielle % et

of St 2ty
%(aﬂ,t) = —(e7t — e %) sin(xt)

T %(m, t) est continue sur R, ¢ — %(% t) est continue par morceaux sur
105 +o0f et | 3L (x, t)‘ < e t+e72t =)(t) avec ¢ intégrable sur ]0; +ool.

On en déduit que F est une fonction de classe C' et

+o00
F'(z) = /0 —(e7t —e7?") sin(xt) dt.

+oo +o0 ) x
/ e “sin(zt) dt = Im (/ el-atiz)t dt> =———
0 0 a* +x

Or

donc

1 4+ 22 .

Montrons que F(x) —— 0 quand z — +o0.
r—+00

Par intégration par parties

sin(zt)]7 1
T

“+oo
- = /0 ¢’ (t) sin(xt) dt.

0

+o00
/ ¢’ (t)] dt —— 0.

0 T——+00

Exercice 86 : [énoncé]
On définit f: R x ]0; +oo[ — R par

—at —bt

Fla,t) = "% cos(xt).

(a) Pour z € R, la fonction t — f(x,t) est définie et continue par morceaux sur
105 4-00].
Quand t — 400, t2f(x,t) — 0 et quand t — 0T, f(x,t) — b — a donc
t — f(x,t) est intégrable sur ]0;4o0].

(b) Pour x € R, la fonction ¢t — f(x,t) est dérivable et

of

%(az,y) = (e — =) sin(xt).
La fonction g—i est continue sur R x ]0; 400 et
0
’aij(:mt)‘ <e  pet = (1)

avec @ fonction intégrable.
On en déduit que F est de classe C! sur R et

+oo
F'(z) = /0 (et — e~ sin(xt) dt.
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Or
—+oo —+oo . T
/ e “sin(wxt) dt = Im (/ elmetia)t dt) ="
0 0 c+x
donc . .
Fl(z) = _ .
() 22102 22+ a2

(¢) On en déduit

2 72 + a?

Pour déterminer la constante, on étudie la limite de F' en +o00. Posons

2 432
F(z) = 11n<$+b> + Cte,

ce qui définit une fonction de classe C' intégrable ainsi que sa dérivée sur
105 4-o00].
Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

+o0 400 1 +o0

P (t) cos(at) dt = % [w(t) sin(xt)}o _ =

) Y (t) sin(xt) dt

0

et donc
—+o0

“+oo
(t) cos(xt) dt’ < %/O |/ (t)| dt — 0.

0

On peut conclure
1., (22 +0?
Fla) = 21“<x2+a2>~

Exercice 87 : [énoncé]
(a) On réalise le changement de variable u = v/t. On obtient z(0) = /7.

(b) t— g(z,t) = e<71;;x)t est définie, continue par morceaux sur |0;4o0[ et
intégrable.

g admet une dérivée partielle

29 (4,1) = iv/iel -1

oz
t— %(x, t) est définie et continue par morceaux sur |0; +oo,
T g—z(x,t) est continue sur R,

Jg ‘

—(x,t)| < Vte T = p(t

2 w0 < Vet = (0

avec @ intégrable sur ]0; 4o00|.
La fonction z est donc définie et de classe C! avec

/ Foo \[ (—1+iz)t i +oo e(—l—i—im)t 1
= ~. t — 1r dt - - e dt ___
' (z) /0 1LVie ipp 2(1 — iz) /0 Vi 2z + 1)
(c) . |
—1 B —x+1 _ T N i
2a+1) 2@ +1) 2@ +1)  22+1)
donc ——
.arctanx 1 9 (Cellarctana
o) = o (B - et ) = S

Puisque 2(0) = /7, on conclut

ﬁei(arctan z)/2
Z(l‘) - (,’E2 + 1)1/4

Exercice 88 : [énoncé]
Posons )
flz,t) =e e,

La fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car

2
RIS vty

et donc la fonction g est définie sur R.
La fonction x — f(z,t) est dérivable et
of 2t
——(x,t) =te”" e'".
8.’1;( I )
La fonction ¢ +— %(tv x) est continue par morceaux, la fonction = — g—i(x, t)
continue.
Pour a € Ry, on a
of
V(z,t) € [—a;a] xR, | ==
(¢0) € [asa] < B, |3

(x,t)‘ < Jtfe e = o (t)

avec @, intégrable sur R indépendant de =x.

est

On en déduit que la fonction g est de classe C' et par une intégration par parties

1 Foo g gt
2e_tzem] + 5/ ze~t et dt.

—00 —00

+oo 5
g'(x)z/ te el dt = [—
— 00
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On en déduit que g est solution de ’équation différentielle
1
o (@) - 5rg() =0.

Aprés résolution de cette équation différentielle
g(x) = Ae® /4,
Enfin ¢(0) = /7 donne A = /7.

Exercice 89 : [énoncé]
(a) Posons
fz,t) =e " ch(2at).

La fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car

2
RIS rwevngy

et donc la fonction F' est définie sur R.
(b) La fonction x +— f(x,t) est dérivable et

of 2

—(z,t) = 2te™" sh(2xt).

(et (2]

La fonction ¢ %(t7 x) est continue par morceaux, la fonction = — %(m, t)
est continue.

Soit a € Ry

of

¥(a,1) € [~aja] xR, |22

(z,t)‘ < 2ash(2at))e" = a(t)

avec ¢, intégrable sur R indépendant de x.
On en déduit que la fonction F est de classe C! et par une intégration par
parties

—+oo

+oo 2 2
Fl(x) = /0 2te " sh(2xt) dt = [— e ! sh(2xt)}0

On en déduit que F est solution de I’équation différentielle
F'(z) — 2zF(z) = 0.
Aprés résolution de cette équation différentielle
F(z) = Ae®”
avec F(0) = /7/2.

—+o0
—|—2x/ e’ ch(2zt) dt.
0

(¢) On sait
10 52n
— 2n
Va,t € R, ch(2xt) = ngzo @n)! (xzt)".
Posons uy,: [0; 400 = R
2277, o2n  —t?
un(t) = 2n)l (xt)="e™" .

Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions ) u,
converge simplement sur [0; +oo[ vers la fonction ¢ — e~%" ch(2xt) elle-méme
continue par morceaux.

Chaque fonction u,, est intégrable et

+o0o 92n 2n +o0 5
/ |un(t)| dt = (25'/ e dt.
0 : 0

Par intégration par parties

+o00 +oo +oo
/ 12ne=t dt = / 201 5 got qp = 21 / 2=t gy
0 0 2 0

et donc

/*00 et dt = (2n)! V7
O 2

22np)

puis
2n

+oo
/ |un (t)] dt = 2
0

n!

o5

Il y a alors convergence de la série Y [ |u,| et donc on peut intégrer terme a
terme ce qui fournit

+00 oo 400 op
X ™ T 2
F(m):Z/O un(t)dtzzﬁ§:§e .
n=0 :

n=0

Exercice 90 : [énoncé]

2,2
Posons g(z,t) = %

x +— g(x,t) est continue sur R,
t — g(x,t) est continue par morceaux sur [0; +oo,

lg(z,t)| < In(ta*?) oy [—a;a] avec t — In(1+a’s?)

T T intégrable.
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Par domination sur tout segment, on peut donc affirmer que f est définie et
continue sur R.
11 est évident que f est paire. Nous poursuivons son étude sur R .

2 . , .
%(I‘,y) = % est bien définie.
T g—z(x,t) est continue sur R,
t %(:c, t) est continue par morceaux sur [0;+ool.
2 2 A
Enfin gg(x,t)’ < % sur [a;b] C RY avec t — (Haﬁgw intégrable.
Par domination sur tout segment de R* , on peut affirmer que f est de classe ct
* _ [t 27t2
sur RY et f(z) = 0 (ngtgéw dt
En réalisant la décomposition en éléments simples (pour x # 1),
"(z) = -Z= et cette relation est aussi valable pour x = 1 par continuité.
x+1

Sachant que f(0) =0 et que f est paire, on obtient f(z) = wln(1 + |z|).

Exercice 91 : [énoncé]
(a) Posons f(x,t) = In(cos?(t) + x% sin?(t)) définie sur ]0; +oo[ x [0;7/2].
Pour chaque x > 0, la fonction ¢ — f(z,t) étant continue par morceaux sur
[0;7/2], Vintégrale définissant F'(x) est bien définie.
Pour chaque t > 0, la fonction x — f(x,t) est dérivable et
9 2z sin®(t
O (1) = 20
oz cos?(t) + x2 sin”(t)

Soit [a;b] C ]0; 400l
20
cos?(t) + a2 sin?(t)

of
ax(xvt)‘ S

avec la fonction ¢, p: [0;7/2] — R4 continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, F est de classe C' et

/2 s 2
Fl(z) = / 2osin (t) gy,
o cos?(t) + x?sin”(t)

V(x,t) € la;b] x [0;7/2],

= ‘Pa,b(t)

Par le changement de variable C! bijectif u = tant

+oo 2u2x
F’ = du.
() /0 (1+ 22u?)(1 + u?) u

Par décomposition en éléments simples (si x # 1)

~ 2z/(a? - 1) B 2z/(2% — 1)

2x X
(1+22X)1+X)  1+X 1+ 22X

et donc

F'(z) =

2z /+°° 1 1 m
— du =
x2—1), 14u? 1+ 22u? x+1
et la relation vaut aussi pour z = 1 par argument de continuité.

On en déduit
Fz)=nmln(z+1)+ cte.

Sachant F'(1) = 0, on conclut

F(m):ﬂln(x;_l).

Exercice 92 : [énoncé]
Posons

2m
f(fﬂ):/o In(1 + x cost) dat.

cost
Pour |z| > 1, l'intégrale ne peut pas étre définie.
Pour |z| <1
Ent=m7/2et t = 371/2, il est possible de prolonger par continuité la fonction
intégrée.
Pour z = —1:
Quand ¢ — 0T, In(1 — cost) ~ 21Int
Quand ¢t — 277, t =27 — h, In(1 — cost) = In(1 — cosh) ~ 2Inh
Pour z =1, quand ¢ —» 7t = 7+ h, In(1 + cost) = In(1 — cosh) ~ 21n h.
Finalement f est définie sur [—1;1].
Pour des raisons de symétrie,

flz) = 2/; In(1 +weost) ;.

cost

Par domination sur [—a;a] avec a < 1, f est C! sur |—1;1] et

f@»=2éﬂ &

1+ zcost’
Par le changement de variable u = tan %,

ron Feo du 27
f(x)—4/0 (14+u?) +2(1 —u?)  1—a2

Puisque f(0) =0, on en déduit f(z) = 27 arcsinz.
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Exercice 93 : [énoncé]

(a)

f(z,t) =1n(1 + zsint) est définie et continue sur [0; +oof x [0;7/2].
Soit [a;b] C [0;+00],

V(z,t) € [a;b] x [0;7/2], |f(x,t)| <In(l4b) = ¢(t).

La fonction ¢ est intégrable sur [0;7/2]
Par domination sur tout segment, on obtient F' est définie et continue sur
[0 +o00].
f admet une dérivée partielle
0 sin?t
i(zv t)=——5.
Ox 14 xsin“t

Celle-ci est continue en = et continue par morceaux en t.

W(ac,t)’ <1=o(t).

V(z,t) € [0; 400 x [0;7/2], e

La fonction ¢ est intégrable sur [0;7/2] et donc, par domination, F est de
classe C! avec p ,
i sin“ ¢
F'(z) = / ———dt.
0 1+ xsin“t
Par le changement de variable v = tant C! strictement croissant

u?

+oo
]””:A T+ @)1+ @t D)

Aprés décomposition en éléments simples et calcul,

PR U S R !
F(x)m(l \/x+1)2(1—|—\/x+1)\/x—|—1'

On remarque que

1 1
r_ =
21++vVz+ 1)V +1

In(1+v1+z)
donc
F(z) =nln(l+ 1+ )+ C*

sur R .
Par continuité en 0 et sachant F(0) = 0, on parvient & conclure.

Exercice 94 : [énoncé]

In(z24t%)

U= —

In(z?4t%)
T2

est continue par morceaux sur [0; +oo],

x est continue sur R et pour z € [—a;d]

In(z? + t2)

< ’111(@2 + tz)‘ + |ln(t2)‘
14 t2

- 14¢2

= (1)

avec @ intégrable. Par suite f est définie et continue sur R.
Il est immédiat que f est paire. Poursuivons, en étudiant f sur R7

d In(2? + %)\ 2x
de \ 1+1¢2 (@2 +12)(1+12)

t— W est continue par morceaux sur [0; oo,

Tt 7@2“3)’”(

777y est continue sur R et pour = € [a;b] C RY,

< 2b
S @A)+ e)

2x
(@ + 2)(1+ )

=1(t)

avec v intégrable. Par suite f est de classe C' sur R%.
Pour z # 1,

2x _ 2z 1 1
21 )(1+82) 2_1\1+82 212

, +oeo 2z 0
ro= [ Grrmmrm s

et cette relation vaut aussi pour x = 1 par continuité.

donc

En procédant au changement de variable u = 1/¢, on obtient f(0) =0 et donc on

peut conclure
flz)=mln(z+1)

pour = € R, en exploitant un argument de continuité.

Exercice 95 : [énoncé]

(a) Posons
ln(l + 2t cosx + t2)

t

g(l’,t) =

Puisque cosx > 0,
1+ 2tcosz +1* > 1+
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donc t — g(z,t) est définie et continue par morceaux sur ]0;1].
De plus

. In(1+2tcosz +t?)

im =cosw

t—0 t

on peut donc prolonger ¢ — g(x,t) par continuité en 0. Par suite F'(z) est
bien définie.
La dérivée partielle % existe sur [0;7/2] x ]0;1] et

dg 2sinx

() =—— ——

oz 14 2tcosx +t2
t %(x, t) est continue par morceaux sur ]0; 1],

T %(w,t) est continue sur [0;7/2] et

| 2= )

avec ¢ est intégrable. Par domination F est de classe C!.

Pour z =0, F'(0) = 0.

or la série de fonctions (;}r)ln t" converge uniformément sur [0; 1] puisque la

série numeérique satisfait au critére spécial ce qui permet d’écrire

R ! 1
< <
[Bn(0)] < n+2 - n+2
d’ott ||Ry|l,, — O.
Par suite N
o0 (_1)77, _ 7T2
FO=2) o= %=7%
n=0
puis ) )
T T
F = — - —.
@) =% -3
Exercice 96 : [énoncé]
(a) Posons
1
90070 = G

Pour = # 0, t — gn(x,t) est définie continue par morceaux sur Ry et g, (z,1t) o t%ﬂ donc
o0
. ol . ol - Iinfégrale définissant I, () existe.
F’(z):—/ %dt:—/ S ——dt = — 2arctan—@s—z] .
o 1+2tcosz +t o (t+cosz)?+sin’x sinz | +oo gy 1 t1™™>
L(z) :/ —— = [ arctan } =—.
Or 0 T+t T z], 2z

CoS T
arctan —— = arctan(ta 2 —
retan —— rctan(tan(mw/2 — x))
avec m/2 —x € |—7/2;m/2[ donc
arctan Cf)j =7/2—x
sin

et

1 2
arctan ﬂ = arctan cos (x/ )

sinx sin(z/2) ™/2 - /2

Finalement,
Flz)=2((r/2 —2) — (/2 — 2/2)) = —x.

0

1 1400 \n
F(O):/ wdt:2/ Z(—ll—)ltndt
0n=0n

Ign —
(©) % (et) = it

t— aa%(x,t) est continue par morceaux sur [0;+oo[, z — %(w,t) est
continue sur |0; +oo[ et pour tout 0 < a < b,

existe sur ]0; +oo[ x [0; +00].

2nb

)n-‘,—l = Soayb(t)

=21

Vo € [a;b],’aax(x,t)’ <

avec g intégrable sur R . Par domination sur tout segment, I, est de
classe C' sur [a;b] puis sur R et

I (x) = —2nxl,41(x).

(d) In(z) = —2=r avec Ap = et A\,qq = 22H), d'ou

(2n)!

An = 92n+1 ()2 .
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Exercice 97 : [énoncé] (a) Posons
e “tsint
(a) Posons fla,t) = —
o) = arctan(zt) défini 0- 0.
D=0 e éfinie sur |0;+oo[ x ]0; 400l

est définie sur [0;+oo[ X |0; 400],
t — f(x,t) est intégrable sur |0 ; 4oo[ car prolongeable par continuité en 0 et
égale 4 un O(1/t3) en +oo. Ainsi F est définie sur R,

of 1

PG -y sy

est définie sur [0;+oo] x |0; 400],
t— %(ac7 t) est continue par morceaux sur ]0;4oo[ et x %(ac7 t) est
continue sur [0;+oo].

of

(2.8)] < —
ox T —14¢2

= p(t)

avec o continue par morceaux et intégrable sur |0 ; 400,
donc F est de classe C! sur R, avec

Y A dt
- | G

Pour x # 1
1 1 x? 1
(14 222)(142) 22 —1\1+22t2 142
d’ou
r—1m T
F/ = —_ =
@) =773 T 2@+ D

ce qui est encore valable en 1 par continuité.
Par suite

Flz) = gln(x—i— 1)+ C

avec C' = 0 puisque F(0) = 0.

Exercice 98 : [énoncé]

Pour tout « > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur
]0; +o0f et intégrable car

et t2f(x,t) —— 0.

f@:t) t—0+ 1 t—+00

La fonction f admet une dérivée partielle

%(x,t) = —e “sin(t).

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Soit [a;b] C ]0;400[. On a
of

9, t)\ <ot = (1),

V(z,t) € [a;b] x]0;+00], e

La fonction ¢ est intégrable sur |0 ; +o00[. Par domination sur tout segment,
on obtient F' de classe C! sur ]0; +oof et

+oo
Flla) = — / =17 sin(t) dt.
0

En exploitant

on obtient

T 14a?

On en déduit
F(x) = —arctanx + C* sur ]0; +oo].

Montrons lim,_, 4o F(x) = 0. On a |sint| < ¢ pour tout ¢ > 0 et donc

+oo
|F(x)| < / R [ p—
0

- Tr x—+oo

On conclut T
F(x) = 5 arctan x.
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Exercice 99 : [énoncé]

S X [a;b] est compact et toute fonction continue sur un compact y est
uniformément, continue.

Etudions la continuité de F en o € R et considérons S = [a — 1; + 1].

Ve > 0,3 > 0,Y(x, ), (¢, ') € Sx[a; 0], [[(z, )= (2", )], <n = |f(x,t)—f(2" )| <e.

Donc pour |z —a| <7, on a

b
|F(z) — F()] §/ edt =¢e(b—a).

Ainsi F est continue en .

(x,t) = e™ est continue par opérations donc g 'est aussi par intégration sur un
segment.

Pour = # 0, g(x) = (0) =1.

Sans difficultés, on vérifie g est continue sur R.

Exercice 100 : [énoncé]
Reéalisons le changement de variable ¢ = u(z) + 0 (v(z) — u(x))

v(z) 1
/ fla.t)dt = (v(z) — u(x)) / £ (s ulz) + 0(v(z) — u(x))) d.
u(x) 0
Considérons la fonction

g5 (@,0) = f(z,u(x) + 0(u(z) — ulz)).

Pour [a;b] C I, la fonction g est continue sur le compact [a;b] x [0;1] et donc
bornée. Par conséquent, il existe M € R, vérifiant

V(z,0) € [a;b] x [0;1],]g(x,0)| < M = ¢(6).

La fonction ¢ est intégrable sur [0; 1] et donc, par domination sur tout segment,

on peut affirmer la continuité de la fonction

1
x »—)/ g(z,0)do
0

On en déduit la continuité de la fonction étudiée par produit.

Exercice 101 : [énoncé]
Pour tout z € R, on peut écrire

x) = /Ow @ dttmx/olf'(:ru) du
/f xu)

Posons h(x u) = f'(zu) defime sur R X [0 1

On a donc

Vo € R*, g(x

an
pr — (z,u) = u" f"Y (zu).

Celles-ci sont continues en x et continues par morceaux en u.
Soit [—a;a] C R. Puisque la fonction f("*1) est continue sur le segment [—a;a),
elle y est bornée et donc il existe M € R, vérifiant

o"h

V(@) € [~asa] x [0;1], | 222, u)| < M = ().

Puisque la fonction ¢ est intégrable, on peut affirmer par domination sur tout

segment, que la fonction
1
T / f(xu) du
0
est de classe C* sur R avec

o (/ e d“>:/ u {7 (zu) du.

On en déduit que la fonction g se prolonge en une fonction C*° sur R avec

f(n+1)(0)
n+1 °

1
vn e N, g™ (0) = / u™ fD(0) du =
0
Exercice 102 : [énoncé]
(a) On applique la formule de Taylor reste-intégrale a f en a.

(b) On réalise le changement de variable ¢ = a + 6(x — a) et ’'on obtient

fla) = (@=ay [ (1(;_9)1)f<a> (a+6(z — a) db.
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Posons ( o)
1—
= 7 gl _
he.0) = S 1) 00— ),
La fonction h admet des dérivées partielles
9" h (1-0)" k p(a+k)
W(%@*m@*a) / (a+0(z—a)).

Celles-ci sont continues en x et continues par morceaux en 6.

Par théoréme de domination, la fonction f est de classe C*° sur R avec

1
f(z) = / s™ cos(ws + %) ds
0

et donc

Soit [a —b;a+b] C R. La fonction f(*+*) est continue sur ce segment et y est

donc bornée par un certain M.

Puisque
Veela—b;a+b,V0e€[0;1],a+0(x —a) €a—Db;a+ b
on a
oFh
V(z,0) € [a—b;a+b] x[0;1], o 5 (@,0)| < M = ¢(0)

avec ¢ fonction intégrable sur [0;1].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que la fonction

g: x'—>/ a—l f(o‘)( +6(x—a))dd

est de classe C*°.

Exercice 103 : [énoncé]
Pour z # 0, on écrit

x t=xs

1 T 1
== dt = ds.
flx) /0 costdt /0 cos(zs) ds

La relation obtenue vaut aussi pour x = 0.
Introduisons la fonction u: R x [0;1] — R définie par

u(z, s) = cos(xs).

Cette fonction est indéfiniment dérivable en z avec
0"u n nw

= s" cos —).

S —(z,8)=s (zs+ 5 )

Cette dérivée partielle est dominée par 1 qui est intégrable.

Exercice 104

(a)

Exercice 105

1
n n 1
}f( )(m>’§/o s ds:n+1.

: [énoncé]

t— g(x,t) = o(~1+ia)t?
Puisque ¢ — |g(2,t)| = e~
définie.

. 2 .
ts 20 (a: t) = it2e(~1H12)1" egt définie et continue par morceaux sur [0; 400l
T 5

est définie et continue par morceaux sur [0; +ool.

¥ est intégrable sur [0;+oo], la fonction z est bien

(x t) est continue sur R,
0
’az(%t)’ <2t = p(t)

avec ¢ intégrable sur [0; 4ol
La fonction z est donc définie et de classe C* sur R avec

oo 2 (—1+iz)t? 1
2 (x) :/ it2e(TIHDT qp = —— — ().
0 ipp 2(37 + l)
En multipliant par la quantité conjuguée
-1 —z+i T n i
20z +1) 222+1)  2@2+1) 22 +1)
donc (arctan 2))2
arctanx 1 C’e1 arctan
Puisque z(0) = \QF, on conclut

ﬁei(arctan z)/2

)= Sy

: [énoncé]
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(a) Posons f: R x R — R définie par

eltz

fla,t) = Tre

La fonction f est définie et continue sur R2.
Pour tout (x,t) € R?, on a

’f(.’);‘,t)| < 21/)(75)

avec 1 intégrable sur [0; +oo].
On en déduit que ¢ est définie et continue sur R.
Par intégration par parties

11 [T 2telte

S .
PO =-n Ll Tree

+oo 2teltw
T dt
(1+ t2

La fonction

est de classe C! sur R en vertu de la domination
0 [ 2teitr 2t2 2
Ox \ (1 +t2)?

On en déduit que ¢ est de classe C! sur R* avec

() 1 1 /+°° 2telt® s L /+°° 2t2eit
Tr) = — — — S — — —_
v iz?  ix? Jy t2)? o (14272

iz? (1+ x

Or par intégration par parties

/+oo Zteitz
o (1+412)2

Enfin, une derniére intégration par parties donne
1 2t

/ _ =

v(z) = [ 1+ 12

et la relation voulue. ..

+ oo
eitr} > + 1/+ 2t
0 o 1+122

= < .
(1+1t2)2 = 141¢2

(&)

eitr +oo +o00 i
Sy
{ 1+t2}0 o 1+1t2

/() 1/+OO eltm dt+1/+00 2t2€itr & 1/+OO t2
Tr) = —— _— = — _—
7 )y 1+82 o (1+2)? z)o (Q+2)?

itx

et dt

dt.

dt

-1

el dt.

(c) Par le changement de variable u = ¢z, on obtient I’expression proposée.

Exercice 106
Posons u(z,t) =

On peut décomposer

1 iu +oo iu
ue ue
"(x :i/ 7du—|—/ — du.
v (@) 0 X%+ u? 1 2 4 u?

D’une part, par intégration par parties
oo el el 17T too g2 g2
2 sdu= | — 2 - 2 e ¢ du
1 22 4u 2?2 +u? ]|, 1 (2% +u?)

uel +oo el
- _ N
x?2 +u? |, 224+ 1 z—o+

avec

et

/+°° u? — 2?2 1
< du =
1 (22 +u?)? 22+ 1 z—o0t

/+oo £C2 _ U2
— e
1 (22 + u?)?

D’autre part

1 iu 1 1, (aiu
/O%duzfo ﬁdu—k/{) %du
avec ) .
/o ﬁdu: B In(z? +UQ)LI;VO+ Inz
! I L |
/Omdu S/o Tdu<+oo.
Au final

¢ (z) =ilnz +o(lnz) +o(l) ~ ilnz.

z—0t

En vertu de ce qui précéde

~ Inx — —o0.
z—0t

Im(¢'(x))

On en déduit que la fonction réelle Im ¢ n’est pas dérivable en 0, il en est a

fortiori de méme de .

: [énoncé]

e~ cos(at).
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(a) Pour chaque z € R, la fonction ¢t — u(x,t) est continue par morceaux sur
[0; +00[ et négligeable devant 1/t% en 400 donc intégrable sur [0; +oc[. La
fonction f est définie sur R.

b) La fonction ¢t — 2%(x,¢) est continue par morceaux sur R, et z — 2%(x, ¢
ox + ox
est continue sur R.
Pour z € [0; 40|,

avec t - te™" intégrable sur [0; +oo], la fonction f est de classe C' et

f(z)= /0+<>° —te~"" sin(xt) dt.

Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences,

+oo 1

f(z) = Be—tz’ sin(mt)] ~3 /O+OO ze~t cos(xt) dt = —%xf(x)

0

f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et f(0) = /7/2
on conclut

(c¢) On peut écrire
400 +00 (—1)"]}2n 5
flz :/ T et dt.
(z) 0 nz:% (2n)!

Posons uy, () = %tzne*ﬁ.

Les fonctions w,, sont continues par morceaux sur R .

La série > u,, converge simplement sur R, vers la fonction ¢ — e~
elle aussi continue par morceaux.

Les fonctions u,, sont intégrables sur R, et

+oo I2n +oo ) .2
w, ()| dt = / 2re=t 4t
[ lmola=g |

Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

+o0 +oo
/ et qp = 2 1 / {2n=1) =% g4
0 2 0

t* cos(at)

et donc

Ainsi

22npl 2

/+Oo|un(t)| at— 2 VT

Cette quantité étant sommable, on peut intégrer terme & terme et on retrouve

_ VT et
2anl 2 2 '

too n2n /o

n=0

Exercice 107 : [énoncé]
Posons u(z,t) = e~*" cos(zt).

La fonction wu est définie sur R x [0; +oo[ et admet une dérivée partielle

6u $2 .
—(x,t) = —te " sin(xt
O .1 (at)
Vo € R, t — u(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0; +oo[ car
négligeable devant 1/t? en +oo.
Vo € R, t — 9%(z,t) est continue par morceaux sur [0; +ool.
Vt € [0;+00, x > 2% (x,t) est continue sur R.
Enfin 5
u 2
——(z,t)| < te™t = ot
S| < =00

avec ¢: [0;4o00[ — R continue par morceaux et intégrable sur [0; +ool.
Par domination, la fonction g est de classe C! et

V(z,t) € Rx [0;+0o0],

+oo 5
g (z) :/ —te™" sin(xt) dt.
0
Procédons & une intégration par parties avec les fonctions C*
u(t) = Ze et v(t) = sin(xt).

Puisque le produit uv converge en 0 et +00, I'intégration par parties généralisée
est possible et

+oo 1

1 oo
g (x) = |=e " sin(xt) — f/ ze™ " cos(xt) dt.
2 2 J,

Ainsi on obtient )

J'(z) = —5wg(z)
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g est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et g(0) = y/7/2 on
conclut

Exercice 108 : [énoncé]
Posons f(z,t) = t""'e~* définie sur R% x ]0;+ool.
Pour tout x > 0, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur ]0; +oo| car

t"te™t ~ t"lavecw —1>—1et t*f(x,t) — 0.
t—0+ t—+oo

La fonction f admet des dérivées partielles

ok f

W(% t) = (Int)*tote
x

k
Pour tout z > 0, la fonction ¢ — %(w, t) est continue par morceaux et intégrable
sur ]0; +o00[ car

t*(Int)kt*te™" —— 0 pour a € |1 —z;1[ et t? x (Int)*#* " le™" ——— 0.
z—0+ t—+o0

Pour [a;b] C ]0; 400,

* f

V(@,t) € la;b] x ]0;+o0], | 5

(z, t)‘ < ()t + e ! = o(t)

car
<ttt quet <lout>1.

La fonction ¢ est intégrable sur ]0; 4o00[ et donc, par domination sur tout
segment, I" est de classe C* sur ]0; +o0]

Exercice 109 : [énoncé]

(a) Posons f(z,t) = t*"te™" définie sur R* x ]0;+ocl.
Pour tout > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur
]0; +o0] et intégrable car
t" et ~ t*lavecwr —1>—1et t*f(x,t) — 0.
t—0+ t——+o00
La fonction I' est donc définie sur |0 ; +oo.
Pour tout ¢ € ]0; 400, la fonction x — f(x,t) est continue sur R,

Pour = € [a;b] C ]0;+oo[, on a t*~1 < ¢~ ou ¢t~ < ¢*~1 selon que t < 1 ou
t>1 et donc

V(z,t) € [a;b] x]0;+00],

f@ )] < fla,t) + f(b,t) = o(t).

La fonction ¢ est intégrable et donc, par domination sur tout segment, I" est
continue sur |0; +oo].

car
t"le™t ~ t"lavecxr —1>—1ett*f(x,t) — 0.
t—0+ t—+4o00
Pour k=1 ou 2.
o*f ok f ko1, —t
9ok existe et W(m,t) = (Int)"t* e ",

of

Pour tout > 0 : ¢+ 32 (z,t) est continue par morceaux et intégrable sur

10; +o00[ car

t"In(t)t*te™ ——— 0 pour a € |1 —x;1[ et t* x In(t)t* te™" ——— 0
z—0t t—+oo

% est, continue en x et continue par morceaux en t.
Pour tout [a;b] C ]0;+00]

2
V(z,t) € [a;b] x ]0; +00],

(%é(m,t)’ < ()2t + 2 He ™ = o(t).

Par des arguments analogues aux précédents, on obtient que ¢ est intégrable
sur ]0; +o0| et donc, par domination sur tout segment, I' est de classe C? sur
]0; 4+o0[ avec

+oo +oo
I(z) = / In(t)t* e ¥ dt et T (x) = / (Int)*t" te™¥ dt.
0 0

La dérivée seconde de InT'(z) est du signe de
I"(z)T(z) — TV (x)%
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

+oo 400 +o0
( Vitr—le=t/(In t)%w—le—t) dt < (/ t*temt dt) (/ (Int)*t*te~t dt>.
0 0 0

Ainsi

I'(z)? <T(2)I" ()
et donc
(InT(z))" > 0.

Finalement x — InT'(z) est convexe.
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Exercice 110 : [énoncé]

(a) Puisque In(1+ u) < wu, on a

0< (1—2)711 = exp((n—l)ln(l—i)) < exp(—(n—l)i) —etel/" <ee™,

(b) Pour tout t € Ry, In(t)e™" est limite simple de la suite de fonction (u,)

n—1

: sit €]0;n[ et u,(t) =0 sinon.

définie par u,(t) = (1 -

Puisque [In(t)u,(t)| < e.In(t)e™*, par convergence dominée :

n ¢ n—1 400
lim In(t) (1 - ) dt = / In(t)e~ " dt.
0 0

n—-+oo n

(c) Par le changement de variable u = nt

/On (1 _ ;)"‘1 In(t)dt = /01 n(1 —u)" ! n(nu) du

/0 n(l — u)”71 In(nu)du =1lnn + /0 nin(u)(1 — u)”*l du
et
[ @ = [ - @]+ [F O

On notera que la fonction u — n(1 —u)"~! est primitivée en (1 — (1 —u)™)

qui s’annule en 0 de sorte que l'intégration par parties donne a la limite
quand € — 0T

/01 nin(u)(1 — u)"! du = /01 Azw' =1,

u

(d) Par le changement de variable u =1 — v

1 1 1n—1
1—u)"—1 |
/ %du:f/ v dv:f/ vF do
0 u o v—1 0

k=0

puis

1 n
1-uw)" -1 1
-~ du=-— —=—Inn—~y+o0o(1).
/ : Vet

+oo
/ In(t)e " dt = —.
0

Finalement

Exercice 111 : [énoncé]

(a)

Posons f(z,t) = t*"'e~* définie sur R x ]0;+oo].
Pour tout « > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur ]0; +oo[ car
t* et t*tavecx — 1> —1et t*f(x,t) — 0.
t—0t t—+oo

La fonction f admet des dérivées partielles
orf

%(a:,t) = (Int)*t* e t.

k
Pour tout x > 0, la fonction ¢ — %(x, t) est continue par morceaux et
intégrable sur |0 ; +oo] car

t*(Int)kt*te™" —— 0 pour a € |1 —z;1[ et 2 x (Int)*t* Le™t ——— 0.
r—0t t—+4o00

Pour [a;b] C ]0;+00],
ok f

V(z,t) € [a;b] x ]0;+oo], Ik

(x,t)‘ < ()t + et = o(t)
car
<t byt quet <lout> 1.

La fonction ¢ est intégrable sur |0; 4+o00[ et donc, par domination sur tout
segment, I" est de classe C* sur |0; +o0[

Par intégration par parties avec u/(t) = e~ ! et v(t) = t*, on obtient
D(x+1) = 2l'(x).

Sachant I'(1) = 1, on obtient par récurrence I'(n + 1) = nl.
Par le changement de variable proposé

nn +o0o
M+ )= "vi [ fw)dy

avec

faly) = 0 sur |—oo; /], fuly) = UV (1 ¥ jﬁ) sur |~y ool

Sur |—+/n; 0], une étude fonctionnelle montre nln(l + \}%) —yyn < —%

qui donne 0 < f,(y) < e v/2,
Sur [0; 4o00[, une étude fonctionnelle montre

nln(l + \}’E) —yy/n < —y+In(1 +y) pour ¢t > 1. Cela donne
0<fuly) < (I +yle.
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(d)

La fonction
e_yQ/2 siy <0
ty —
vy (I14+y)e”¥ sinon
est intégrable sur R.

Quand n — +00, en réalisant un développement limité du contenu de

I’exponentielle
Faly) = e yVrinnO+35) y o—v?/2,

Par convergence dominée
+oo +oo 5
[ty [ ey = van

d’ou n
Fn+1)=nl~+v 9.
en

Exercice 112 : [énoncé]

(a)

La fonction I' est définie sur R7.

En effet, pour = € R, la fonction f: ¢ + t*~le™! est définie et continue par
morceaux sur |0; +0ool.

Puisque t2f(t) = t*Fle™? P 0, la fonction f est assurément intégrable
sur [1;4o0].

De plus, f(t) o t*~1 est intégrable sur ]0;1] si, et seulement si, z — 1 > —1
ie.xz > 0. -

Ainsi f est intégrable sur ]0; 400 si, et seulement si, z > 0.

Enfin, la fonction f étant positive, I'intégrabilité équivaut & 1’existence de
I’intégrale.

Par intégration par parties

T nan n Lz n—1
(o8 - [ 202
x n 0 0 TN n

En répétant 'opération

_|_

n! "
In _ t:v+n71 d
(z) az(a:+1)...(a:+n—1)n"/0 v

et finalement

(¢) Quand n — 400

(1- 5 —en (o= ) oo L +o(2))) = .

Considérons la suite des fonctions
n
Foites t$1(1—fl> site]0;n]
"
0 sit e [n;+ool.

Soit t > 0 fixé. Pour n assez grand ¢ € |0;n[ et

t n
fo(t) =171 (1 = > — t* et
n

La suite (f,) converge simplement vers la fonction f introduite dans la
premiére question.

Les fonctions f, et f sont continues par morceaux.

Enfin, pour ¢t € |0;n[, on a

[fu(®)] =t exp(nIn(l — t/n)) <t le™" = f(1)

car il est connu In(1 + u) < u pour tout u > —1. On a aussi | f,.(t)| < f(t)
pour t € [n;4o0[ et donc

Vit €]0;n],

fa@)] < f(2).

La fonction f étant intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée et affirmer

“+o0
I(x) = ngr—&r-loo ; fa(t)dt.
Puisque
+00 n ¢ n
/ fn(t)dt:/ t“H(l—) dt
0 0 n
on peut conclure
Tp!
I'(z) = lim L .

n—too x(x+1)...(z+n)

Exercice 113 : [énoncé]
Notons que fol t*~le~t dt est bien définie.
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Pour tout ¢t € ]0;1],
+oo (_1)ntn+m—1

tw—le—t _ Z —

n=0

donc

1 400
t*~le7tdt = / fn-
/O 10;1] 7;

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, Y f,, converge simplement sur
]0;1] et est de somme t — t*~te~! continue par morceaux.
Les fonctions f,, sont intégrables sur |0;1] et

1
/]0;1] @] de = nl(x+n)

La série ) f]o-l} | fn| converge donc on peut intégrer terme a terme

1 +oo
r—1_—t _ (_1)71
/0 t* e dt = E W@t

n=0

Exercice 114 : [énoncé]

(a) Posons
—xt

flant) = ————
(@9) V(1 +t)
définie sur [0;+oo[ x ]0; 400l
Soit x > 0. L’application t — f(x,t) est continue par morceaux sur |0 ; 4o0o| et
0< fla,t) < ——
— x? TN
Vi1 +1)
avec
1 1 ¢ 1 1

S

VL + 1) =01Vt VE(1 4 t) totoo £3/2
donc ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0; +oo[ et I'intégrale généralisée
définissant F'(x) est bien convergente.

(b) Pour chaque ¢ € ]0; +o0], la fonction z — f(z,t) est dérivable et

of te—*t

e ()

Pour tout x € ]0; +oc], la fonction ¢ — %(m, t) est continue par morceaux
sur ]0; +o0|
Pour tout ¢ € ]0; +o0[, la fonction z — %(w, t) est continue sur ]0;+oo]
Soit [a;b] C ]0;400[. Pour (x,t) € [a;+o00] x ]0;+o0],

of _

o (@) < Ve = plt)
avec ¢: ]0;400[ = Ry continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, F' est de classe C* sur ]0; +oof et

oo temrt ¢

Fl(z)=— | m
On constate alors
Foo gmat 1 [T®e I
F(z) — F'(z) = ; Wdtzt::uﬁ ; Wduzﬁ'
On a . .
et

+oo e—wt I
ogF(:c)g/ dt=———0
0
donc, par encadrement, FF — 0.
+oo

Apres résolution (avec méthode de variation de la constante) de 1’équation

avec la condition initiale y(0) = 7, on obtient

Ieft
Vo >0, F(x) =e” 7r—I/ dt).
W=t [

La nullité de la limite de F' en 400 impose alors

T o=t
I/ —dt ———
0

\/i r——+00

et donc

=7
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Exercice 115 : [énoncé]

(a)

La fonction
) 1 —cost
est intégrable sur ]0; 4o0[ car

@(t) = O(1/t?) quand t — 400 et ¢(t) 3 1/2.
—

La fonction g: (z,t) — e "*3=%5L est continue sur Ry x ]0;+oo[ et dominée
par ¢ donc F' est continue.
De plus la fonction ¢ est bornée donc, pour z > 0

* iy, el
F@)] < el [ ear= e

et on en déduit que F' tend vers 0 en +oo.

2
Les dérivées partielles 22 et 94 existent et sont continues sur R* x ]0; 4-o0].
ox ox + ’

t— %(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0; 400
Soit [a;b] C RY

82
Va0 € fast] < 105-kool | S8 .0 < 2670 = 000,
La fonction v est intégrable sur ]0; +o0].
Par domination sur tout segment, F est de classe C? et
o0 1
F'(x) = / e (1 —cost)dt = — — 2x .
0 r x°+1

On a
F'(r)=Inz — %111(1’2 +1)

car F'(z) —— O et
r—r+00

Fz)=zlnz —zlnva?2+1 —arctanx—&—g

car F(x) —— 0.

r——+00

Par continuité, on obtient F(0) = 7 /2.
Par intégrations par parties

/+°olcostdt/+°°2sin2(t/2) df — { 2sin2(t/2)]+oo+/+°° Sintdt
0 0 0 0 t

t2 12 t

donc

o0 1 — cost T gint
[Tty [Tty
0 t 0 t

d’ou

Exercice 116 : [énoncé]

(a)

Posons u(t) =1 — cos(t) et v(t) = 1/t.
Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0; +o0] et le produit uv converge
en 0 et +o0 :
t
u(t)v(t) o3 0 et u(t)v(t) e

Par intégration par parties généralisée, les intégrales

+o0 +oo
/O d () dE et /0 w(t)' () dt

sont de méme nature. Or

+o00 +o0 1— .
/ u(t)'(t) dt = —/ Locosty,
0 0

12

1 —cost 1 tlfcost _ 0 1
t2 taO2e t2 t—s+o0 2 )

Cela permet de conclure & la convergence de

+oo s
t
1:/ a1
O t

e Tlsint
t

O(1/¢) — 0.

converge car

Posons
f(x,t) =

définie sur |0; +oo[ x ]0;+00].
Pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur
]0; +o0f et intégrable car

t)——>1 et ¢ t) —— 0.
f(.’E, ) t—0t+ ¢ f({I?7 ) t—+oo 0

De plus, puisque [sint| < ¢ pour tout ¢ > 0, on a

+oo
|F(z)| < / e "tdt = 1 — 0.
0

- Tr T—+o00
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(c) f admet une dérivée partielle

g(m,t) = —e "sin(t).

ox

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Soit [a;b] C]0;400[. On a

V(z,t) € [a;b] x]0;+00], ’g‘;(%t)‘ <e = (t).

La fonction ¢ est intégrable sur |0 ; +oo[. Par domination sur tout segment,

on obtient F de classe C* sur ]0; +oof et

“+o0
F'(z) = —/ e ' sin(t) dt.
0

En exploitant

on obtient

T 1422
(d) On en déduit
F(z) = —arctanz + C* sur ]0; +o0]
et puisque lim,_, 1o, F(z) =0,

F(z) = g — arctan .

Par continuité en 0,

1==I.
2

Exercice 117 : [énoncé]

(a) On reéalise le changement de variable ¢t = u + nx :

= (=1)" " —z(u+nm) sinu duw.
up(z) = ( )/Oe e

Ici

sinu
zu) = e Flutnm) 27
gn( ) U+ nm

(b)

Pour tout x € Ry et tout u € [0; 7], gn(z,u) > 0 et gnr1(z,u) < gn(x,u)

donc up,(z) = (=1)" |un (z)| avec <|un(x)|) décroissante. De plus
0

n>

md 1

un ()] §/ —u:fpournGN*

0o TN

donc |un(x)’ —— 0. Par application du critére spécial, la série Y - un()
noo -

converge et
—+oo

> uk(x)

k=n+1

1
< g ()| < — 0

ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions ano Up,.

La fonction g, est continue en x, continue par morceaux en u et

Va € [0;+oo[ x [0;7],

gn(z,u)| < [sincul < 1.

Par domination, les fonctions u,, sont continues.
Comme somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues
sur R, la fonction U est continue sur R,. De plus, par sommation

d’intégrales contigués
+o0 :
sint
U(x) :/ (S —C [}
0 t
avec cette intégrale qui est définie quand x > 0 et connue convergente quand
xz = 0.
Posons
e *tsint
h(z,t) = ——
t
définie sur |0; +o0[ % ]0; 4o00].
Pour tout « > 0, la fonction ¢ — h(x,t) est continue par morceaux sur
]0; +o0f et intégrable car

t 1 et ¢ t
f(%);—o‘j e f(%)m’o

h admet une dérivée partielle
oh
%(as, t) = e "'sin(t).

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Soit [a;b] C]0;+00]. On a

Y(z,t) € [a;b] x]0;+o0], ‘gZ(x,t)‘ <e % =(t).
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La fonction ¢ est intégrable sur |0 ; +oo[. Par domination sur tout segment,
on obtient U de classe C! sur ]0; +oo] et

“+o0
U () = /O o=t sin(t) d.

En exploitant

—+oo + oo )
/ e “sin(t)dt = Im (/ e el dt)
0 0

_ -1
T 1422

on obtient
U'(x)
(e) En intégrant
U(x) =C —arctanz sur |0; +oo].
Or
+o0 1
|U(x)|§/ e tdt==——0
0

€r T—+oo

donc C' =7/2.
Par continuité en 0,

Exercice 118 : [énoncé]
(a) Pour z > 0, {25 te—te pwpndl donne Pintégrabilité de ¢ — 2L~z
L—+0o0
Pour = = 0, il est connu que l'intégrale fOJr > % dt est convergente bien que
t— % ne soit pas intégrable.
(b) Pour x € [a;b] C]0;+o0],

d (sint
dx(sntletx)‘ S e 0T — S0(1,)

avec @ intégrable. Par domination sur tout segment f est de classe C! sur
105 4-00].
(c) Pour z > 0,

donc f(z) = C — arctanz.
Or

donc

(d) En découpant l'intégrale, on a

“+oo (n+1)m _:
=3[ ) e g

n=0v """

(n+1)7 _: t
un(t) = / #e*“ dt.

e

Posons

Par application du critére spécial des séries alternées, on établir que la série
de fonctions continues Y u, converge uniformément sur [0;1], on en déduit
que sa somme, a savoir la fonction f, est continue en 0. On peut conclure que

+oo ;
t
[

Exercice 119 : [énoncé]

(a) Posons

arctan(zt)
="
f@t) t(1+¢2)

est définie sur [0;+oo[ X ]0;400],

t — f(x,t) est intégrable sur |0 ; +o0[ car prolongeable par continuité en 0 et
égale & un O(1/t3) en +oo. Ainsi F est définie sur R,

o (@)= 3
oz T T+ 222 (1 + )

est définie sur [0; 4+o00[ % |0; +o0],
t— %(m, t) est continue par morceaux sur |0;+oo[ et  — %(m, t) est
continue sur [0; 400l
of 1
—_— , t <
Oz (@ )‘ T 14¢?

= ¢(t)
avec @ continue par morceaux et intégrable sur ]0; +o0o],
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donc F est de classe C! sur R, avec

, oo dt
F(x):/o 1+ 222) 1+ £2)°

(b) Pour z # 1

1 1 z? 1
(14 2262)(14+12) 22 —1\1+22t2 142

d’ou )
Xr — i Y
F'(x) = — =
@) =773 T2+

ce qui est encore valable en 1 par continuité.
Par suite -

F(z) = 51n(m+ n+C
avec C' = 0 puisque F(0) = 0.

(c) En intégrant par parties, on obtient 7 In 2.

Exercice 120 : [énoncé]

(a) Posons

o) ==

La fonction f est définie et continue sur |—1;+oo[ x [0;1].
Pour t € [0;1], la fonction = — f(x,t) est dérivable et

of t

2ty =— .

2. Y = Arma s o

La fonction % est continue sur |—1;+oo[ x [0;1].

Par intégration sur un segment, on peut affirmer que la fonction

F:xH/lf(x,t)dt
0

est définie, de classe C! sur |—1; 400 et

N t
F(ac)—/0 mdt.

(b)

Par décomposition en éléments simples (en la variable t)

t _ —x T+t
(I+at)(1+12) (@2 + D)1 +at) (22 +1)(1 +¢2)

donc
T In2 1

~In(1+2) In2
2 1+a2

T
2 +1 42241

Fl(z) =
Puisque F(0) = 0, on peut écrire
¥ Tln(l+¢ In2
F(x) = /0 F'(t)dt = —/O r;(QT—’_l) dt + gln(gc2 +1)+ HT arctan .

Pour z = 1, la relation précédente donne

1+1¢2 T8

/1 m(l+t) 72
0

Exercice 121 : [énoncé]

(a)

Posons

__arctan(z tan6)
f(l', 9) - tan 9

La fonction arctan étant définie sur R, la fonction f est définie pour tout
couple (z,0) de R x ]0;7/2][.
Pour z € R, la fonction 6 — f(x,0) est continue par morceaux sur |0; /2| et

0 t 0 .
f(l', )mx € f(.’E, )WO

L’intégrale est faussement généralisée en ses deux bornes et donc converge.
Finalement, F' est définie sur R.
La fonction f admet une dérivée partielle

9] 1

Y @)= .

ox 1+ 22 tan®6

Cette dérivée partielle est continue en x, continue par morceaux en 6 et, pour
tout (x,0) € R x ]0;m/2]

of

0| < 1= 4(0)
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avec @ intégrable. Par domination, F est de classe C! et
w/2 de
Fl(x) = ———dé.
() /0 1+ 22 tan? 6

On poursuit le calcul & 'aide du changement de variable C' bijectif ¢t = tan 6

, oo dt
F(z) = /O 1+ 222)(1 + 2)°

Pour x2 # 0 et 22 # 1, on décompose en éléments simples la fraction

1
1+ 22X)(1+ X)

et on en déduit en prenant t? au lieu de X
2
1 1 =

(14 2212)(1 + ¢2) T 14222 + 1+#2°

On peut alors poursuivre le calcul de F'(x). Pour > 0 et x # 1,
T us 1 T 1 s
F'(z) = I - I
W=t i 2T a1 2

La fonction F’ étant continue et paire, on obtient I’expression sur R

1 T

F'(z) = T
@) =212

Enfin, sachant F(0) = 0, on conclut

{ SIn(l+z) siz>0

F =
@) —Iln(l-2) sixz<O0.

Pour x = 1, on obtient

w/2
/ O 49— T"moa
0 tan@ 2

Par intégration par parties généralisée

/2 0 ) /2 /2 .
/0 tang 00 = [—GIH(bm@)L +/O In(sin 6) d6

=0
et donc
/2 -
/ In(sinf) df = — In 2.
O 2
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