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Suites et séries de fonctions

Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

Exercice 1 [oo0s6s | [Correction]
Etablir que la limite simple d’une suite de fonctions de I vers R convexes est
convexe.

Exercice 2 [ 00885 | [Correction]

Soient (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f
et g une fonction uniformément continue.

Montrer que la suite de fonctions (g o f,,) converge uniformément.

Exercice 3 [ 00884 ] [Correction]

Soient (f,) et (gn) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers des
fonctions f et g supposées bornées.

Montrer que la suite de fonctions (f,g,) converge uniformément vers fg.

Exercice 4 [ 00878 ] [Correction]

Soit (fy) une suite de fonctions réelles continues et définies sur [a;b]. On suppose
que f, converge uniformément vers une fonction f.

Montrer

inf — inf f.
[a;be" [a;mf

Exercice 5 [ 00879 | [Correction]

On suppose qu’une suite de fonctions (f,,) de [a;b] vers R converge uniformément
vers f: [a;b] — R continue et on considére une suite (z,) d’éléments de [a ;]
convergeant vers x. Montrer

n—-+oo

Exercice 6 [o03461] [Correction]

Soit (P,,) une suite de fonctions polynémes de R dans R. On suppose que cette
suite converge uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que la fonction f
est polynomiale.

Etude pratique de la convergence d’une suite de fonc-
tions

Exercice 7 [o0s71] [Correction]
Pour n € N*, on pose

un(z) = 2" Inz avec x € |0;1] et u, (0) = 0.

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (u,),>1 sur [0;1].

Exercice 8 [o0s72] [Correction]
Etudier la convergence uniforme de f,: [0;+o0o[ — R définie par

fn(z) = m

Exercice 9 [o00s70] [Correction]
On pose

"Tsin(nz) avec x € Ry.

up(z) =€~
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (u,) sur [0; +ocl.
(b) Etudier la convergence uniforme sur [a ; +oo[ avec a > 0.

(¢) Etudier la convergence uniforme sur [0;+ocol.

Exercice 10 [oos73 ] [Correction]
On pose

2. .—n

fa(x) = na’e™ ™ avec x € R,

Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R, puis sur [a;+oo[ avec a > 0.

Exercice 11 [oos74 | [Correction]
On pose

1
- avec & € R.

fu(z) = A+

Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R puis sur ]—o0; —a] U [a; +oo[ avec
a > 0.
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Exercice 12 [oo0s7s | [Correction]
On pose

fn(z) = 22 Sin(nlx> pour z € R* et f,(0) =0.

(a) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R.

(b) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [—a;a] avec a > 0.

Exercice 13 [o02527 ] [Correction]
Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)
donnée par

fn(z) = sin"(z) cos(z).

Exercice 14 [o02518] [Correction]
Etudier la suite de fonctions (f,,) définie par

2,—nx

nr-e
fa(z) = Py

Exercice 15 [o02830] [Correction]

On pose, pour z > 0,
1

fpla) = At 2

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (f,)pen--

Exercice 16 |[oos76 | [Correction]
On pose
2z
fnl@) = 1+ n2mz?

Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

pour x € R.

Exercice 17 [oos77 ] [Correction]
On pose

fulz) = 42" — xZnH) pour z € [0;1].

Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 18 [ooss1 | [Correction]
Soient @ € R et f,,: [0;1] — R définie par

fu(x) =n2(l —x)".

(a) Etudier la limite simple de la suite (f,).

(b) Pour quels « € R, y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 19 [o2972] [Correction]
Soit, pour n € N, f,, la fonction définie sur R par

fulz) = <1Z>n size[0;n[et fr(z) =0siz>n.

Etudier le mode de convergence de (f,).

Exercice 20 [o0s890 | [Correction]

Soit f,: Ry — R définie par
T —n
n@)=(1+—] .
fula) ( + n)

(a) Etudier la limite simple de (f,) et montrer que
Vo € Ry, frn(x) > lim f,,(z).

(b) En partant de ’encadrement suivant valable pour tout ¢ € R,

justifier que la suite (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [0;a]
(avec a > 0).

(c) Etablir qu'en fait, la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur R .

Exercice 21 [oo0s92 ] [Correction]
Soit fp: [0;1] — R définie par

fn(z) = n?z(1 —nz)siz € [0;1/n] et fn(x) =0 sinon.
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(a) Etudier la limite simple de la suite (f,,). Exercice 25 [o2970 ] [Correction]
(b) Calculer On note E I’ensemble des fonctions f: [0;1] — R, continues.
1 On pose
/0 Fu(t) dt. ®(f)(z) = / V() dt
Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,,)? pour toute f € E.
(c) Etudier la convergence uniforme sur [a; 1] avec a > 0. On pose fo =1 puis fni1 = ®(fn) pour tout n € N.

(a) Etudier la suite (f,).

(b) Soit f = lim(f,).
Exercice 22 [oo0s91 ] [Correction] Trouvez une équation différentielle dont f est solution.
Pour z € [0;7/2], on pose f,(z) = nsinz cos™ z. Y a-t-il unicité de la solution nulle en 07

(a) Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f,,)- .
(b) Calculer Etude théorique de la convergence d’une suite de

/2 .
I, = / @) da. fonctions
0

Exercice 26 |[ooss3 | [Correction]

La suite (f,) converge-t-elle uniformément ?
Soit f,: Ry — R définie par

(c) Justifier qu’il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans |0;7/2].
fn(z) =z +1/n.

. . M la sui foncti iformé i 2).
Exercice 23 [ 02592 | [Correction] ontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément mais pas (f;)
(a) Montrer que la suite de fonctions f,(x) = z(1 4+ n%e~"*) définies sur Ry pour

a € R et n € N* converge simplement vers une fonction f a déterminer. Exercice 27 [o0s69 | [Correction]

(b) Déterminer les valeurs de « pour lesquelles il y a convergence uniforme. Soit fn: R — R définie par

(c) Calculer fa(x) = /2% +1/n.

1
ngf}rloo (1 4+ /ne™"?) dz. Montrer que chaque f,, est de classe C! et que la suite (f,) converge
0 uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas de classe C!.

Exercice 24 [o02860 ] [Correction] Exercice 28 [ooss | [Correction]
Soit (fn) la suite de fonction définie sur Ry par Soit f: R — R une fonction deux fois dérivable de dérivée seconde bornée.
Montrer que la suite des fonctions

fo(z) =z et foi1(x)

= pour n € N.
2+ fu(@) gn: = n(f(z+1/n) = f(2))

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,)n>0 sur Ry. converge uniformément vers f’.
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Exercice 29 [oosss | [Correction]

Soit fp,: [0;1] — R décroissante telle que (f,) converge simplement vers la
fonction nulle.

Montrer que cette convergence est uniforme.

Exercice 30 [o02833] [Correction]
On note U I’ensemble des complexes de module 1 et on considére w un complexe

de module # 1.
Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

1
z—w

Z =

soit limite uniforme sur U d’une suite de fonctions polynomiales.

Exercice 31 [o03902] [Correction]
Soit f: R — R de classe C!. Pour tout n € N*, on pose

Un(t) = n(f(t+ 1/n) — f(t))

Montrer que la suite de fonctions (uy,)n>1 converge uniformément sur tout
segment de R vers une fonction & préciser.

Fonction solution d’équations fonctionnelles

Exercice 32 [o00893] [Correction]
On définit (u, ) suite de fonctions de [0;1] vers R par

up(x) =1let Vn € Nyupq1(z) =1 +/ Up (t — %) dt.
0

(a) Montrer que pour tout z € [0;1],
xn-l—l

(n+ 1)

IA

0 < tnp1(2) = un(2)

(b) En déduire la convergence pour tout = € [0;1] de la suite (un(z)).

(c) Etablir que la suite (u,) converge uniformément vers une fonction u non nulle
vérifiant
o' (x) = u(z — 2?).

Exercice 33 [oo0903 ] [Correction]
Pour z > 0, on pose

i
o

(a) Justifier que S est définie et de classe C* sur RY.
(b) Préciser le sens de variation de S.
(c) Etablir
Ve >0,S(z+1)+ S(x)=1/x.
(d) Donner un équivalent de S en 0.

(e) Donner un équivalent de S en +oo.

Exercice 34 |[o3777 | [Correction]
Pour x > 0, on pose

Flz)=Y —L.
(z) ;} -
(a) Montrer que F' est bien définie.
(b) Montrer que F est de classe C!, de classe C*°.

(c) Simplifier
F(z)+ F(z+1).

1 tajfl
F(z) = / dt.
0

(d) Montrer que pour z > 0

1+t

(e) Donner un équivalent de F en 0 et en +oc.

Exercice 35 [00913] [Correction]

Pour x > 0, on pose
+oco n

1
S(x)zznm

n=0 k=0
(a) Justifier que S est définie et continue sur |0 ; +oo.
(b) Former une relation liant S(x) et S(z + 1).

(c) Déterminer un équivalent de S(z) en +oo et en 0.
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Exercice 36 [o00914 ] [Correction]
Pour tout n € N et tout € Ry, on pose

fn(x) = th(z + n) — thn.

(a) Etablir la convergence de la série de fonctions 3 f,,.

+o00

(b) Justifier que la fonction somme S ="/ f, est continue et strictement

croissante sur R, .
(c) Montrer que
Ve e Ry, S(x+1)—S(x) =1—tha.

(d) Etudier la convergence de S en +oo.

Exercice 37 [o03754 ] [Correction]
Soit f: Ry — R continue décroissante et intégrable.
Montrer I'existence d’une fonction ¢g: Ry — R continue vérifiant

Vo € Ry gle+1) - g(2) = f(a).

Exercice 38 [o00912] [Correction]
On rappelle que

+OO£E"
— xr
Vz € R, Eo—n! =e
o

et on pose pour z > 0,
+oo (_1)n

S(z) = Z m

(a) Justifier que S est définie et de classe C* sur R
(b) Préciser le sens de variation de S.
(c) Etablir que

2S(x) — S(@+1) = %

(d) Donner un équivalent de S en +o0.

(e) Donner un équivalent de S en 0.

Exercice 39 |[oosgs | [Correction]
Justifier I'existence de

pour tout x € R\ Z.
Montrer que f est 1-périodique et qu’on a

1(3)+1(55) =2

pour tout z € R\ Z.

Exercice 40 [o02973] [Correction]
Trouver les fonctions f € C([0;1],R) telles que

fn)

+oo
vo e (03], f(x) = > L
n=1

Exercice 41 [o4104 ] [Correction]
On étudie I'équation fonctionnelle

(B): f(22) = 2f(z) — 2f(2)*.

(a) Quelles sont les solutions constantes sur R ?

(b) Soit h: R — R. On pose f(z) = zh(x) pour tout = € R. A quelle condition
sur h, la fonction f est-elle solution de (E)?

(c) On définit par récurrence une suite de fonctions de R dans R en posant :
ho: x — 1 et, pour tout n € N,

e =(5) 5 ((5))

Pour x € [0;1], soit T,: y — y — xy?/2. Montrer que T}, est 1-lipschitzienne
sur [0;1] et que T3 ([0;1]) € [0;1].
Montrer que la suite (hy,)nen converge uniformément sur [0;1].

(d) Montrer que I’équation (F) admet une solution continue et non constante sur

[0;1].
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(e) Montrer que ’équation (F) admet une solution continue et non constante sur

R..

Exercice 42 [o4186 ] [Correction]
Pour n € N*, on définit la fonction u, sur R% par

n (@) = xln(l + :L) —ln(l + z)

(a) Montrer que Y u,(x) converge si x > 0.

Montrer que f: x + —In(z) + 3. u,(z) est de classe C* sur RY.

(b) Montrer que f est I'unique fonction de classe C! sur R’ telle que

Ve eRY, f(x+1)— f(x) =Inzx
f est convexe

F(1) = 0.

(c) Montrer que, pour z > 0, on a

“+oo T,
/ t*“le7tdt = lim o .
o n—too x(x 4+ 1) - (z+n)

Etude de la convergence d’une série de fonctions

Exercice 43 [ 00895 ] [Correction]

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions

1
fn(x)zmavecn21ethR.

Exercice 44 [oo0s96 ] [Correction]

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions

—1)"
f"(x)zvi—kir? avecn > 1let x € R.

Exercice 45 [oo0so7 | [Correction]
On note 17 la fonction caractéristique d’un intervalle I :

1 sizel
11(1’){

0 sinon.

Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur [0; +oo[ de la série des
fonctions

1
up(x) = ml[n;nﬂ[(x)-

Exercice 46 |[o37ss5 | [Correction]
On introduit Iapplication sur [0;+oo]

—x

z"e

fnix—
n!

(a) Etudier les convergences de la suite de fonctions (f,,).
(b) Etudier les convergences de la série de fonctions > f,.

Exercice 47 [03205 ] [Correction]
Soit (an)nen une suite réelle positive et décroissante. Pour tout n € N, on pose

un(z) = apz™(1 — z) avec z € [0;1].

(a) Montrer la convergence simple de la série de fonctions ) u,.

(b) Montrer que cette série converge normalement si, et seulement si, il y a
convergence de la série Y a,/n.

(c) Montrer que la série de fonctions Y u, converge uniformément si, et
seulement si, a,, — 0.

Exercice 48 [02839] [Correction]
On pose

to(x) = 1 et wpsr () = /0 wn(t — 12) dt

pour tout réel x € [0;1] et tout entier naturel n.
Montrer que la série de terme général u,, est normalement convergente.

Exercice 49 [o39s88] [Correction]
S‘Olt Up + T 6R+ — W avec n € N.
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de Y u, et > u),.
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Fonctions zéta Exercice 54 [ o089 | [Correction]
Soient
Exercice 50 | | [Correction] — 1 e
xercice 02834 | [Correction C(z) = — et (ofa) =
Siz > 1, on pose WZ::I n* nz::l n*
—+oo
C(z) = i (a) Déterminer les domaines de définition des fonctions ¢ et (s.
n=1" (b) Justifier que les fonctions ¢ et { sont continues.
(a) Quelle est la limite de ((z) quand z — +o0? (c) Etablir la relation (y(z) = (1 — 2'7%)((z) pour tout = > 1.
(b) Pour quels réels x la série > %x" converge-t-elle ?
c) Si
(©) Si +oo Exercice 55 [o04187] [Correction]
F(z) = Z @x" Soit (uy)n>1 une suite de réels strictement positifs de limite +oo. Lorsque cela a
s un sens, on pose
+oo
montrer que F est continue sur [—1;1[ et de classe C* sur |—1;1][. flz) = Z i
u.’L‘
n=1 "

(d) Donner une expression plus simple de F'(x)
(a) Montrer que la fonction f est définie sur un intervalle I et que, s’il n’est pas

vide, cet intervalle est non majoré.

gxercme 51 | oosos | [Correction] (b) Montrer que la fonction f est continue sur I.
n pose
P +o0 (1) (c) Donner un exemple de suite (uy)n>1 pour laquelle :
n(z) = Z ——. — Dlintervalle I est vide;
i — l’intervalle I est ouvert non vide;

Montrer que la fonction 7 est définie et de classe C! sur ]0; +o0]. — Uintervalle I est fermé non vide.

Intégration de la somme d’une série de fonctions
Exercice 52 [ 00909 ] [Correction]

On pose %0 (_1yn Exercice 56 [ 00911 ] [Correction]
Co(x) = Z (=1) ) On pose
— n Uy () = (=1)"" 2?2 Inz pour = € ]0;1] et u,(0) = 0.
Montrer que (> est définie et de classe C*° sur ]0;4o00]. (a) Calculer

+oo
n=0

Exercice 53 [o03s853] [Correction]
(b) Montrer que la série des u,, converge uniformément sur [0; 1].

Déterminer la limite quand = — 01 de

Fo0 (—1)m+1 (¢) En déduire I'égalité

Gaa) =) ) et
/ Inz d Z (—1)n+

n= —
(2n+1)2

—

€Tr =
2
1+ =
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Exercice 57 [o00920] [Correction]

On donne N
X 2a ch o 1
Ya € [0;1], = —
@ €[0;1] nz::l a? + n? Tohra a

(prolongée par continuité en 0).
En intégrant sur [0;1], en déduire la valeur de

00 1
n];[l <1+n2).

Limite et comportement asymptotique de la somme
de série de fonctions

Exercice 58 [o02558 ] [Correction]
Ensemble de définition et continuité de

+oo
f@)= Y e
n=0

En trouver la limite en +oco et un équivalent en 0.

Exercice 59 [o00139 | [Correction]
Pour t > 0, on pose

+oo n
st =3 (_1)1.

n=0

Déterminer la limite de S(t) quand ¢ — 0%.

Exercice 60 [o00910] [Correction]
Pour n > 1 et z € R, on pose

22
n(@)=(-1)"In(1+—_ .
o) = (1t (1 )
(a) Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions 3~ u,,.

(b) Déterminer la limite de sa somme en +o0o0. On pourra exploiter la formule de
Stirling

Exercice 61 |[oo918] [Correction]
Montrer que pour tout a > 0,

n k no PR
S-5) —— .
n n—+oco e* — 1

k=0

On pourra exploiter le théoréme d’ interversion limite/somme infinie.

Exercice 62 [00919 ] [Correction]
Par une interversion série-limite, montrer que pour tout z € C

) (2)
— exp(z).
p p—+oo P

Etude pratique de fonctions somme de série

Exercice 63 |[oogo1 | [Correction]

Pour z > 0, on pose
+oo 1

S(x) = Zm.

n=1

(a) Montrer que S est bien définie sur R .
(b) Montrer que S est continue.

(c) Etudier la monotonie de S.

(@)

)

(e) Déterminer un équivalent a S en 0.

Déterminer la limite en +o0o de S puis un équivalent de S en 4o0.

Exercice 64 [o00902 ] [Correction]
Sur I =]-1;40o0[, on pose

S _+<x>1 1
(x)_zﬁ_n—kx'
n=1

(a) Montrer que S est définie et continue sur I.
(b) Etudier la monotonie de S.

(c) Calculer
S(x+1)—S(z).
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(d) Déterminer un équivalent de S(z) en —17.
(e) Etablir

Vn € N, S(n i%
k=1

(f) En déduire un équivalent de S(z) en +oo.

Exercice 65 [ 00906 ] [Correction]
Soit

+oo
x) = Z e oV,
n=1

(a) Quel est le domaine de définition de f?
Etudier la continuité de f sur celui-ci.

(b) Montrer que f est strictement décroissante.
(c) Etudier la limite de f en +oo.
(d) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand z — 0T,

Exercice 66 [o00915] [Correction]

Pour x > 0, on pose
+oo n

x
s - 52
—~ 1+ 22

(a) Pour quelles valeurs de = dans R, S(x) est définie ?

(b) Former une relation entre S(x) et S(1/x) pour x # 0.
) Etudier la continuité de S sur [0; 1] puis sur |1 ;+ocl.
)

(c

(d) Dresser le tableau de variation de S.

Exercice 67 [o02837] [Correction]
On pose

x
S(x)zz —.
nzol—i—m

Etudier le domaine de définition, la continuité, la dérivabilité de S. Donner un

équivalent de S en O et en 1™.

Exercice 68 [03203] [Correction]
Définition, continuité et dérivabilité de

SIHZ +n2

n= 1
Exercice 69 [o02529] [Correction]
Montrer que
+oo 1
= — arcta
fla) = 3 o wctan(n)

est continue sur R et de classe C! sur R*.

Exercice 70 [o03427 ] [Correction]
Pour n € Net z € R, on pose

Uy (x) = arctan v/n + x — arctan /n.

(a) Etudier 'existence et la continuité de la fonction S définie sur R par la

relation
+oo
= un(®)
n=0

(b) Déterminer la limite de S en +oc.

Exercice 71 [o3797 | [Correction]

On étudie
+oo 1
1(@) :nzz:l n2 4+ x2’

(a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

(b) Donner, & I'aide d’une comparaison intégrale, un équivalent de f au voisinage
de +o0.

(c) Donner un développement limité a l’ordre 2 de f en 0. On donne
+oo 2 +o0 4
1 1
S
n 6 —=n 90

n=1
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Exercice 72 [03194] [Correction] (d) Etablir la continuité de f en 1.
Définition, continuité et classe C' de

o~ (D"
T+ Z " sSin
n=1

<:v) Exercice 76 [ 02835 ] [Correction]
n

Sixz > 0etneN* soit
n*n!

fn(@) = 7=
[Tizo (= + k)
(a) Montrer existence de I'(z) = lim,— 4o frn(2).

(b) Montrer

Exercice 73 [ 00904 | [Correction]
Pour t > 0, on pose

(D"
S(t) = : X/ T
o ltnt lnF(:c):—lnx—'ym+Z<—ln<1—|—)).
n n
(a) Justifier que S est définie et continue sur |0; +oo]. n=t
(c) Montrer que I est une fonction de classe C!.

(b) Etudier la limite de S en +oo.
(c) Etablir que S est de classe C' sur ]0; +oo.
Exercice 77 [oo0905 | [Correction]
Exercice 74 [ 03644 ] [Correction] On fixe @ > 0 et on pose

Pour = € R, on pose o
= 1 T fulz) = e " et flx) = fn(x).
S(a) = 30" 2

(a) Domaine de définition de f?
(b) Coutinuité de f?
(c) Etudier lim, o f(2).

(a) Montrer que la fonction S est bien définie et étudier sa parité.
(b) Montrer que la fonction S est continue.

(c) Déterminer la limite de S en +oo.

Exercice 78 [02836] [Correction]

Exercice 75 [o0916 ] [Correction]
Pour tout € R\ {—1} et n € N* on pose Soit « un réel. Pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose
(_1)n—1 " n®xre” ™"
Up () = —F— ————. —_
n(2) n 1427 un () n2+1 "

(a) Justifier que la fonction f: z — Z:: un(z) est définie sur R\ {—1}. On note I le domaine de définition de

(b) Etablir que pour tout = # 0, oo
o iyt S:x nzzoun(x)
f)+ =y T
n=1 (a) Déterminer 1.
(c) Etablir que f est continue sur |—1;1[ puis que f est continue sur |—oc; —1] et (b) Montrer que S est continue sur RY .
(c) A-t-on convergence normale sur R} 7

115 +o0l.
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(d) On suppose o > 2. Montrer que

o0

> uk(l/n)

k=n-+1
ne tend pas vers 0 quand n tend vers 4oco.
La convergence de la série de fonctions Y u, est-elle uniforme sur I?

(e) Etudier la continuité de S sur I.

Exercice 79 [o02971 ] [Correction]

Soit des suites réelles (a,) et (z,,) avec a,, > 0 pour tout n.

On suppose que la série de terme général a,, (1 + |z,|) converge.
On pose

o0
f:R—)R,x»—)Zan|x—mn|.
n=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

Exercice 80 [o04173] [Correction]
On définit la suite de fonctions (Sy)nen :

N 1 &L 2
VYN eN,Vz eR\Z, Sy(z) = » :Hn:fer-
n=—N

— n=1

(a) Ecrire avec Python une fonction S(N,x) renvoyant Sy (x).

(b) Ecrire une fonction prenant trois paramétres N, a et b et tracant le graphe de
Sy sur le segment [a;b].

(c) Montrer que la suite (Sy) converge simplement sur R\ Z vers une fonction
que l'on notera S.

(d) Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de R\ Z.
(e) Montrer que S est continue sur R\ Z, impaire et 1-périodique.

(f) Montrer :
z+1

X
Vz € R\ Z, S(2>+S< .

(g) Montrer que la fonction f: x +— mcot(mx) — S(z) vérifie la méme relation.

) = 25(x).

(h) Montrer que f se prolonge par continuité sur R. En déduire S.

Suites et séries de fonctions vectorielles

Exercice 81 [o1186] [Correction]
Soit E une algébre de dimension finie munie d’une norme ||-|| vérifiant

Va,b € E, ||ab]| < lall][]-
(a) Soit a € E vérifiant ||a|| < 1. Montrer que 1g — a est inversible et exprimer
son inverse comme la somme d’une série.

(b) Montrer que I'application x € U(E) — z~! est continue en 1.
(c) Montrer que I'application z € U(E) — x~! est continue.

Exercice 82 [00573 ] [Correction]
On suppose M,,(K) muni d’une norme notée || - || vérifiant

VA, B € M, (K), [AB|| < [|A[l[|B]-
Soit A € M,,(K). Pour |¢| < 1/||A|| on pose

+c>o1 "
f(t):ZEt A,
k=1

(a) Montrer que f est bien définie.
(b) Justifier que f est de classe C! et que

(I—tA)f'(t) = A.

Exercice 83 [o4174 ] [Correction]

Soit
+oo 1

C(S)ZZE avec s € C.

n=1
(a) Montrer la définition de ((s) pour Re(s) > 1.
(b) Mountrer qu’alors

-2 =% e

(¢) En déduire un prolongement continu de ¢ sur

Q={z€C| Re(z) >0} \{1}.
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Exercice 1 : [énoncé]

Supposons que la suite (f,,) converge simplement vers f sur I avec chaque f,
convexe.

Pour tout a,be T et A€[0;1] on a

Vn eN, fo(Aa+ (1= A)b) < Afu(a) + (1= A\)fu(b).
A la limite quand n — +o00, on obtient
fa+ (1 =X)b) <Af(a) + (1= N)f(b)

ce qui fournit la convexité de f.

Exercice 2 : [énoncé]
Par uniforme continuité, on a

Ve>0,3a >0,z -y <a = ‘g(m) —g(y)] <e.
Pour n assez grand, on a
Ve € I |fule) - f(@)| < a

et donc

Va € 1, ]g(fa(2)) — 9(f(2))] <e.

Ainsi, il y a convergence uniforme de (g o f,,) vers go f.

Exercice 3 : [énoncé]
On peut écrire

Or || fullos = [If]loo et donc la suite (|| fnlso) est bornée car convergente. Par
opération sur les limites, on obtient alors

[fngn = falloo < [l falloclign = glloo +lgllocllfn = flloo =0

car || fn — flloo = 0 €t ||gn — glloo — O.

Exercice 4 : [énoncé]
Posons

o= inf f,(1).
m téﬁ;b]f()

Puisque la fonction f,, est continue sur le segment [a;b], cet infimum est une
valeur prise par f, et donc il existe t,, € [a;b] tel que

Montrons que m,, — m avec
m = inf
t€lasb] f
La fonction f est continue car limite uniforme d’une suite de fonctions continues
et donc il existe o € [a;b] pour lequel

m = f(too)
Pour tout € > 0, on a pour n assez grand,
||fn - f”oo <eg

et donc

My = fn(tn) > f(tn) —e>m—c¢
et

m:f(too)an(too)_5>mn €
Ainsi

On peut alors affirmer m,, — m.

Exercice 5 : [énoncé]
On a

| fo(wn) = F(@)] < [Falzn) = flan)] + |F(2n) = f()].
Soit € > 0. Il existe ny € N tel que
Vn > ni, || fn = fllooas) < €
et il existe ny € N tel que
Vn > ng, |f(zn) — f(z)] < e

car f(z,) = f(z) en vertu de la continuité de f.
Pour ng = max(ny,ns), on a

Yn > no, ‘fn(a:n) — f(z)] < 2e.
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Exercice 6 : [énoncé]
Pour € =1, il existe un rang N € N tel que

Vn > N, P, — f est bornée et | P, — flloo < 1.

Pour tout n > N, on peut alors affirmer que le polynéme
P, — Py = (P, — f) — (Pny — f) est borné et donc constant. Puisque la suite (P,)
converge uniformément vers f, la suite (P, — Pn)n>n converge uniformément
vers f — Py. Or cette suite étant formée de fonctions constantes, sa convergence
équivaut a la convergence de la suite de ces constantes. En posant C' la limite de
cette suite, on obtient

f=Pn+C

et donc f est une fonction polynome.

Exercice 7 : [énoncé]
Les fonctions u,, sont continues sur [0; 1] pour n > 1 et dérivables sur ]0; 1] avec

ul () =2" (1 +nlnz).

n
Le tableau de variation de u,, donne

1
SUp|lt,| = —un(e7/") = — = 0.
[051] ne

La suite de fonctions converge donc uniformément sur [0; 1] vers la fonction nulle.

Exercice 8 : [énoncé]

Pour 2 € [0; 00|, f(x) 0 car [ fu(x)] < £.
On a
(z) = n(l+a™) —n?z™ 14 (1—n)a"
T p2(1 422 n(l4an)?
Posons z, = ¥/1/(n —1).
T 0 Ty 400
fol@) [0~ My N\ 0
donc \/— )
Y1/(n—1) e wnin-
Hf’rLHOO:Mn:fn(xn): = 5 — 0.
n(l+-15) Ex

Il y a donc convergence uniforme vers la fonction nulle.

Exercice 9 : [énoncé]
(a) Soit z € [0;+oo[.

Si z = 0 alors u,(z) =0 — 0.

Si z > 0 alors uy(z) = 0 car e™™* — 0.

La suite de fonctions (u,) converge donc simplement vers la fonction nulle

sur Ry .
(b) On a

sup  |up(z)| <e ™ =0
z€[a;+oo|

donc il y a convergence uniforme sur [a; 4+o00[ avec a > 0.

(c) Puisque
[tnlloo = un(m/2n) = e /2 /=0

il n’y a pas convergence uniforme sur R, .

Exercice 10 : [énoncé]
fl(x) = nz(2 — nx)e™"*, le tableau de variation de f,, donne

4
=—e 220
n

sup|fn| = fn(2/n)

Ry

donc il y a convergence uniforme sur R et donc a fortiori sur [a;+o0].

Exercice 11 : [énoncé]
fn(0) = 1L et fr(x) — 0 pour x # 0. La fonction limite n’étant pas continue, il n’y
a pas convergence uniforme sur R. En revanche si |z| > |a| alors

1

}fn(a:)| < m —0

donc il y a convergence uniforme sur |—oo; —a] U [a; +o00o[ avec a > 0.

Exercice 12 : [énoncé]

(a) Pour tout x € R, nul ou non, on a f,(x) — 0. Il y a convergence simple vers
la fonction f nulle. On a

fulx) = f(x) ~ x2><i:

x
z—+00 ne n x—+oo

La fonction f,, — f n’étant pas bornée sur R, il n’y a pas convergence
uniforme sur R.
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FIGURE 1 — Les premiéres fonctions de la suite (f;,)

(b) Sur [~a3a],

2
|§x— |I|<——>O

| fu(z)

via |sint| < |¢|. Par suite il y a convergence uniforme sur [—a;a.

Exercice 13 : [énoncé]

Pour 2 # 7 [n] on a [sinz| < 1 et donc f,(x) — 0.
Pour z = % [n], cosz = 0 et donc f,,(x) =0 — 0.
Ainsi (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

Par 27 périodicité et parité on ne poursuit I’étude qu’avec x € [0; x]. La fonction

fn est dérivable avec

fh(z) = sin™(x)((n + 1) cos?(z) — 1).

On peut dresser le tableau de variation de f,, sur [0; 7] et on obtient

Sup‘fn| =
R

w%)“(lmim)mw%”'

La suite de fonction (f,) converge donc uniformément vers la fonction nulle.

In (arccos

Exercice 14 : [énoncé]
fn est définie sur R* et peut étre prolongée par continuité en 0 en posant sur

fn(0) =n.

Pour z <0, f,(z) = +oo.
Pour z > 0, f,(z) — 0.

Ainsi, (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R .
I ne peut y avoir convergence uniforme sur R% car alors, par le théoréme de la

double limite :
lim lim f,(z)=

lim lim f,(2)

z—0+ n—+oo n—-+o0o z—0+

donne 0 = +o0.
Pour a > 0, sur [a;+oo],

| )

et par étude fonctionnelle nz?e ™" < 22 (

2. ,—nx

nzle
)< 1—e—a?

maximum en x = 2/n) donc

nl|loo,|a;+0o0 S 7%0
1 frll 0, fas+o0l o)

qui donne la convergence uniforme sur [a; 400l

Exercice 15 : [énoncé]
Quand p — +o0,

1 1
70 = e = 1 = @)
On a
f@) = fy(a) = LD

0<(14+2)°
pour tout x > 0 et donc

1 T

(14 z)t+t/p
Or, pour «a € ]0;1], la fonction x — (1 + z)“

est concave ce qui permet d’affirmer

<1l+oazx

1 =z

[f(@) = fp(@)] <

Puisque ||f — fplloo,r, < %, la convergence

Exercice 16 : [énoncé]

1 <1 1
p(l+a)*/p = pltz ~p

<

est uniforme sur R, .

La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle et

su§|fn | = |fn +1/v 2")| £ — 400
x€

2yn
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il n’y a donc pas convergence uniforme sur R.
Or £1/v/n2" — 0 et donc d’aprés le tableau de variation de f,,, pour tout a > 0,
on a, pour n assez grand,

Nip’fn(m” = fn(a) = 0.

Ainsi, il y a convergence uniforme sur [a;+oo[ et de méme sur |—oo; —al.
En revanche, il n’y aura pas convergence uniforme sur les intervalles non singuliers
contenant 0.

Exercice 17 : [énoncé]

Ona

sup |fu(@)| = fu(1/ V2) = 4" = o0
0;1]

re

il n’y a donc pas convergence uniforme sur [0;1].
Or 1/°/2 — 1 et donc d’aprés le tableau de variation de f,,, pour tout a € [0;1],
on a, pour n assez grand,

sup |fn(a:)| = fn(a) — 0.
z€[0;a]

Ainsi il y a convergence uniforme sur [0;a]. En revanche il n’y aura pas
convergence uniforme sur les intervalles non singuliers contenant 1.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) Siz =0 alors f,(x) =0— 0.
Si z €]0;1] alors f,(x) — 0 par comparaison des suites de référence.

(b) fl(z)=n(1—2)" —n*Mz(l—2)" ' =n*(1 —2)" (1 - (n+ 1)z).
Aprés étude des variations

1 1 1Y
nlloco = Jn| —= | — & 1- -
I a1l f (n+1) " n+1( n+1>

1 1
Or o ~ 5 e

(1 _ 1 ) _ enln(lfﬁ) — e—1+o(1) N e—l
n+1

nafl

done || fnloc ~
Il y a convergence uniforme si, et seulement si, o < 1.

Exercice 19 : [énoncé]
Soit « € Ry. Pour n assez grand

falz) =1 —z/n)" =exp(nln(l —z/n)) —— e ™.

n—-+o0o

La suite (f,) converge simplement vers f: z +— e~ avec f, < f.
Etudions 8, = f — f, > 0.
Pour x € [n;+oo[, 0, (z) =e % <e ™
Pour x € [0;n], §u(z) =™ — (1 —x/n)" et 0, (x) = —e % + (1 —x/n)" L.
Posons
on(x) =(n—1)In(l —z/n) + x.
On a L1
’ n-—-
- —_— 1=-
on(2) = — Py

est du signe de 1 — x.

Par étude des variations de ¢, on obtient 'existence de z,, € [0;n] tel que

wn(x) >0 pour z < x, et p,(x) <0 pour z > x,,. On en déduit que pour z < x,,,
07 (x) > 0 et pour © > x,, §),(z) < 0. Ainsi

T, n—1 T n Tn
[0nllocfosnf = On(@n) = (1= — ) —(1—=—) =—e™.

n n n

Puisque la fonction x — ze™® est bornée par un certain M sur Ry, on obtient

M
||§7LHOO,[O,n[ S .
n

Finalement
—n
[0 [ 0o, [0;-+00[ < max e — 0.

Ou peut donc affirmer que la suite (f,,) converge uniformément sur Ry vers f.

Exercice 20 : [énoncé]

(a) fu(x) = exp(—nIn(1+ 3)) = exp(=z +0o(1)) = ™" = f(x).
On sait In(1 + ¢) < t donc par opérations : f,(z) > e™*

(b) On sait

donc
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puis (b) On a

z2

B —ot+g “Toom 1 1/n 1
x T+ n — x n 1
e an(l')ge 2 e Yez2n, / fn(t)dt:/ n2t(1_nt)dt:/ u(l—u)du:a
2 o2 0 0 0
Sur [0;a] on a ezn <e2n — 1.
Pour € > 0, il existe IV € N tel que pour tout n > N, }ea2/2” -1 <e.

On a alors pour tout z € [0;a], /1 ) dt f /1 04t
0 0
|fal@) = f(a)] e @(e”/? —1) <e®/?" —1<e.

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f,,) puisque

(c) Pour n assez grand, sup(, ] fn(x)‘ = 0 donc (f,) converge uniformément vers
Par suite f, [C—U]> I 0 sur [a;1].
0;a

(c) Les fonctions f, sont décroissantes donc .
Exercice 22 : [énoncé]

Vo > a, fo(x) < fo(a). (a) Pour z =0, f,(z) =0 — 0. Pour z € |0;7/2], cosx € [0;1] donc f,,(x) — 0.
(b) Directement

Soit € > 0. /2
Pui —a 40,1l existe a € R, tel que ¥z > a, _ noa o n
uisque e~ ——— 0, il existe a 4 tel que Vo > a I, = {_n+1cos :UO =—
e " <¢e/3. donc I, — 1 # fow/z 0.dz et il n’y a pas convergence uniforme.
Puisque f,,(a) — e~ 2, il existe N € N tel que (c) Ona
z |0 Tn /2
Vn > N, |fn(a) —e™% <e/3. fol0 7 falzn) N 0
avec x, = arccos ,/—— — 0 et

Mais alors Vz > a,

[Fal@) = 7| < fale) + ¢ < ful@) 77 < (ful@) — ) 4o T < fulen) = G ~ | o

(1+ 1/n)m+072 =

cu o ,
De plus, fn [0:a] f donc il existe N” € N tel que Soit [a;b] C]0;7/2]. On a a > 0 donc a partir d’un certain rang z,, < a et

alors sup(,|fn| = fn(a) — 0 donc il y a convergence uniforme sur [a;b].
vn > N'Va € [0;a]|fn(z) —e ™| <e.

Finalement Exercice 23 : [énoncé]

Vn > max(N,N'),Vz € Ry, ‘fn(l‘) - e_m‘ <e (a) En distinguant le cas x = 0 du cas général, on obtient que la suite de fonction
Ainsi £, Y £, (fn) ’converge sim'ple‘ment vers la fonction f donr.lée par ‘f (z) = z.
Ry (b) Par étude des variations de f,(x) — f(z), on obtient qu’il y a convergence
uniforme si, et seulement si, a < 1.

(c) Par un argument de convergence uniforme, on peut échanger limite et

Exercice 21 : [énoncé] intégrale
1 1
(a) Pour x =0, f,(z) =0 et pour > 0, on a aussi f,(z) =0 pour n assez lim z(1+ vne ") dz = / rdr — l
grand. Par suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle. n—+co Jg 0 2
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Exercice 24 : [énoncé] admet un maximum de valeur < 1 et puisque la fonction continue gg est bornée
Pour z > 0, la suite numérique ( fn(x)) est une suite homographique. sur [0;a], on peut montrer que la suite de fonctions (g,,) converge uniformément
L’équation r = 57 posséde deux solutions 1y = v1+z —1let ro=—v1+x—1 vers la fonction nulle sur [0;a].
Posons La relation (@)
Julm) =7y Ful) = fool@) = 22 SV
= . - — T 7 N + T

gn (l'> fn (ZL’) - n oo 1— g, (],‘)

On a permet alors d’établir que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers
@) 2 _ f(@) 11241 Joo sur [0;a].
gnt1(2) = —3 Tl s ey B Pgn(z)
@ e In(®) 72247
avec 241y Exercice 25 : [énoncé]
T 24 1o (a) On vérifie sans peine que la suite (f,,) est bien définie.
Puisque |p| < 1, la suite géométrique (g, (z)) converge vers 0. 2 4
Or aprés résolution de I’équation fi(x) =z, folz) = 3275
fulz) =11 Si f(x) = ax” alors
gn(r) = T =
" @ =
xr
2

on obtient (f)(z) = \/a/ 2t = ngﬁ/ﬂl-

Ful) = 71— gn ()72 0

(x) = — 22

1= gn(x) Ainsi f,(2) = a,zP avec
et on en déduit que la suite numeérique (f,(x)) converge vers r; = /1+z — 1. S 3
Finalement, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction Qpay = ”2 et Bpa1 = ?” + 1.
foix— V142 —1. Bn +
Puisque les fonctions f,, sont rationnelles de degrés alternativement 0 et 1, la On a
fonction |f, — foo| ne peut-étre bornée sur R, car de limite 400 en +00; il n’y a 5, = 2" —1 L9
donc pas convergence uniforme sur R . T on—1
En revanche, on peut montrer que la suite de fonctions (f,,) converge et, pour n > 1,
uniformément vers fo, sur [0;a] pour tout a > 0. 2./an,
En effet O‘“+1:4_211
— = ———2v1 .
fn(x) foo(x) 1—gn($) +z On a

2\/ Qn 1 _ 2\/ Qp,

1 1 -
4— on 4— on—1

D’une part, la fonction x — 2v/1 + z est bornée sur [0;a]. n+2 = Oni1 =

D’autre part,

n n—1
(VT ¥z-1Y Or 2" >2 donne ) )
gn(@) = | —=—=—7 | 90(2).
Vvi+z+1 4_ L =4 1
2n 277,—1

Sur [0;a], la fonction donc

2
Qpi2 — Qpy1 < 4_71(\/&71“ — \/@)

on—1

. Vi4+z-—1
T y-_rr+=-
vi+z+1
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Puisque a1 = ap, on obtient alors par récurrence que la suite («,,) est
décroissante.

Etant aussi minorée par 0, elle converge et en passant la relation de
récurrence a la limite, on obtient

an, — 1/4.
On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la
fonction )
x
r—= =
o= (3)
De plus

Fal@) = £(2) = an (@™ —2?) + (an _ 1)

Puisque 8, < 2, on a pour tout = € [0;1] et en exploitant e < 1+ u

2
0<abr — 22 = |1n(x)}a:75 dt
BVL

<(2- ﬂn)|ln(x)|.a:5" < (2= By)|In(z)|z.
Puisque la fonction z +— z|lnz| est bornée par 1/e sur [0; 1],
O§xﬁ"fx2§276n
et ainsi
i) = )] = an2 = ) + (00— 1)

et ce majorant uniforme tend vers 0.
Il y a donc convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers f.

La relation
frae) = [ VD
0
donne & la limite

f(x) = / BNGOL

d’ou Von tire f dérivable et f'(z) = v/ f(x).

Pour I'équation différentielle y' = ,/y, il n’y a pas unicité de la solution nulle

en 0, car outre la fonction nulle, la fonction y: x + (2/2)? est justement
solution.

Exercice 26 : [énoncé]
Pour tout z € R, f,,(z)

— x et

| fn(z) — 2| =1/n = 0.

La suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction identité.
Pour tout = € R, f,,(7)? — 22 et

fu(n)?> =n?=2+1/n? = 2.

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f2).

Exercice 27 : [énoncé]

Par opérations, les fonctions f, sont de classe C' car

est de classe C! sur R%.

La suite (f,,) converge simplement vers f avec f(x) = |z| qui n’est pas dérivable

en 0.

En multipliant par la quantité conjuguée :

1/n

fulx) = f(x)

N ES YRR

Par suite |fu(z) = f(2)] < J2= = J5 puis [fu = fll < J5 = 0.

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction f qui n’est pas de

classe C'.

Exercice 28 : [énoncé]

Par la formule de Taylor Lagrange :

avec M = sup|f”|.
Par suite

et donc
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Exercice 29 : [énoncé]
On a
Vo € [0;1], fu(1) < fulz) < fn(0)

donc

12 = Ollse = max(fn(0), —fn(1)) < max(|fn(0)],|fn(1)]) < |f2(0)] + | fn(1)] = 0.

Exercice 30 : [énoncé]
Si jw| > 1 alors

1 11X

z

Z—w w wn
n=0

et la convergence normale sur U de la série assure la convergence uniforme d’une

suite de polyndémes vers
1

Z = .
Z—Ww

Si |w| < 1, on peut remarquer que pour k € N,

27 —ik@ +oo 2
/ iee do = Z w”/ e 1 (+1))0 49 = 0.
o & —w ne0 0

Si z + P,(z) est une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
sur U vers z — ﬁ alors

27 27
— 1 do
P, (eif)— de - 0.
/0 n(e )619 —w  n—too /0 lel? — w|? 7

Or par le calcul précédent, on peut affirmer

27 1

P, (el?)— dg = 0.
ARZCUE

On conclut & une absurdité.
La condition cherchée est |w| > 1.

Exercice 31 : [énoncé]
Pour t € R, on a

ft+1/n) - f(t)

1/n n—+oo

Uun(t) =

La suite de fonctions (uy,),>1 converge simplement vers f’ sur R.
Soient [a;b] C R et € > 0. La fonction f’ est continue sur le compact [a ;b + 1]
dont uniformément continue. Il existe alors o« > 0 vérifiant

V(s,t) €[a;b+ 17 |s—t| <o = 1f'(s) = f(t)| <e.

Pour n assez grand de sorte que 1/n < a et ¢ € [a;b]. On peut écrire

t+1/n
n(f(t+1/n) — F(B) — F(1) =n / (F(s) — /(1)) ds
et donc
t+1/n
}un(t) - f’(t)| < n/t |f’(s) — f’(t)|dt <e.

Ainsi, la convergence de (uy,)n>1 est uniforme sur tout segment de R.

Exercice 32 : [énoncé]

(a) Par récurrence sur n € N.
Pour n =0 : ug(z) =1 et uy(z) =1+ [ dt =1+ z donc
0 <wuy(x) —up(x) ==
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

U n(2) — i () = /0 i (t— 12) — un(t — £2)dt

or Upy1(t — %) — up(t —t2) > 0 donc w4 2(x) — U1 (x) >0 et
(t _ t2)n+1 tn+1

un+1(t — t2) _ un(t - t2) < (TL+ 1)[ - (n+ 1)'

puis
n+2

x
Un42(T) — Unta(z) < (n+2)°
Récurrence établie.
(b) Pour tout x € R, on sait qu’il y a convergence de la série exponentielle
"
>
Par comparaison de série & termes positifs, il y a convergence de la série
télescopique

St (@) — un(a)

et donc convergence de la suite (u,(x)).
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(c) Pour tout x € [0;1],

+oo
k=n-+1
donc
X g =1
k=n-+1 k=n+1

Ainsi (uy,,) converge uniformément vers u. On en déduit que u est continue et,
toujours par convergence uniforme

x

vxe[o;l],/ Up (t —12)dt ——— [ wu(t —t?)dt.
0

n—+o00 0
Par conséquent
Vo € [0;1],u(x) =1 +/ u(t — %) dt.
0
La fonction est donc une fonction non nulle (car u(0) = 1) et dérivable avec

o' (7) = u(z — z?).

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Les fonctions f,,: x +— (;}r): sont de classe C! et
/ _ (_1)n+1
fn(.’L‘) - (n_’_l,)g'

Par le critére spécial des séries alternées, > -, fn(z) converge simplement
sur ]0; +oo[ vers S. -
Soi a > 0. Sur [a;+o0],

1 X1
! . < —— et — < 400
||anoo,[a,+00[ = (n+a)? Z (n 4+ a)? +
n=0
donc > f! converge normalement sur [a; +o00[ puis converge uniformément
sur tout segment de [a; 400l
Par théoréme, S est définie et de classe C! sur |0; +oo[ et

S (=D

S'(x) = Z CETSEs

n=0

(b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série de somme
— ’!L+1 . . . . .
Z:er% ((n21)2 . Celle-ci est donc du signe de son premier terme ;—21 Ainsi

S’(x) <0 et la fonction S est décroissante.

(c)

+o0 00 +oo too
=y ey Sy &=y
S(erl)JrS(x)*;n—i-x—&-le;n—i—xi ;n—&-erT;n-inw.

(d) Quand z — 0, S(z) =1 - S(z +1) et S(z+ 1) — S(1) donc

(e) Quand x — +o0,

%(S(m) +S(x+1)) < Sx) < %(S(x) + Sz —1))
avec - ~ —L- donne
S(z) ~ %

Exercice 34 : [énoncé]
Posons u,,: ]0;+o00[ — R donnée par

(a) Par le critére spécial, Y u,(z) converge pour chaque z > 0.
Il y a convergence simple de la série de fonctions définissant F'.

(b) Les fonctions u,, sont de classe C! et pour n > 1
(-1
(n+z)*
On a

loflloe = -

Il y a convergence normale Y ul, pour n > 1.

Il y a donc convergence uniforme de > ], (pour n > 0) et ’on peut donc
conclure que F est de classe C'.

De la méme maniére, on obtient F' de classe C*°.
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Exercice 35

Par décalage d’indice

Flz+1) = fﬂ:_z n"
n+l+zx n+ux
et donc )
F(:z:)—i—F(:Jc—f—l):E.
Posons
1t$—1
G p—
(@) /01+t

L’intégrale est bien définie pour > 0 et 'on remarque

Gx)+Gx+1)=—

(a)

Posons H = F' — (. La fonction H est 2-périodique, montrons qu’elle tend

vers 0 en 4-o00.
Par application du critére spécial, on a

Ve > 0,F(z) >0

donc

—0
T—r+00

OSF(x)SF(QT)-FF(JJ—i—l):%

et par encadrement F' tend vers 0 en +oco0.
Le méme raisonnement se transpose a G.

On peut conclure que H tend vers 0 en 400 puis finalement H est nulle.

Quand z — 0, F(x + 1) — F(1) par continuité et donc

Fla)= 1~ Fle+1)

~ —
z—0

On vérifie aisément que F' est décroissante et puisque

T

on obtient )

: [énoncé]

=Fx)+Flz+1)<2F(z) < F(z)+ F(z—1)=

1
rz—1

Exercice 36

(a)

fur @ TTizo iy fn est continue sur J0; +ool.

Soit a > 0. Sur [a;+o0],
11

1l < =
an!

La série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a; +00[ donc converge

uniformément sur tout segment de ]0; +oo[. Par théoréme, la somme S de la

série Y f, est continue sur ]0; 400l

+<>on 1+OO"
x 7231’}_[1 x+k EJF“’”nZ;kHo +1+k 7+ S<x+1)'

Par converge uniformément sur [a; +00[

Z mgmoo f”

lim S(x

r—r+00

)=0.

Quand xz — +o0,

1 1 1 1 1
S(x)=—-4+-S(x+1) :—|—0<> ~ =
r  x x x x
Quand z — 0,
S(xz+1)— S1)
par continuité et
DSl = 3 o
=e—1
n=0 k= ok+1 n=0 (n +1)!
donc 148 )
S(z) = 1+5@+1) ~ &
x x

: [énoncé]

Par le théoréme des accroissements finis, on peut écrire f,(x) = z(th)'(c)

avec ¢ € [n;x + n[.Puisque (th)'(c) = 76}121(6); on a
I 4x

Par suite n?f, () P 0 donc Y fn(z) est absolument convergente donc
n—-+0oo

convergente. Ainsi Y f,, converge simplement.
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(b)

Pour a € R, ’étude qui précéde donne

a
||fn||oo,[0;a] S .

ch?(n)
donc ) f,, converge normalement sur [0;a]. Par convergence uniforme sur
tout segment d’une série de fonction continue, on peut affirmer que S est
continue. De plus, les fonctions sommeées étant toutes strictement croissantes,
la somme S D’est aussi.
En effet, pour = < y,

n

> file) < zn:fk(y)
p

k=1

donne & la limite

“+oo “+o0
S fe@) <> fly)
k=1 k=1

et puisque fo(x) < fo(y), on parvient a

S(x) < S(y)-

+oo +o0

Or ) L
chn —shn e " 1
" chn 2e—2n

chn
est terme général d’une série absolument convergente.
On en déduit que la suite (S(n)) converge et donc que la fonction S converge.

Exercice 37 : [énoncé]

Puisque la fonction f est décroissante, elle admet une limite en +o0o. Puisque la
fonction f est aussi intégrable cette limite est nécessairement nulle. En particulier,
la fonction f est positive.

Par télescopage, on observe

N—
gl +N)—gla)= )  flz+Fk)
k=0

=

et s’il 'on s’adjoint la contrainte d’une limite nulle & g en 400, on est tenté de
poser

+o00
g(x) ==>_ flx+Fk).
k=0

Il reste & montrer que cette fonction est bien définie et continue ce qui sera obtenu

+oo
i >
S(z+1) = Z(th(m+1+n)—th(n)) = Z(th(x+1+n)—th(n+1))+z(th(n+1)_tkp7%5 un argument de convergence normale. Soit € Ry. On a pour k£ > 1

n=0 n=0 n=0

avec convergence des deux séries introduites.

Par décalage d’indice

+oo
Z(th(x—i— 14 n)—th(n+1)) = S(z) — thz

n=0
et par étude la limite des sommes partielles

“+oo
> (th(n+1) - thn) =1.
n=0

On conclut & la relation proposée.

S admet une limite en 400 car c’est une fonction monotone. Pour déterminer
celle-ci, étudions la limite de la suite (S(n)). La nature de la suite S(n) est
celle de la série de terme général

S(n+1)—S5n)=1-thn.

k
0< flz+k)< flk) < f)de
k—1
donc

k
sup |f(z+ k)| < f(t)de.
zeR k—1

Par intégrabilité de f, il y a convergence de la série

k
> . F(t)dt

et donc convergence normale de la série de fonctions
> f@+ k).
E>1

L’adjonction du terme d’indice k£ = 0 ne change rien et ’on peut conclure.
On vient ainsi de trouver une solution au probléme posé, d’autres solutions s’en
déduisent par ajout d’une constante.
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Exercice 38 : [énoncé]

(@) frnrxz— 7l€(T_a;) est définie et de classe C' sur R et

(e)

(_1)n+1

) = i 2

> >0 fn(x) converge simplement sur ]0; 00| vers S.

Ya > 07 ||f7/z||oo,[a;+oo[ = n'(n T a)2

donc > f! converge normalement sur [a; +o00[ puis converge uniformément
sur tout segment de ]0; +oo[. Par théoréme S est de classe C* sur ]0; +o0l.

On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série de somme

+oo (_1)11—0—1

nzz;) nl(n + x)2’

Celle-ci est donc du signe de son premier terme —5
décroissante.

xS(x)—S(z+1)

+oo “+o0
_ (=" =n"
_;n!(x—i—n)Jr; (n—1Nz+n) _1+;

1
t Z Wl(n + a)? converge

. Ainsi S'(z) <0 et S est

S( )—1+S( +1) et 5(1)—%o v 1L
TE = v _n:O(n—i—l)!_ e’
Quand z — 07, 2S(z) — 1 d’on
1
Par le critére spécial des séries alternées,
+o00
(—1)k 1 1
= <
|Rn(e)] :Z Ha+hk) | =+ Dz +1+n) — (n+1)

donc

Par converge uniformément sur |0; +oo],

lim S(x Z lim f,(z)=0.

r—+00 n—-+o0o

Quand xz — 400,
xS(x) :%—l—S(m—l—l) - -

d’ou

Exercice 39 : [énoncé]

On a

1 1 1
RO
r+n xr—mn n

d’ou l'existence de la somme.

Or
szNx+1+k k:7N+1x+k

donc 4 la limite quand N — +o00, on obtient f(z + 1

N ] N 1 2N+1 ]
S
w2 T k ey k k=—2N+1 +k

donne & la limite

Exercice 40 : [énoncé]

Les fonctions constantes sont solutions et les solutions forment un sous-espace
vectoriel.

Soit f une solution. Quitte & ajouter une fonction constante, on peut supposer

f(0)=0.
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On a
flay= 1) 3 fan)
donc -
fla) = +ZOO o) ml L)

Posons h(x) = supjg.,| |-
Pour x > 0, on a "™ € [0;22] pour tout n > 1. On en déduit

400

@)<Y Q%h(:f) — h(z?).

n=1

Ainsi h(z) < h(z?) puis en itérant 0 < h(z) < h(z?") pour tout n € N.
Or pour z € [0;1[, 22" — 0 et limg+ o = 0 (car f(0) = 0) donc h(z) = 0 sur [0;1].
Finalement f est nulle sur [0; 1] puis en 1 par continuité.

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Si f est constante égale & C alors I’équation (F) est vérifiée si, et seulement
si, C = 2C — 202, Cette derniére équation est vérifice pour C' =0 et C = 1/2
seulement.

(b) Aprés substitution et étude séparée du cas = = 0, on obtient f solution de
(E) si, et seulement si, h vérifie

h(2x) = h(z) — xh(x)?

(c) L’application T} est de classe C! et T/ (y) = 1 — xy. Sur [0; 1], on vérifie
|T.(y)| <1 et la fonction T, est donc 1-lipschitzienne sur [0;1]. Au surplus,
la fonction T, est croissante sur [0;1] avec T,,(0) =0 et T,(1) =1 — /2. On

en déduit T, ([0;1]> C [0;1].
Par une récurrence immédiate, on vérifie

Vn e N,Vz € [0;1], hy(x) € [0;1].

Pour n > 1 et « € [0;1], on a par lipschitzianité

in(5) - ma(3)]

|hn+1(z) - hn($)| <

En répétant cette majoration

|hn+1 (z) — hn(x)’ <

T x x 1
() ()| -7 <
La série télescopique Y hyy1(x) — hy,(2) converge donc absolument et la suite

(hn(x)) est donc convergente. La suite de fonctions (h,,) converge donc
simplement vers une fonction h. Au surplus

R 1
|h($) - hn(x)| = = Z kT = on —>n_>+oo 0

k=n

+oo
Z hk+1($) - hk(,’E) <
k=n

La convergence de la suite (h,,) est donc uniforme sur [0;1].

La fonction h est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, elle est
donc continue sur [0;1]. En passant a la limite la relation

2
T T T
Vx € [O 3 1], hn_;,_l(l') = hn (2) — §hn <2>

on obtient 1'identité

Vo € [0;1], h(z) = h(";) - ;h<;>2

Puisque hy,(0) =1 pour tout n € N, on a h(0) = 1 et la fonction h n’est pas
nulle. On peut alors définir la fonction f: 2 — zh(z) qui est continue, non

constante et vérifie
2
vo e 051l fa) =21 (3 ) - 21(3 ).

On peut ensuite définir une solution sur [0;2] en posant

Vo € 1:2], f(z) = 2f<;c) 2f<§>2.

Cette solution est bien continue en 1 car

tim fw) =21 (3) - 2f(§)2 — 7).

De méme, on prolonge la solution sur [0;4], [0;8], etc.
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Exercice 42 : [énoncé]

(a)

Pour z > 0, u,(x) = O(1/n?). La série Y u,(x) converge absolument.
La série de fonctions ) u, converge simplement sur R , les fonctions u, sont

de classe C! avec
, 1 1
up(x)=In(1+ =] — .
n n—+x

Soit [a;b] C R% . Par monotonie, pour tout x € [a;b]

1
0] = @) + )] = 0 75 )-
Il y a donc convergence normale de ) u;, sur tout segment de R’ . La
fonction somme de > u, est donc de classe C! et la fonction f ’est aussi par
opérations.

La fonction est de classe C'. 1l est immédiat que f(1) est nul et, pour tout
x > 0, on a apreés télescopage

Pt 1) - f(w) = —— +1++f( L Ly

r+1 = ot n+xr n+x+1 T

et

o)~ 50 = 10 = -2+ S 2m(1+ 1) “m(1+2)

" =1
=-—In2+ Z(?ln(n +1)—1In(n) —In(n + 2)) =0.

Ainsi, on peut affirmer f(z + 1) — f(z) = Inz. Enfin, f est convexe en tant
que somme de fonctions qui le sont.

Inversement, soit g une autre fonction vérifiant les conditions proposées.
Etudions la fonction h = f — g.

La fonction h est de classe C!, 1-périodique et prend la valeur 0 en 1. Nous
allons montrer qu’elle est constante en observant que sa dérivée est nulle.
Pour = > 0, on a par croissance des dérivées de f et de g

W)= 1) =g/ @) < £ (la] +1) =g/ ((2)) = 77+ (L2)
et parallélement

W(z) > ([z]) - ﬁ

La fonction A’ est 1-périodique, les valeurs h’ (LxJ) sont donc constantes
égales a C.
En passant a la limite quand x — +oo ’encadrement

1 , 1

on obtient que la fonction h’ présente une limite en +oco. Puisque h’ est
périodique cette fonction est constante et, puisque la fonction h est
périodique, la fonction i’ est constante égale a 0.

(¢) On reconnait en premier membre la fonction I' « connue » indéfiniment
dérivable avec

“+o0
F(k)(x):/ (Int)kt*—te=t dt.
0

On sait aussiI' > 0, I'(1) = 1l et T'(z + 1) = 2T'(x).

Considérons alors f(z) = In(T'(z)).

La fonction f est de classe C*°, f(x 4+ 1) — f(z) =Ilnz, f(1) =0 et f convexe
car I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(M(2))? < (@)1 ()

ce qui conduit a f” > 0.
On peut donc affirmer

14 (L+45)° I(n + 1)
D(z) =e’® = lim fni( km) = lim ni(n+1)
nofeox -t 14+ ¢ n—stoo x(x +1)...(z+n)

et on peut conclure sachant n + 1 équivalent & n.

Exercice 43 : [énoncé]

On a
Vx € R,

fa(2)| < 1/n?

Puisque Y 1/n? converge, il y a convergence normale, donc uniforme, donc simple
sur R.

Exercice 44 : [énoncé]
On a || fn]lec = 1/n or > 1/n diverge donc il n’y a pas convergence normale sur R.
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Pour z € R, la série numeérique Y f,,(z) satisfait le critére de Leibniz, il y a donc
convergence simple sur R et

Z fulz

n=N+1

1 1
N+1+x2 N +1

donc [|Ry|loo < ﬁ — 0. Il y a donc convergence uniforme sur R.

Exercice 45 : [énoncé]
Pour tout x € [0;+oo], introduisons k = |x]. Pour N > k+ 1, 0on a

Zu” k+1

et donc la série de fonctions converge simplement sur [0;4o0[ vers S avec
1

Pour tout x € [0;+00], on a

N 0
_ T;)un(:c) = {S(m)

siz<N+1
sie>N+1

et donc

—0
N—|—2 N—+oco

N
=D ()| <
n=0

Il y a donc convergence uniforme sur [0; +o0[.
Enfin, ||un||c = 1/(n + 1) n’est pas sommable, il n’y a pas convergence normale.

Exercice 46 : [énoncé]

(a) Par croissance comparée, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers
la fonction nulle.
La fonction f, est de classe C! et

x

—z" N —x)e”

fu(@) =

On peut alors dresser le tableau de variations de f,, et affirmer

n!

n
n —n

sup | fu(2)] = fuln

z€[a;+oo| TL'

Par la formule de Stirling

\_/3

n
n! ~V2mn| —
e

1
V2t ’

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur
[0;+o0.

(b) Par référence a la série exponentielle, la série de fonctions Y f,, converge
simplement sur R et sa somme est égale & 1.
Il ne peut y avoir convergence normale sur [a
sommable.
En revanche sur [0;al, il y a convergence normale car pour n assez grand de
sorte que n > a, on a

donc

fn(n) ~

; +oo[ car f,(n) n’est pas

sup |fn(2)| = fula)

z€[0;a]

Il y a aussi a fortiori convergence uniforme sur [0;a].
Par ’absurde, s’il y a convergence uniforme sur une voisinage de +oco, on
obtient par le théoréme de la double limite

—+oo
1i 1
xfroozofn Zx;ffw fala
n=

ce qui donne ’absurdité 1 = 0.
Il n’y a donc pas convergence uniforme sur [0; +00[.

Exercice 47 : [énoncé]

(a) Pour =1, u,(z) = 0 et la série numeérique Y u,(x) est convergente.
Pour 2 € [0;1], on peut écrire 0 < u,(x) < apz™(1 —z) = Az™. Orily a
convergence de la série numérique > 2™ et donc, par comparaison de séries a
termes positifs, la série > w, (x) converge.

(b) Apres étude de fonction, on obtient

an 1Y a,
Unlleo = sup |up(x)| = 1-— ~—.
lenl we[0?1]| ( )| n+1< n—|—1> en

Par équivalence de séries a termes positifs, la convergence normale de > u,,
équivaut a la convergence de Y a, /n.
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(c¢) Considérons le reste

+oo
R, (x) = Z apx(1 — ).
k=n-+1
Par la décroissance de la suite (ay,)
+oo
0 < Rp(x) < apy1 Z xk(l —x).
k=n+1

Ainsi, pour x € [0;1[ ou z = 1, on obtient
0< Rn('r) < Gpqa-

Par cette majoration uniforme, on peut affirmer que, si (a,) tend vers 0, alors
la série de fonctions Y u,, converge uniformément.

Inversement, supposons la série > u,, uniformément convergente.

La suite (a,) étant décroissante et positive, elle admet nécessairement une
limite ¢ > 0. On a alors

+oo
Ve e [0;1], Rp(z) > Z laf(1 —z) =z > 0.
k=n-+1

On obtient donc
Vo € [0;1[, 2" < || Ryl oo-

En faisant x — 17,
< || Bnll

et ceci valant pour tout n € N, on conclut £ =0

Exercice 48 : [énoncé]
Remarquons que pour tout ¢ € [0;1],

t—t*€[0;1/4].
Pour z € [0;1/4],
1
|Un+1($)| < 2ltn oo, 051/4] < = 1tnloo, (051 /4]-

Par une récurrence facile, on obtient

|n oo [0:1 /4] < YR

Par la remarque initiale, pour tout x € [0;1],

1
[ni1.(2)] < llunlloo,o1/a) < 4

donc
1
||un+1 ||oo,[0;1] < 47

On peut conclure que la série > u,, est normalement convergente.

Exercice 49 : [énoncé]
La fonction u,, est dérivable avec

1 —n’z

ul (x) = A e

n

Les variations de w,, sur [0;+oo[ fournissent

1
tn oo = Un(l/nQ) = me
La série de fonctions > u, converge normalement sur [0; +oo[, a fortiori
uniformément et simplement.
Soit a > 0. Pour = > a,

1+ n2z 1 11

!
< = ~
|un(x)| ~ (1+n2z)2 (14 n2a)?

a?nt’

La série de fonctions > u], converge normalement sur [a; 400l
En revanche, il n’y a pas convergence en 0, ni convergence uniforme sur ]0;a] car
le théoréme de la double limite ne peut s’appliquer en 0.

Exercice 50 : [énoncé]

(a) Posons u,(z) = 1/n* définie sur ]1;+o0].
La série de fonctions ) u,, converge simplement sur |1;+oo[ ce qui assure la
bonne définition de ((x).
Plus précisément, pour a > 1, on a

sup  |un(2)| = un(a) avec Zun(a) convergente
z€[a;+oo

et il y a donc convergence normale (et donc uniforme) de la série de fonctions
Uy, SUr [a;4ool.
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Puisque

1 sin=1
U (T) ——— .
z—+o0 |0 sin>2

on peut appliquer le théoréme de la double limite et affirmer que ¢ tend en
400 vers la somme convergente des limites

() e b

(b) Posons v, (z) = ((n)x™/n. Pour z # 0, on a

Uny1(7)
vp ()

wﬁ+a}|xL

Par le critére de d’Alembert, la série converge pour |z| < 1 et diverge pour
|z| > 1 (en fait le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1).
Pour x =1, il y a divergence car

1

n n

Pour x = —1, il y a convergence en vertu du critére spécial des séries
alternées. En effet, la suite ((—1)"((n)/n) est alternée et décroit en valeur
absolue vers 0 notamment car {(n + 1) < {(n).

(c) En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, la fonction
F est assurément de classe C* (et méme C*°) sur |—1;1].
Les fonctions v, sont continues sur [—1;0] et 'on vérifie que la série > v, (x)
satisfait le critére spécial des séries alternées pour tout = € [—1;0]. On peut
alors majorer le reste de cette série par son premier terme

+oo
Z vp(z)] < ‘U,H_l(x)’ < @
k=n+1

Ce dernier majorant étant uniforme de limite nulle, on peut affirmer qu’il y a
convergence uniforme de la série de fonctions > v, sur [—1;0] et sa somme F'
est donc continue.

(d) Par dérivation de la somme d’une série entiére, on obtient pour z € |—1;1],

ZCn—i—l

+o00 400

=23

n=1p= 1

On peut permuter les deux sommes par le théoréme de Fubini car il y a
convergence des séries

|

pzl

D E

n>1p=1

n+1 n+1

On en déduit aprés sommation géométrique

D-3 Yoyt oS ()

p=1n= 1 p:llﬂp p=1

La série de fonction associée converge normalement sur tout segment de
]—1;1[ et on peut donc intégrer terme & terme

F(x):F(0)+/O F/(t)dt = /ﬁw(—l)dt

ff/ RS gln(pfm)_;

Exercice 51 : [énoncé]

Chaque f,: z — &5 1) est de classe C! sur ]0; +oof et

Inn
fﬁ(x):: ( 1)7HV1 nx

Par le critére spécial des séries alternées, la série de fonctions Y f,, converge
simplement vers 7 sur ]0; 40|

La suite (f;,(x))nen est alternée. Etudions

' Int
On a ) It
;o l—zln
@(t)—w-

Pour Int > 1/z, ¢'(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [e'/?; +oo[. Ainsi (f/(x))n>1
est décroissante & partir du rang {el/ﬂ + 1 et tend vers 0. On peut appliquer le
critére spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour n > [e!/%| + 1 on a pour
tout = € [a;+oo],

| Ru(@)| =

In(n + 1)
~ (n+1)= —

In(n+1)

“+o0
(=) nn
Z (n+1)e

n(L‘

k=n-+1
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donc
In(n+1)

”Rn”oo,[a;-‘roo[ = (’I’L-|- l)a

>~ fr converge uniformément sur [a;+oo[ donc converge uniformément sur tout

segment de ]0; +oo[.
On peut alors conclure que la fonction 7 est de classe C! sur ]0; +oo].

Exercice 52 : [énoncé]

Par le critére spécial des séries alternées, (o est bien définie sur ]0;+o0].

fo:x e E% est €% sur |0 400 et

n

lnn)P
P (p) = (—1 nﬂ?(i.
) = -1y (0
La suite (£ (2))nen est alternée. Etudions

(Int)P

p:t— Pt

S = ln(t)p_tg(ﬁl— xInt)

Pour Int > p/x, ¢'(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [eP/* ; +oo[. Ainsi (ffbp) (x))n>1
est décroissante & partir du rang F(eP/*) + 1 et tend vers 0. On peut donc

appliquer le critére spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour
n > E(eP/*) 4 1 on a pour tout z € [a; 400,

“+oo
_ (=D™(nn)”| _ (n(n+ 1) _ (In(n+ 1)
LAGIEIDY — < D S mrDe

k=n-+1

donc
(In(n + 1))?

Rn oo, ay oo S
H ” Jastoo| (n—i—l)“

> 7P converge uniformément sur [a; +o0o[ (pour tout a > 0) donc converge
simplement sur ]0; +o0o[ et converge uniformément sur tout segment de ]0; +o0l.

Par théoréme on peut alors conclure que (5 est C* sur ]0; +o00].

Exercice 53 : [énoncé]

La convergence pour x > 0 de la série définissant (»(z) est acquise par le critére

spécial des séries alternées.

On peut combiner les termes d’indices impairs avec les termes d’indices pairs qui

suivent

Ca(z) = Jio(@pi e (2;)95)'

p=1

Considérons alors la fonction f: [1;+oco[ — R définie par

1 1

0= ~ @y

La fonction f est décroissante et donc

n+1 n
/ F)dt < f(n) < / s

puis en sommant ces encadrements

—+o00 400
/ F dt < Golo) < F(1) + / F(0)dt.
1 1

avec

(2t — 1) — (2t)172 = —(2t)1 77 (1 — <1 — 1)135) ~(z—1)(2t)®

2t
et donc
/m ft)ydt = #(21*9” 1) —— 1
1 S 2(1—-u) st 2
De plus
1
HN=1-=—
f( ) 2% g0+
et donc par encadrement
Glr) ——
2® c—0+ 2

Exercice 54 : [énoncé]

—0
t——+oo
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(a)
(b)

¢ est définie sur |1 ;400 et ¢z est définie sur |0; +oo[ (via le critére spécial
des séries alternées)

fniz n% est continue.
Pour tout a > 1,
1

nl‘

1

na

donc

1
||anOO,[a;+OO[ < E

or 3 -1 converge donc 3 f,, converge normalement sur [a ; +oo| puis

converge uniformément sur tout segment inclus dans ]1;+oo[. Par théoréme,

on obtient que la fonction ¢ est continue.

On: T — (G2 1) est continue.

Par le crltere spécial des séries alternées

too (_1)n—1 1
> <
it n< (N +1)
Pour tout a > 0,
*2” G S S
A T (N+1)* = (N+1)°

donc 3 g, converge uniformément sur [a; +o0o[ puis converge uniformément
sur tout segment inclus dans |0 ; +oo[. Par théoréme on obtient que la
fonction (5 est continue sur ]0; +ool.

(c¢) Pour z > 1

Exercice 55

+o0o +oo

: [énoncé]

(a) Supposons le domaine de définition I non vide. Considérons z € I. Puisque la

suite (u,) tend vers 'infini, il existe un rang N au-dela duquel tous ses
termes sont supérieurs a 1. Pour tout réel y > z et tout n > N

)

w .

= eVinun > erInun — 42 qonc -
n

y
Uu; <
n U'ZrIL

Exercice 56

(a)

(b)

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la convergence
de la série définissant f(y). Ainsi

rel = [z;4o0[C L.

Lorsqu’il n’est pas vide, le domaine est donc un intervalle non majoré.

Les fonctions f,,: z — 1/u® sont continues sur I et on a la convergence
normale de la série de fonctions ), -\ fn sur tout intervalle [a; 4o0[ inclus
dans I car

1

VYn > N,Vzx € [a;+00], w

avec Yy a;, convergente.

Par théoréme, on peut affirmer que la fonction f somme de Y f,, est continue.

— Pour u, =Inn, I = 0.

— Pour u, =n, I =]1;+4o00[ (cf. séries de Riemann).
— Pour u,, = n(Inn)?, I = [1;+o0] (cf. séries de Bertrand).

: [énoncé]

Pour x € ]0; 1], on obtient par sommation géométrique

pORHE

Cette relation vaut aussi pour x =0 ou z = 1.

2?lnzx
14 g2

On peut appliquer le critére spécial des séries alternées et donc

—+o0

|Ru(@)] =] > (

k=n-+1

—1)F2220 42 1 | < 22002 |In .

L’étude de ¢: 2 — 22("+?)|Inz| donne

—1

v 0:1]. z2(»+2))1 < _°
z€[0;1],x In | ST
donc
e ! 0
Rn OOS .
1B 2(n+2)
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(c) On a segment d’une série de fonctions continues, on peut affirmer que f est continue sur

Yz d 11 d 2ln:ﬁd 105 400
o 12 T, T 12 Par convergence uniforme sur [1;+o0[, on peut appliquer le théoréme de la double

et on peut calculer la derniére intégrale par intégration terme a terme car limite et affirmer

converge uniformément sur [0;1]. Cela donne lim f = Z lim e *V? =1.
+o0 T—+00
L gz dop = 00 (71)n , ‘ iy / .
o 1+a2 r=-1+ ; @n+3)2 Pour x > 0 fixé, la fonction ¢ — e est décroissante donc
B n+1 n
puis le résultat. / e tVEQf < o=V < / 1 J——

En sommant (avec n = 0 & part pour la majoration) on obtient
Exercice 57 : [énoncé]

+00 Foo
9 1 / eVt < flz) <1 —|—/ eVt
% < 0 0
a®+n7ll o M avec L
oo
est le terme générale d’une série convergente. Par convergence normale sur le / eVt = %
segment [0;1] : 0 x

On en déduit

1 2ad Ry o2
j[ > S jijk/‘ S = j{:h1<1-+ ) @)~ =

quand x — 0.

Or
X 24 chma 1 .
Z Zin? Tshra o Exercice 59 : [énoncé]
n=1 Par le critére spécial des séries alternées, il est immédiate de justifier que S(t) est
donc définie pour tout t > 0.
/ ! Jio {1 sh wa} ! I sh7r On peut réorganiser I'expression de S(¢) de la fagon suivante :
n =
o? + n2 « v
0 =3 (L0, LU s !
On en déduit que T\ 2pt4+1 T 2p+1)t+1) = (2pt+1)((2p+ Dt +1)
+oo p=0 p=0
H 14 1\ _ shm
n2) @ La fonction f;: z — L est décroissante.
n=1 (2at+1)((2z+1)t+1)
Par comparaison avec une intégrale, on obtient ’encadrement
. . . +oo +oo
Exercice 5§ : [enopce] . / fu(x) dz < S(1) S/ () da.
Pour x <0, il y a divergence grossiére. 1 0

Pour x > 0, n2e™ V" = ¢=2V+2Inn () donc > e *V™ est absolument
convergente. Ainsi f est définie sur |0 ; o0

Pour a > 0, sur [a;+o0], |e*‘”‘/ﬁ| < e, Cela permet d’établir la convergence t _ 1 1
normale de la série de fonctions sur [a;+oo[. Par convergence uniforme sur tout (22t + 1)((21 T+ 1) = orti1 CESIESE

Puisque par les calculs précédents
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On obtient

2zt +1)

In(1 +¢)
NECEES)

+oo t Ay — 1
/0 Qat+ (e +1t+1) " |2t .

et

(22t + 1)

donc
2N

> (-1)"In(1+1/n) ~ In(2/7).

On en déduit
¢ =1n(2/7).

In(1 4 3t) — In(1 + 2¢t)

+oo t 1
/1 @at (@ + i+ 1) [Qt "er+t+1) 2

1

Quand t — 0™, on obtient par encadrement S(t) — 1/2.

Exercice 60 : [énoncé]

(a) Pour tout € R, la série numérique > u,(x) satisfait le critére spécial des
séries alternées donc la série de fonctions Y u,, converge simplement sur R.
De plus

“+o0

>

z? 1
§ln(1+2) §ln<1+) -0
i (N+1)(1+22?) N+1

o0

donc la série de fonctions _ w, converge uniformément sur R.

(b) up(x) = In(1 + 1/n). Par converge uniformément
T—>+00

+oo +oo
> () — o= > (=1)"In(1 + 1/n).
n=1 n=1

Pour calculer cette somme, manipulons les sommes partielles et séparons les
termes d’indice pair de ceux d’indice impair

i(l)" In <1 + ;) = i In(2n +1) — In(2n) + i In(2n — 1) — In(2n)
donc
i(—l)“an - ;) = 1n<<(2(]2vjj\if)!;2>2(2jv + 1))_
Or

Nl ~ V2rNNNe™ N

Exercice 61 : [énoncé]
Posons

fe(n) = (1 — k) pour k < n et fr(n) =0 sinon.
n
Pour k € N fixé,
fe(n) — exp(—ka).

Pour k <n
|fk(n)‘ =exp(naln(l — k/n)) < ek

et cette majoration vaut aussi pour k > n.
Ainsi
—k
[ frllooy < €77

et donc la série Y fi converge normalement sur A = N.
Par interversion limite/somme infinie

“+o0 “+o0 +oo
. o . o —ka
RS TR SRCWATED 3

Ainsi
«

n k no
lim (1 - > - ¢
n——400 n e —1

Exercice 62 : [énoncé]
Par la formule du binoéme

2\ P\ 2
14 ) -y ( )k.
( p = \k/)p
Considérons fy: [0;+oo[ — C définies par

_ _ k
fr(z) = 2 =1). k'(x kt1) Z—k siz > ket fr(x) =0 sinon.
! T
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En tout p € N,

S50

-(43)

xr
La série de fonctions ), . fx converge simplement vers 2 — (1 + ;) en tout
k
p € N. De plus, puisque |fk (x)| < zll , la convergence est normale sur R. Pour &
fixé, quand x — +o0,

o) = x(x—l)..%lgx—k-i—l)%’: . %’:
Par le théoréme de la double limite
e 0k
JHm kZ:Ofk(n) = kz::() Pk

ie.

Exercice 63
Posons

: [énoncé]

fal@) = ——s oy avee >0,

(a) Soit z €]0;+o00[. On a f,,(z) ~ 1/n%x donc Y f,(z) converge absolument.
On en déduit que | la série Y f,, converge simplement sur ]0; +o0[ et donc la
fonction S = 3% f, est bien définie.

(b) Les f, sont continues sur R .
1 1
<—=0(—= ).
~ n+n2a (n2>

Soit a > 0,

La série de fonctions ) f,, converge normalement sur [a; +00[ donc converge
uniformément sur tout segment de ]0; 400l

On peut donc conclure que S est continue.

”anoo,[a;-‘roo[

(c) Chaque f,, est décroissante donc la fonction S 'est aussi.

(d) Par convergence normale sur [1;+o0],

“+o0
i D (@) karfm (@) =0.

n=1

On remarque
1

— —.
rz—+o0c0 N

Posons g, : x — La fonction g, croit de 0 & 1/n? sur Ry donc

T
n(l+nz)"

1
||gn||oo’[0;+00[ = n2

La série de fonctions Y g, converge normalement sur R donc

=1 2
i, D n(#) Zwkf&ogﬂ mlET
n= n=

. 2 .
Par suite 25(z) ——— % puis
r—r+00

2

™
5@, o
(e) La fonction ¢ +— F=m) + iy est décroissante donc par comparaison avec une
intégrale
e dt 1 tee e
U + —_ .
/1 t(1+tx) Z n(7) < +x /1 t(1+ tx)
Or

teo dt el w t 1"
— = - — dt = |1 =In(1 -1
/1 t(1+tx) /1 (t 1+t:c) {nl—kt‘rL n(1+z)=In(z)

donc

Exercice 64 : [énoncé]

(a) fﬂ:m'_)ﬁ_m

est définie et continue sur |—1;+o00[

b

g < —.
anHOO,[a,b] = n(n+a)

La série de fonction > f,, converge normalement sur [a;b] et donc converge
uniformément sur tout segment inclus dans |—1; +o0l.
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(b) Chaque f, est croissante donc par sommation de monotonie, S est croissante.

()

=1 1 &1 1
S(x—’—l)_s(x):;n—l_n—l—x_;ﬁ_n—kx
donc
=1 1 1 1
S($+1)_S(m):;n71_g_l+x+l:erl'
(d) Quand z — —1, S(x + 1) = S(0) = 0 puis
1
(e) S(0)=0et S(z+1)—S(x) = x+1 donc pour tout n € N,
1
k=1

(f) On sait > ; + ~Inn et on sait In(n + 1) ~ Inn.
Puisque S(E(z)) < S(z) < S(E(z) + 1) on obtient

S(z) ~InE(x) ~Inz.

Exercice 65 : [énoncé]
(a) Posons f,(z) =e *V"
Pour x <0, la série Ze’z\/ﬁ diverge grossiérement.
Pour z > 0, n%f,(x) — 0 donc 3 e~*V" converge absolument.
La fonction f est donc définie sur ]0; +o0].
Pour a > 0,

||anoo,[a;+OO[ = fn(a)

et > fn(a) converge donc Y f,, converge normalement sur [a;+o0o[. Comme
somme de série de fonctions continues convergeant uniformément sur tout
segment, on peut affirmer que f est continue sur ]0;+ool.

(b) f est somme de fonction strictement décroissante, elle donc elle-méme
strictement décroissante.

(c) Par convergence uniforme sur [a;+oo[, on peut intervertir limite en 400 et
somme infinie. Ainsi

i, /@) kaffm nle) =0.

(d) Par monotonie de ¢ - e~ *V,

n+1 n
/ e Vidt < e VR < / e
n n—1

—+oo +oo
/ e TVt gt < f(x) §/ e~V gt
1 0

—evVi g,

En sommant

Or N .
o 2 o 2
/ eVt = — et / e~ VAL ~ —
0 € 1 €
donc 5
(I) z_’>\‘0+ ﬁ

Exercice 66 : [énoncé]

(a) Notons : fn: x> o
Pour z =0, f,(z) =0 donc S(x) est bien définie.

Pour z €10;1] : f’}:és) ~x < 1et S(z) est bien définie.
Pour z =1: f,(x) =1/2 et S( ) n’est pas définie.

Pour z € ]1;400] : f’;ﬁié(f) — L <1 donc S(z) est bien définie.

Finalement S est définie sur [O 1[U]1; 40| par convergence simplement de

> fn sur ce domaine.

+oo +oo
1/a™ x"

(c) Soit 0 < a < 1. Sur [0;a],

+oo
| £nlloo o) < @™ et Y a™ <1

n=1

donc ), -, fn converge normalement sur [0;a] et donc converge
uniformément sur tout segment de [0;1[. Par théoréme S est continue sur
[0;1].

Par composition de fonctions continues S: x — S(1/z) est aussi continue sur
115 +o0l.
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(d)
nx" (1 +2?") — 2na3nt nan (1 — 2?n)

fulz) = 1+ 227)2 - (1+22)2

Chaque f,, est croissante sur [0; 1] et décroissante sur |1;4o0].

Par sommation de monotonie, la fonction S est croissante sur [0;1] et
décroissante sur ]1;4o00].

S(0) = 0.

Quand z — 17,

400
" 2z
S(x) > — = —
(@) 2 7;1 5 1z
donc lim,_,;- S(x) = +o0.
Puisque S(1/x) = S(z), on obtient par composition de limites,
lim, ,1+ S(z) = 400 et limy_, 1o, S(x) = 0.

Exercice 67 : [énoncé]
Pour |z| > 1, la série est grossiérement divergente.
Pour |z| < 1,

x’ﬂ

1+an
et donc la série est absolument convergente.
La fonction S est définie sur |—1;1].
Posons wu, (z) =

n

~

_a
1+xm*
uy, est de classe C!, Y u,, converge simplement,

, B nxnfl
Uy, (z) = m
donc pour a € [0;1],
n—1 N
lunlloo~aia] < Mo ~ na””

1—
ce qui assure la convergence normale de > ] sur tout segment de |—1;1].

Par suite la fonction S est de classe C1.

1 1
S(0) = 3 donc S(z) o3

Pour z € [0;1],
+00 o0

S(x) = % + Z Z(_l)Pxn(P-i-l)_

n=1p=0

Puisque Zp>0|(—1)px"(p+1)| converge et > o S |(—1)Pz P+ aussi, on

p=0
peut permuter les deux sommes et affirmer

+o0
1 s
S@) =5+ LV T n
p=0
On a alors
1—2x =
1-2)5(@) = ——+ > (=1)Puy()

p=0

avec up(z) = 2P =L pour z € [0;1].

La fonction w, est continue sur [0; 1] et prolonge par continuité en 1 en posant

up(1) = 1/(p + 1).

Le critére spécial des séries alternées s’applique a la série > (—1)Pu,(z) et donc

o0

Y (DFup(a)

k=p+1

< upy1()

o0

et une étude de variation permet d’affirmer u,,1(z) < —. Ainsi, la série Y u,,

— p+2°
converge uniformément sur [0;1] et donc sa somme est continue en 1. Cela permet
d’affirmer

—+o0
(=1
1—2)S(z =1In2
( )5(@) z—1- Z p+1
p=0
et finalement
In2
€T ~

r—1— 1—-$‘

Exercice 68 : [énoncé]

Posons
fiae T
" n(l+n2x2)’
Sachant
2nz| <14 nx?
on a

1

On en déduit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur R.
Les fonctions f, étant continue, la somme S est définie et continue sur R.
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Les fonctions f,, sont de classe C' et

1 —n2z?
/ _
fo(z) = n(1+ n2z2)?’
Soit a > 0. Pour |z| > a,
1+ n2z2 1 1
' < — < .
|fn($)| = n(l + n2z2)2 n(1+n2z2) — n(l+ n2a?)

On en déduit que la série de fonctions Y f;, converge normalement sur tout
segment de R*.
La somme S est donc une fonction de classe C' sur R*.
Montrons que la fonction S n’est pas dérivable en 0.
1 = 1

(8@ =50) =3 iy

n=1

Par comparaison avec une intégrale

1 e dt
;(S(m) - S(O)) z /1 t(1 + t222)

Par le changement de variable u = tx

1 oo dt
L5 -50)) > [ - oo

x 1+ u?) z—>ot

car la fonction positive u — 1/u(1 + u?) n’est pas intégrable sur ]0;1].

Exercice 69 : [énoncé]

Posons 1
fulx) = 2 arctan(nz).
Chaque f,, est continue et || f,||oc = 5oz est terme général d’une série convergente.

Par convergence normale, on peut affirmer que f est définie et continue sur R.
Chaque f, est de classe C' et

fﬁ(fﬂ) = m

Pour a > 0, sur [a;+oo[ ou |—o0; —al,

ce qui donne la convergence normale de la série des dérivées.
Ainsi, par convergence uniforme sur tout segment, on obtient f de classe C! sur
R*.

Exercice 70 : [énoncé]

(a) En vertu du théoréme des accroissements finis

lun(z)| < (Vn+2z—+/n) sup |(arctan)| = ynte=yn
[/ 3] 1+n

donc

[un

X x 1
@l T T vars) = 2y D :O(W)

On en déduit que la série de fonctions ) u,, converge simplement et donc la
fonction S est bien définie.
Les fonctions w,, sont continue et pour tout a € Ry,

U (x)| «__*

" ~2y/nn+1)
On peut donc affirmer la convergence uniforme sur tout segment de la série
> uy, ce qui assure la continuité de S.

Yz € [0;a],

(b) Montrons que S tend vers +o0o en +oo.
Remarquons que par le théoréme des accroissements finis

V2n—yn V2-1
1+2n 2v/n

et il y a donc divergence vers +oo de la série > u,(n).
Soit A € R, . Il existe un rang N € N tel que

uy(n) = arctan v2n — arctan \/n >

Z un(n) > A.

Pour z > N,

N N N
S(z) > Zun(x) > Zun(N) > Zun(n) > A.
n=0 n=0 n=0

On peut donc affirmer
S(r) — +o0.

r—r+00
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Exercice 71 : [énoncé]

(a)

Posons
1

n2 4+ 2’

Les fonctions u,, sont définies et de classe C! sur R.

up () =

La série de fonctions Y u,, converge simplement sur R car u,(z) ~ 1/n>.

On a )
N
n(@) (n2 + 22)2
donc sur [—a;al,
, 2a
It loe < 25

et la série de fonctions Y w] converge normalement et donc uniformément

sur tout segment de R.
On peut conclure que la fonction f est de classe C'.

La fonction ¢ + 1/(t? + 22) est décroissante donc

/-‘roo dt - f(x) - /+oo dt
1 t2 + x2 - - 0 t2 + .132 ’

Or
/+°° dt T /+°° dt ol ]
_— = — — ~arctan —
0 2422 22 . tP+a? 2z oz x
donc -
@), ~.o5

On peut écrire

1 - 1 1 - 1 1 x? + 1 xt
n2+x2  n2\1+22/n2) n2 n? n4n? 4 x2

et par convergence des sommes introduites

= X2 I 1
f@) =3 =2 G+e 27n4(n2+x2)-
n=1 n=1 n=1

Or
DRERESEN P SF
< — < 400
402 2| = 6
nzln(n + x?) —n
donc ) .
T T2 4
flr) =T~ ha? 4 Ofa)

Exercice 72 : [énoncé]
Posons

foniz— (=1)" sin(x).
n n

Puisque les fonctions f,, sont toutes impaires, on limite I'étude & x € [0; +oo].
A partir d’un certain rang N,, on a z/n < 7/2 et alors

sin(z/n) € [0;1].

La série numérique Y f,,(x) vérifie alors les hypothéses du critére spécial des
séries alternées & partir du rang N, et par conséquent cette série converge.
Ainsi la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R et donc sa fonction
somme, que nous noterons .S, est définie sur R.

Les fonctions f,, sont de classe C! et

de sorte que
1
valeoo,R = ne
On en déduit que la série de fonctions Y f;, converge normalement sur R et donc
la fonction S est de classe C! sur R, a fortiori cette fonction est continue.

Exercice 73 : [énoncé]

(a) Posons f,(t) = (1;171: pour ¢t > 0.

Par application du critére spécial des séries alternées, Y f,, converge
simplement sur ]0;4o0[ et

—0

Rollos taesoot <
” ||oo,[a,+oo[ =1+ na

pour tout a > 0.
Par converge uniformément sur tout segment d’une série de fonctions
continue, S est définie et continue sur ]0; +oo.

(b) Par converge uniformément sur [a; 400,
+oo
. . (=D
lim S(t) = lim —— =1
lim S(t) ZHI?OO 1+ nt
n=0
Par application du critére spécial des séries alternées

1
1—-— <85k <1.
1+¢ 7~ 0=
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(c) Les fonctions f,, sont de classe C! et la série de fonctions Y f,, converge

simplement.
—1)nt+1p
fay =
(1+nt)
La série Y f/ (t) est alternée avec ’f,’l(t)’ = ﬁ
Puisque
n(n+1)t2 -1

|fn®)] = | fasa ()] = (1+nt)2(1+ (n+1)t)2

la suite (| f,’L(t)|) décroit vers 0 & partir d’un certain rang.

Soit a > 0.
A partir d’un certain rang ng,

n(n+1)a®>-1>0

et alors pour tout t > a, on peut appliquer le critére spécial des séries
alternées & partir du rang ny.

On a alors n n
|Rn(t)| < (1 +7’Lt)2 < (1 +na)2
donc n
1B loo fostoel < Tz = 0

Ainsi la série de fonctions Y f/ converge uniformément sur [a; +00].
Par théoréme, on peut alors conclure que S est de classe C'.

Exercice 74 : [énoncé]
On pose pour tout = € R et n € N*

T

un(x) = (—1)”_1m.

(a) Pour tout x € R, > u,(x) satisfait le critére spécial des séries alternées et

donc " u,, converge simplement. La fonction S est donc bien définie, elle est
évidemment impaire.

(b) Soit a > 0. Par le critére spécial des séries alternées

x <0
D+a2 " n+1

|Rn(2)] < nt pour z € [—a;a]

et donc a
||Rn||oo,[—a;a] < ; — 0.

Il y a convergence uniforme sur [—a;a] pour tout a > 0 et donc convergence
uniforme! sur tout segment de R.

De plus chaque fonction u,, est continue donc S est continue.

Par le critére spécial des séries alternées, on peut encadrer S par deux
sommes partielles consécutives

x x x
1+22 2422~

et on peut donc affirmer S(z) —— 0.
T—r+o0

Exercice 75 : [énoncé]

(a)

Pour z € |-1;1],
|un(@)] = o|2[")
donc > u,(x) est absolument convergente donc convergente.
Pour z =1,
(=)~
2n

donc Y u,(x) converge en vertu du critére spécial des séries alternées.
Pour z € |—00; —1[U]1; +o0],

() = (_17):_1 (1 - ljxn) = (_11):_1 +°(lel”)

donc Y u,(x) est somme d’une série convergente et d’une série absolument
convergente.

un(z) =

too n—1 "
o)+ s = 3 S (0

1a" & (=1)n!
+ 1+1/9:”> B Z n

n=1

Soit a € [0;1].

n n

a

”f”oo,[—a;a] < 1_an —

donc Y f,, converge normalement sur [—a;al.

Par convergence uniforme d’une série de fonctions continues sur tout segment
de |—1;1[, on peut affirmer que f est continue sur ]—1;1[. Puisque

f(x) =C% — f(1/z), f est aussi continue sur |—oo; —1[ et sur |1;+oo| par
composition de fonctions continues.

1—a

1.

Une étude des variations de la fonction @ — x/((n + 1) + 22) permet aussi d’établir qu’il y

a convergence uniforme sur R.
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n

(d) Pour z € [0;1], la série Y u,(z) est alternée et la suite (}L 1i$") décroit
n>0

vers 0 (aprés étude non détaillée ici) donc le critére spécial des séries
alternées s’applique et

+§ 1 zntl 1
ug(z)| < 7 <
M n+1l+zx n+1

puis

1
R 1< — =0.
1Bl o € —

La série de fonctions continues ) u,, converge uniformément sur [0;1] donc f
est continue sur [0; 1] et donc continue & gauche en 1. Par la relation du b) on
obtient aussi f continue & droite en 1.

Exercice 76 : [énoncé]

(a)

In fri1(x) —In f,(z) = xln(l + ;) +In(n+1)—In(z+n+1)= O<nlz)

La série > In fr41(z) — In f,(z) converge donc la suite (In f,,(x)) converge
puis (fn(x)) converge vers un réel strictement positif.

InT(x) = nll)rfoo <J; Inn+ Zlnk - Zln(x + k‘))
k=1 k=0

avec zlnn+ Y Ink—>7 In(zx+k)=zlnn—Inz—-Y,_, 1n(1 + ”é)

Or la série ) (fL - ln<1 + 7”;)) est absolument convergente car de terme
général en O(1/n?) et

Zn:(i —ln<1+ i)) — zInn+ vz +o(1) —iln(l—&- z)

k=1 k=1

donc

InT(z) = —1nx—m++§(z —ln<1+ D)

n=1

(c) Posons fp(r) =% —In (1 + fl) pour x > 0etn > 1. f, est C!, Y f, converge

simplement et f/ (z) = 7thrm Ce qui permet d’affirmer > fr converge

normalement sur tout segmentfa ;b C RY.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) Six <0, la série numeérique Y f,,(x) diverge grossiérement.
Si 2 > 0 alors n?f,(z) = 272" — 0 donc 3 f,(x) est absolument
convergente.
Ainsi ) f,, converge simplement sur ]0;+oo[. f est définie sur |0;+o0].
(b) Les fonctions f,, sont continues.

Pour a > 0, || fullso,[a;+00] = fn(a) et Y fn(a) converge donc ) f, converge
normalement sur [a; +oo[. Par convergence uniforme sur tout segment, on
peut affirmer que f est continue.

(c) Par convergence uniforme sur [a;4o00[, on peut intervertir limite en +oo et
somme infinie. Ainsi lim, 4o f(z) = Zi% lim, 100 fr(z) = 1.

Exercice 78 : [énoncé]

(a) Pour z < 0, up(z) o ™ donc > u,(x) diverge grossiérement.
n—-+0oo

Pour z =0, u,(z) = 0 donc Y u,(0) converge

Pour x > 0, u,(z) = o(1/n?) par croissance comparée et donc > u, ()
converge absolument.

On conclut I =R,

(b) Pour [a;b] C R,

nabefna
U b= sup |uplz)| < ————
H n”oo,[a,b] ze[al;)b]| n( )| S Ter

donc Y u, est une série de fonctions continues convergeant normalement sur

tout segment de R* . Sa somme est alors continue sur R? .

(c) Apres étude des variations de la fonction,

1

nd3—a’

||un||oo’R+ = Ssup |Un($)| = up(1/n) ~
$€R+

Il y a convergence normale si, et seulement si, a < 2.
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(d) On peut écrire

e e 7k:/n

1 (o]
> wim-1 3 Beel S

k=n+1 +1

Ly 1 & gy
- n>7 ’I’L.
k2+1e — 2n Z ¢

k=n-+1
Or par sommation géométrique

& —(n+1)/n 1

1 7k/n 1le

N -y

2n Z ¢ 2nl—e-l/n 2e
k=n-+1

donc Y277 1 ux(1/n) ne peut tendre vers 0 quand n — +oo.
S’il y avait convergence uniforme sur R, alors

0< Z ug(1/n) < sup Z ug(z)| =0
k=n-+1 TR [ k=n41

ce qui vient d’étre exclu.

(e) Si S est continue en 0 alors par sommation de terme positif

0= S wli/n) < S(1/n) - 5(0) =

k=n+1

ce qui est encore & exclure.

Exercice 79 : [énoncé]

Puisque a,, > 0 et > an(1l+ |x,|) converge, les séries > ay, et Y anz, sont
absolument convergentes.

Posons f,(z) = an|z — zp]-

Comme |an|x — a:nH < |an||z| + |anxys|, la série des fonctions f,, converge
simplement, sur R.

Les fonctions f,, sont continues et sur [—M ; M], || fulloo < May + an|zy|-

Par convergence normale sur tout segment d’une série de fonctions continues, on
peut affirmer que la somme f est continue.

Soit [ar; 8] € R tel que z,, ¢ [ov; ] pour tout n € N.

Les fonctions f,, sont de classe C’1 sur [a; 0] et fl(x) = ea, avec |e| = 1.

Par convergence normale de la série des dérivées sur [a; 5], on peut affirmer que f
est de classe C! sur tout intervalle ouvert a;b[ vérifiant Vn € N, z,, ¢ Ja;b[.

Soit a € R tel qu’il existe n € N vérifiant z,, = a.

En considérant A = {n € N | x,, = a}, on peut écrire par absolue convergence

f(il‘) = Zan|x_a’|+ Z anlx_xn| :a|m—a\+g(:v)

ncA neN\A

avec o > 0.
Puisque la série ) a,, converge, pour N assez grand, ZLOON 41an < 5.
On peut alors écrire

apl|T — x0| + E

fla)=alz—al+
neN\A,n>N+1 neN\A,n<N

ap|T — Ty

La fonction © — 3, x4, n<n @n|T — zn| est dérivable au voisinage de a.

Cependant, la fonction

p:x—alr—al+ Z
neEN\A,n>N+1

an|T — T4

n’est quand & elle pas dérivable en a.
En effet, pour h > 0,

1 a o
Lpta+n) —p(@) za- 29
alors que pour h <0,
1 a o
g(%@(aJr h) —¢(a)) < —a+ =73

Ainsi, les éventuels nombres dérivés a droite et & gauche ne peuvent pas coincider.

Exercice 80 : [énoncé]
(a) def S(N,x):
if N ==
return 1/x
return S(N-1,x) + 1/(x-N) + 1/(x+N)
(b) import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def trace(N,a,b):
X = linspace(a,b,100)
= [S(N,x) for x in X]
plt.plot(X,Y)
(c) Posons u,: R\ Z — R définie par

2x 2z

un() = 22 —n2 ntoo n2

Par équivalence de séries a termes de signe constant, la série > u, (x)

converge pour tout € R\ Z. On peut alors affirmer la convergence simple de
la suite de fonctions (Sy) vers une certaine fonction S sur R\ Z.
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(d)

Soit [a;b] inclus dans R \ Z. Pour Ny assez grand, on a
[a;0] C [=No; NoJ.
Soit = € [a;b]. Pour tout N > Ny et tout P € N,

N+P

Snip(z) = Sn(x)= >

n=N+1

2z
22 —n2’

2

Le facteur 22 — n? est négatif pour chaque terme sommé et par conséquent

N+P 2|I’| N+P 2N0
|Sntp(z) — Sn ()| < Z n2 _ g2 = Z n2 — N2
n=N-+1 n=N+1

En passant & la limite quand P tend vers +oo, on obtient la majoration
uniforme

+oo
|S(z) — Sn(z)| < an  avec ay = Z
n=N+1

2N,
n?— Ng’

Puisque ay est le reste de rang N d’une série convergente, o est de limite
nulle et on peut conclure que la suite de fonctions (Sy) converge
uniformément vers S sur [a;b].

Les fonctions Sy sont continues et par convergence uniforme sur tout
segment, on peut affirmer que la fonction S est continue sur R\ Z.

Les fonctions Sy sont impaires et par convergence simple, on peut affirmer
que S est une fonction impaire.

Enfin, on obtient que la fonction S est 1-périodique en passant & la limite
I’égalité

DR 1 1
n(z+1) n:;wrlx—i—n N()+x+N—|—1 z—N

valable pour tout z € R\ Z.
Pour tout « € R\ Z, on remarque

x z+1 N2 ol 2
SN<2>+SN< 2 >_ Z x—2n+nZ_Nx—(2n—1)

n=—N =
2N
2 2
= Z = 252]\](%) + —.
S T rz+2N+1

On obtient la relation voulue en passant a la limite quand N tend vers +oo.

(8)

Pour z € R\ Z, on a

nz i (T
cot(wi) +cot<7rx+1> _ cos( QT) B sm(,?_ )
2 2

2 Sin(—) cos( T)

Aprés réduction au méme dénominateur

1 2
cot (7‘(’;) + cot (WQH_ ) = cos(mc)

2 sin(mwx)

= 2 cot(mx).

L’ensemble des fonctions vérifiant la relation proposée étant un sous-espace
vectoriel, la fonction f vérifie aussi cette relation.

Pour z € |-1;1[\ {0}, on peut écrire

1 +o00
S(x) = - +T(z) avec T(z)= Z

n=1

2x
22 —n2’

Par les arguments précédents, on peut affirmer que la fonction 7" est continue

sur |—1;1[. Aussi, on a par développement limité

mweot(mr) = l—Fo(l)

z—1

donc

flz) = o(1) = T(x)

x—0
ce qui permet de prolonger f par continuité en 0 avec la valeur —7(0) = 0.
Par périodicité, on peut prolonger f par continuité avec la valeur 0 en tout

k € 7.

La fonction f est continue sur le compact [0;1] et y présente un maximum de

valeur M. Celui-ci est atteint en un certain xg € [0;1]. Or

f ”C;) +f(““’“) — 2f(wo) = 2M
——— ——

2

<M

(3)-1(2) -

Ainsi, le maximum de f est aussi atteint en x(/2, puis en xy/4, etc.
Finalement, le maximum de f est atteint en 0 et il est donc de valeur nulle.
De méme, on montre que le minimum de f est nul et on peut conclure

<M

et donc

Ve € R\ Z, S(x) = 7 cot(mx).
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Exercice 81 : [énoncé]

(a) Puisque [|al| <1 et |[a"|| < [la||", la série 3~ a™ est absolument convergente et
sa somme S vérifie (1g —a)S = S(1g —a) = 1g donc 1g — a est inversible

d’inverse S.
(b) Pour a € [0;1[, on montre par convergence normale la continuité de
ar— (1—a)~t= ::6 a" sur B(0,a). On en déduit que = — 2~ est

continue en 1g.

(c) Soit a € U(E). Quand x € U(E) — a alors za~! — 1g donc
(za=") "' 51 =lgpuis ™! =a (za™!) "' = a~!. Ainsi x> 27! est
continue en chaque a € U(E).

Exercice 82 : [énoncé]
(a)
(b) Soit p € [0;1/[|A|l[. t — +tHA* est de classe C' et de dérivée tF~1A* avec

5= A%

TR AR = L|t|*|| A||* avec |¢[||Al| < 1 donc la série converge simplement.

ol <P AN

terme général d’une série convergente. La série des fonctions dérivées

converge donc normalement sur [—p; p] ce qui assure que f est de classe C*
sur |—1/[|A[|; 1/[|A[|[ et

+oo +oo
/ t) _ ZtkAk+l _ (ZtkAk>A
k=0 k=0

I—tA) ZtkAk Zt’“Ak Zt’“Ak =1

donc (I —tA)f'(t) = A.

Exercice 83 : [énoncé]

(a) Soit s = a + ib avec a,b € R. Pour tout n € N*,

1

v

Par conséquent, si a > 1, la série > 1/n° converge absolument et donc
converge.

(b) Soit s tel que Re(s) > 1. En développant

+

[ee) +o0

s\ 1 2
C(s)(1—2'7") = ;*Z(Qp)s~

P=1

3
Il
—

Par absolue convergence, on peut séparer la premiére somme en deux
paquets, celui des termes d’indices pairs et celui des termes d’indices impairs.
Il vient alors

+oo 1 +oo 1
SEIREISIE) DIMLI, o S M
= @Cp—1) = (2p)
En regroupant ces sommes, on obtient
- +oo nfl
((s)(1—2"7) Z
avec sommabilité de la somme en second membre.
En reprenant, I'expression (?7), étudions
—+oo 1 —+oo
F(s) = U
-3 S ol

avec
w (S) _ (2p)s - (2p - 1)8
? (2p)*(2p — 1)*

définie pour s € C tel que Re(s) > 0.
Pour s = a + ib fixé, la fonction f: t +— t° est de classe C! sur [2p — 1;2p] et

|f/(®)] = |st>~ | = Ist*™" < Is|((2p— 1)* "+ (2p)* 7).

Par I'inégalité des accroissements finis

[(2p)° — (2p—1)°| < Is|((2p— )" 4+ (2p)* 1)
donc

|U ‘ ‘ ‘ 2p71)a 1+(2p)a71)
T (2p)*(2p—1)°

< s( L + L )
- (2p)*(2p—1)  (2p)(2p—1)°
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Introduisons alors
Qa,r ={z€C| Re(z) > aet [z]| <R} pour a,R>0.

Les fonctions u,, sont continues sur {1, g et pour tout s € Qg

o) < 11 ez =1) * =17 v )

La série de fonctions ) u, converge normalement sur Q, g et sa fonction
somme F' est définie et continue sur {2, gr. Ceci valant pour tous a et R
strictement positifs, on obtient que F' est définie et continue sur

{z € C| Re(2)}. Enfin, la fonction s — 1 — 217 étant continue et ne
s’annulant pas sur 2, on peut prolonger ¢ par continuité sur € en posant

F(s)

)= g
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