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Enoncés 1

Calcul matriciel

Opérations sur les matrices

Exercice 1 [o01247] [Correction]

Pour A € M,,(K), on note o(A) la somme des termes de A.

On pose

Vérifier JA.J =0(A).J.

Exercice 2 [ 00403 ] [Correction]
Soit

b
M= (CCL d) € My(R)
avec 0 <d<c<b<agetb+c<a-+d.

Pour tout n > 2, on note
a, b
Mn — n n i
(Cn dn)

Démontrer que, pour tout n > 2,

b, +cn, <a,+d,.

Exercice 3 [ 00702 ] [Correction]
Résoudre 1’équation X2 = A ol

1 0 1
A=10 4 2
0 0 16
Exercice 4 [ 03976 ] [Correction]
Soit A € GL,(R) vérifiant
A+ At =1,.

Pour k € N, calculer A* + A~F,

Problémes de commutation

Exercice 5 [01249] [Correction]
Soient Ag, ..., A, des éléments de K deux a deux distincts et D = diag(A1, ..., An).
Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec D.

Exercice 6 [o01250] [Correction]
Soit A = (a; ;) € M, (K). Montrer que

VB € M, (K),AB = BA < 3\ €K, A= \I,.

Exercice 7 [o02687] [Correction]
Soient A, B € M,,(R) ou B est nilpotente et commute avec A. Montrer que A et
A + B sont simultanément inversibles.

Exercice 8 [o00697 | [Correction]
On suppose que A, B € M, (K) commutent et que A est inversible.
Justifier que les matrices A~! et B commutent.

Exercice 9 [ 00709 ] [Correction]

(a) Quelles sont les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les matrices de
M, (K)?

(b) Méme question avec les matrices commutant avec toutes celles de GL,, (K).

Exercice 10 [o02689 ] [Correction]
Soient n € N*, a, ..., , des complexes distincts, A = diag(aq,...,a,) et

C(A) = {M € M, (C), AM = MA}.

Montrer que (A¥)g<r<n—1 est une base de C(A).

Exercice 11 [o3144 ] [Correction]
Soit n € N avec n > 2.

(a) Montrer que

{A € M,(R) |VM € GL,(R), AM = MA} = {AL, | A € R}.
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(b) Soit A € M,,(R). On suppose que
VM,N € Mu(R),A=MN —> A=NM.

Montrer qu’il existe A € R tel que A = A\I,,

Exercice 12 [o03164 ] [Correction]

Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est
diagonale.

Exercice 13 [o3166 ] [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices symétriques.

Exercice 14 [o3167 ] [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices antisymétriques.

Exercice 15 [oo712] [Correction]
Soient D = diag(ay,...,an) € M, (K) et

¢: M € M,(K) — DM — MD.

(a) Déterminer noyau et image de I'endomorphisme .

(b) Préciser ces espaces quand D est & coefficients diagonaux distincts.

Calcul des puissances d’une matrice carrée

Exercice 16 [o01252] [Correction]
On consideére la matrice

A:

o O =
O = =
— o=

et on pose B=A — 1.
Calculer B™ pour n € N et en déduire I’expression de A™.

Exercice 17 [o1253] [Correction]
Calculer A™ pour

A:

o O =
O = =
=)

de deux maniéres différentes.

Exercice 18 [o1254] [Correction]
On considére la matrice
Ao (-1 2
3 4 )

(a) Calculer A2 —3A +2I. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

(b) Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par
X2 —3X +2.

(c) En déduire 'expression de la matrice A™.

Exercice 19 [02929 ] [Correction]

Soit
1 1
a=|0 1 € Mau(R)

(a) Soit k € N*. Majorer les coefficients de A*.
(b) Calculer A~1.
(c) Calculer (A=1)* pour k € N.

Matrices carrées inversibles

Exercice 20 [o1255] [Correction]
Soit )
a
A= (C d) S MQ(K)

Observer que
A% —(a+d)A + (ad — be)I = 0.

A quelle condition A est-elle inversible ? Déterminer alors A1,
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Exercice 21 [o1256 ] [Correction] Exercice 26 |[o1262] [Correction]
Calculer I'inverse des matrices carrées suivantes : Soit A € M,,(K) telle que la matrice I + A soit inversible. On pose
B=(I-A)I+A)L
(a) A= (b) B = Lol 1
1 0 -1 1 0 1 )C=1[2 0 1 (a) Montrer que B = (I + A)~'(I — A).
2 1 -3 2 -1 1 2 1 ~1 (b) Montrer que I + B est inversible et exprimer A en fonction de B.
-1 0 2 -1 1 -1
Exercice 22 [o1257 | [Correction] Exercice 27 [03420] [Correction]
Justifier que Soient A, B,C € M, (K)(n > 2) non nulles vérifiant
1 (=1
A=| - € M, (R) ABC =0,
0 1

Montrer qu’au moins deux des matrices A, B, C ne sont pas inversibles.
est inversible et déterminer A~".

Exercice 23 [ 01259 | [Correction] Exercice 28 [o02575 | [Correction]

Soient n € N\ {0,1} et w = exp(ZZ). On pose Montrer que la matrice

0 1 11
A= (w(k—l)(Z—l))léwén € M, (C). gt 011
1 1 0 1
Calculer AA. En déduire que A est inversible et calculer A1, 1110
est inversible et calculer son inverse.
Exercice 24 [o01260] [Correction]
Soit
2 -1 2
A=15 -3 31. Exercice 29 [o1291 ] [Correction]
-1 0 -2 Montrer que les matrices carrées d’ordre n > 2 suivantes sont inversibles, et
déterminer leur inverse par la méthode de Gauss :
(a) Calculer (A + 1)3.
(b) En déduire que A est inversible. 1 —a (0) 1 2 ... n
(a) A= () C=
Exercice 25 [o1261] [Correction] . _a 9
Soit A = (1 —d;,) € M, (R) (0) 1 (0) 1
(a) Calculer A2. 1 (1)
(b) Montrer que A est inversible et exprimer A~1. (b) B =
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Symétrie matricielle

Exercice 30 [o01263] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux
matrices symétriques soit encore une matrice symétrique.

Exercice 31 [o1264 ] [Correction]
Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
M, (R).

Exercice 32 [o4968 | [Correction]
Montrer que toute matrice de M,,(R) peut s’écrire comme la somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice nilpotente.

Structures formées par un ensemble de matrices

Exercice 33 [o01266] [Correction]
Soit E ’ensemble des matrices de la forme

a b
M(a,b,c)=|0 a
0 0

[SES oY

avec a,b,c € R.
Notre objectif est d’établir que 'inverse d’une matrice inversible de E appartient
encore & F, sans pour autant calculer cet inverse.

(a) Montrer que (F,+,.) est un R-espace vectoriel dont on précisera la dimension.

(b) Montrer que (E,+, X) est un anneau commutatif.

(c) A quelle condition sur (a,b,c) € R?, la matrice A = M(a, b, c) est-elle
inversible dans M3(R)? On suppose cette condition vérifiée. En considérant
I'application f: E — E définie par f(X) = AX, montrer que A~! € E.

Exercice 34 [o1267] [Correction]
(Matrices de permutation) Soit n € N\ {0,1}. Pour ¢ € S,,, on note

P(0) = (0i,0(j))1<i,j<n € Mn(R)

appelée matrice de permutation associée a o.

(a) Montrer que
Y(0,0") € §%,P(c00’) = P(o)P(d").
(b) En déduire que E = {P(0) ‘ o € 8, } est un sous-groupe de GL,(R)
isomorphe a S,,.

(c) Vérifier que
(P(9) = Plo™).

Exercice 35 [o1268] [Correction]
Soit E l’ensemble des matrices de Mo (K) de la forme

A= (a_—i—bb u 3 b) avec (a,b) € K2.

(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M5 (K), en donner une base.

(b) Montrer que E est un sous-anneau commutatif de Mo (K).

(c) Déterminer les inversibles de F.

(d) Déterminer les diviseurs de zéro de E c’est-a-dire les matrices A et B € E
vérifiant AB = Os avec A, B # Os.

Exercice 36 [o1563] [Correction]
On dit qu’une matrice A = (a; ;) € M,,(K) est centro-symétrique si

. 2
V(i,j) € [1;n], ant1—ins1-5 = ai -
(a) Montrer que le sous-ensemble C' de M,,(K) formé des matrices
centro-symétriques est un sous-espace vectoriel de M., (K).

(b) Montrer que le produit de deux matrices centro-symétriques de M, (K) est
aussi centro-symétrique.

(c) Soit A centro-symétrique de M,,(K) et inversible.
En considérant I'application X ++ AX de C vers C, montrer que A~! est
centro-symétrique.

Matrice d’une application linéaires

Exercice 37 [o01269 ] [Correction]
Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f
suivantes :
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a Rs[X] — R3[X
) _ R? — R? (c) f:{ 3[IAHP?[X]+1)
f: {(x,y,z)+—>(x+y,y2x+z)
(b) (d)
f.{ R3 — R3 £ {R3[X]—>R4
(,9,2) = (y+2z2+z,2+y) P (P(1), P(2),P(3), P(4))

Exercice 38 [o1270] [Correction]
On considére les sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3 suivants :

P={(z,y,2) ER® |z +2y — 2=0} et D = Vect(w) ot w = (1,0, —1).

On note B = (i, j, k) la base canonique de R3.

On note p la projection vectorielle sur P parallélement & D, g celle sur D
parallélement & P, et enfin, s la symétrie vectorielle par rapport a P et
parallélement & D.

(a) Former la matrice de p dans B.
(b) En déduire les matrices, dans B, de ¢ et de s.

Exercice 39 [o1271 ] [Correction]
Soit ¢ I’endomorphisme de R, [X] défini par p(P) = P(X + 1).

(a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique B de R, [X].

(b) Justifier que A est inversible et calculer A~1.

Exercice 40 [oo714 ] [Correction]
Soit A = (ai;)1<ij<nt+1 € Mn41(R) la matrice dont le coefficient général est
donné par un coefficient binomial :

_ (71
Q5 = i—1 .

Soit ¢ € L(R,[X]) 'endomorphisme représenté par la matrice A dans la base
canonique (1, X, ..., X™).

(a) Exprimer simplement ¢(P) pour tout P € R, [X].

(b) Calculer A™ pour tout m € N.

(c) Calculer A~1.

Exercice 41 |[oor15 | [Correction]

Soient a € C* et f: C — C définie par f(z) = z + aZ.

(a) Former la matrice de 'endomorphisme f du R-espace vectoriel C dans la base
(1,1).

(b) Déterminer image et noyau de f.

Matrice d’'un endomorphisme dans une base bien
choisie
Exercice 42 [o1273] [Correction]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f2 # 0 et f3 = 0.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

o = O

0
0
1

o O O

Exercice 43 |[o1275 | [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension n € N* vérifiant

fr=0et f"t£0.

(a) Justifier qu'il existe un vecteur « € F tel que la famille
B = (z, f(z), f*(z),..., f""Y(z)) forme une base de E.
(b) Déterminer les matrices de f, f2,..., f*~! dans cette base.

(c) En déduire que

{g€L(E)|gof=Fog}=Vect(Id, f, f* ..., [").

Exercice 44 [o1277 | [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (i, j, k).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2 -1 -1
A=11 0 -1
1 -1 0

(a) Calculer A%. Qu’en déduire sur f?
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(b) Déterminer une base de Im f et Ker f.

(c) Quelle est la matrice de f relativement a une base adaptée a la
supplémentarité de Im f et Ker f 7

Exercice 45 [o1278 ] [Correction]
Soit

2 -1 -1

A=|-1 2 -1

-1 -1 2
On note B = (e, €2, e3) la base canonique de R3.
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans B est A.
(a) Déterminer Ker f et Im f. Démontrer que ces sous-espaces sont

supplémentaires dans R3.

(b) Déterminer une base adaptée & cette supplémentarité et écrire la matrice de
f dans cette base.

(c) Décrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Exercice 46 [oo0719 ] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f € L(F) tel que f* =0

et fr1 £0.

Montrer qu’il existe une base B de E pour laquelle :

0 1 0

Matg(f) =
1
0 0

Exercice 47 [o04154 ] [Correction]
Soit f un endomorphisme non nul d’un R-espace vectoriel F de dimension 3
vérifiant f3 + f = 0.
(a) Soit z € E. Démontrer que si z = y + z avec y € Ker f et z € Ker(f? +1d)
alors y = o + f2(x) et 2 = —f2(x).
(b) Montrer que
E = Ker f @ Ker(f? +1d).

¢) Prouver dim Ker + > 1. Montrer que, si x € Ker + alors
P dim Ker(f? +1d 1. M i Ker(f? +1d 0} al
(x, f()) est une famille libre de Ker(f? + 1d).

(d) Que vaut det(—Id)? En déduire dim Ker(f? + 1Id) = 2.
(e) Déterminer une base de E dans laquelle la matrice de f est

0 0 O
0 0 -1
01 O
Changement de bases
Exercice 48 [o1276 ] [Correction]
Soit
3 1 -3
A=|-1 1 1
1 1 -1

On note B = (e, e2, e3) la base canonique de R3.

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans B est A.

On pose g1 = (1,1,1),e0 = (1,-1,0),e5 = (1,0,1) et B’ = (1,2, ¢3).
(a) Montrer que B’ constitue une base de R3.

(b) Ecrire la matrice de f dans cette base.

(c) Déterminer une base de Ker f et de Im f.

Exercice 49 [oor16 ]| [Correction]
Soit f € L(R3) représenté dans la base canonique B par :

1 -1
1 0
1 0

—= O N

(a) Soit C = (e1,¢e2,e3) avec &1 = (1,0,1),e2 = (—1,1,0),e3 = (1,1, 1).
Montrer que C est une base.
(b) Déterminer la matrice de f dans C.

(c) Calculer la matrice de f™ dans B pour tout n € N.

Exercice 50 [o1282] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, e, €3).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2 -1 0
A=1-2 1 =2
1 1 3
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Soit B’ = (e1,e2,¢3) la famille définie par
€1 =e€1 +ex—e3

g = €1 — €3
€3 — €1 — €.

Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~1?

)
b) Exprimer la matrice de passage P de B a B’ et calculer P!,
)
) Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 51 [o1284] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, €2, e3) une base de E.
On considére les matrices

4 -2 =2 0 0 O
A=11 0 -1 etD=|[0 1 0
3 -2 -1 0 0 2

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est A.

(a) Montrer qu'’il existe une base C = (£1,¢e2,¢3) de E telle que la matrice de f
dans C soit D.

(b) Déterminer la matrice P de GL3(R) telle que A = PDP~!. Calculer P~1.

(c¢) Calculer A™ pour tout n € N.

(d) En déduire le terme général des suites (2, )nen, (Yn)nen €t (zn)nen définies
par :

zo =1 Tnt1 = 4ay — 2(yn + 2n)
yOZO et VTLEN, Yn+1 = Tp — Zn
z0=0 Zntl = 3Tpn — 2Yn — Zn-

Exercice 52 |[o03212 ] [Correction]
Soient b = (i,j) et B = (I,J) deux bases d’un R-espace vectoriel de dimension 2
et P la matrice de passage de b & B.
Pour z € E, notons
v = Matyxz et V = Matp x.

(a) Retrouver la relation entre v et V.

(b) Soient f € L(E) et
m = Maty,, f et M = Matp f.

Retrouver la relation entre m et M.

(c) Par quelle méthode peut-on calculer m™ lorsqu’on connait deux vecteurs
propres non colinéaires de f.

Exercice 53 [oo717] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base e = (e, e, €3).
Soit f € L(F) dont la matrice dans la base e est

0 1 1
A=10 1 0
-1 1 2

On pose €] =e1 +e3, e, =e1 +exet e =e; + €2+ e3.

(a) Montrer que la famille e’ = (], €}, e5) forme une base de E et déterminer la
matrice B de f dans €'

(b) Calculer A™.

Exercice 54 [oo718] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (eq, e2, e3).
Soit f € L(F) dont la matrice dans la base B est

0 21
A=|-1 2 1
0 11

On pose 61 = e1 +e3,e2 =€e1 +e3 et €63 = e1 + €3 + e3.

(a) Montrer que B’ = (g1, 2,¢e3) forme une base de E et déterminer la matrice de
f dans B’

(b) Calculer A™.

Exercice 55 [o1283] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, ez, e3).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

3 -2 2
A=1(1 2 0
1 1 1

(a) Montrer qu’il existe une base C = (1, €2,¢3) de E dans laquelle la matrice
représentative de f est une matrice diagonale D de coefficients diagonaux :

1,2 et 3.
(b) Déterminer la matrice de passage P de B a C. Calculer P~1.
(c) Quelle relation lie les matrices A, D, P et P71 7
(d) Calculer A™ pour tout n € N.
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Rang d’une matrice

Exercice 56 [o01285] [Correction]
Calculer le rang de familles de vecteurs suivantes de R3 :

(a) (x1,22,23) avec 1 = (1,1,0), 29 = (1,0,1) et z3 = (0,1,1)
(b) (x1,x2,x3) avec x1 = (2,1,1), 29 = (1,2,1) et z3 = (1,1,2)
(¢) (1,2, 23) avec 1 = (1,2,1), 22 = (1,0,3) et z3 = (1,1, 2).

Exercice 57 [o1286 ] [Correction]
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

(a) f: K®— K3 définie par
flx,y,2)=(—z+y+z,z—y+z,c+y—2).
(b) f: K3 — K3 définie par
f@y,2) = (x—y,y — 22— )
(¢) f: K* — K* définie par

flz,y,2,8) = (e +y—t,x+2+2t,20+y—2+t,—x + 2y + 2).

Exercice 58 |[o1287 | [Correction]
Calculer le rang des matrices suivantes en fonction des paramétres :

1 1 1 a b (0)
(a) |b+¢c c+a a+bd . .
bc ca ab (c)
1 cosf cos26 (0) b
(b) | cosf cos20 cos36 b (0) a

cos20 cos36 cos4b

Exercice 59 [o12s88] [Correction]
Soient n € N* et M € M,,(R) définie par

11 0 --- 0
0 1 1

M = 0
0 R
1 0 0 1

(a) Donner le rang de M et la dimension de son noyau.
(b) Préciser noyau et image de M.
(c) Calculer M™.

Exercice 60 [o1289] [Correction]
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 3 telles que AB = Os.
Montrer que 'une au moins de ces matrices est de rang inférieur ou égal a 1.

Exercice 61 [o069s ] [Correction]
Soient A € M32(R) et B € My 3(R) telles que
1 0 0
AB=10 1 0
0 0 O

(a) Déterminer les rangs de A et B.
(b) Calculer BA en observant (AB)? = AB.

Exercice 62 [ 00699 | [Correction]
Soient A € M3 2(R) et B € Ms 3(R) matrices de rang 2 vérifiant (AB)? = AB.
Montrer BA = I.

Exercice 63 [oor10] [Correction]
Soit G un groupe multiplicatif formé d’éléments de M, (R).
Montrer que les éléments de G ont tous le méme rang.

Systémes d’équations linéaires

Exercice 64 [o01292] [Correction]
Discuter, selon m paramétre réel, la dimension des sous-espaces vectoriels de R?
suivants :
_ 3 z+my+z=0
z+y+mz=0
(b) F={(z,y,2) ER*| o+my+2=0}.
mr+y+z=0
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Exercice 65 [01293] [Correction] Exercice 69 |[o1297 | [Correction]
On considére, pour m paramétre réel, les sous-espaces vectoriels de R3 : Résoudre le systéme d’équations suivant d’inconnues complexes :
F:{(x,y,z)€R3’x+my+z:0etmx+yfmz:0} 21+ T -0
ot X1 + X9 + T3 =
To+ x3 + 24 =0

G:{(z,y,z)€R3|x—my+z:O}.

(a) Déterminer la dimension de F et G. N N : 0
Tp—2 Tp—1 Ty =

(b) Discuter, selon la valeur de m, la dimension du sous-espace vectoriel F N G. " l,n L+ xn -0

n— n — Y-

Exercice 66 | 01294 | [Correction]

Résoudre en fonction du paramétre m € C, les systémes suivants d’inconnues Exercice 70 [o01295 ] [Correction]
complexes : Soient ay,...,a, des points du plan complexe.
Déterminer a quelle(s) condition(s) il existe au moins un polygone a n sommets

r—y+z=m
(a) Sz+my—z=1
r—y—z=1

Z1,...,%2n tel que :
a; est le milieu de [z;;2;41] et a, est le milieu de [z, ; 21].

mr+y+z=1
(b) Sx+my+z=m
rT+y+mz=m

mr+y+z+t=1
(¢c) x+my+z+t=m ar+2by+2z=1
rH+y+mz+t=m+1 2z +aby + 2z =105
2z 4+ 2by 4+ az = 1.

2 Exercice 71 [o02560 | [Correction]
Discuter suivant a et b et résoudre

Exercice 67 [o01295 ] [Correction]

Soient a,b € C. Résoudre le systéme : . .
Exercice 72 [o2579 ] [Correction]

ax+by+z=1 Résoudre, en discutant selon a,b € R le systéme
r4+aby+z=0>

r+ay+z+t=>
r+y+az+t=1>0

Exercice 68 [o01296] [Correction] r4+y+z+at="0
Résoudre le systéme d’équations suivant d’inconnues complexes :
T4 Tt as e ta, =1 Matrices équivalentes
T, 4+ 229+ 223+ -+ 2z, =1
T1+ 232 + 323+ + 3wy =1 Exercice 73 [ 00703 ] [Correction]

(a) Montrer qu'une matrice A € M,,(K) est non inversible si, et seulement si, elle
Ty + 202 + 3v3 + -+ 0w, = 1 est équivalente & une matrice nilpotente.
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(b) Soit f: M, (K) — K une application vérifiant : f(O,) =0, f(IL,) # 0 et pour
tout A, B € M,,(K),
f(AB) = f(A)f(B).

Montrer que A € M,,(K) est inversible si, et seulement si, f(A) # 0.

Exercice 74 [o1602 ] [Correction]
Soient A, B € M,,(K).

(a) Justifier qu’il existe U,V € GL,,(K) tels que
rg(UA+ BV) = min(n,rg A +rg B).
(b) On suppose rg A + rg B > n. Montrer qu’il existe U,V € GL,(K) tels que

UA+ BV € GL,(R).

Exercice 75 [o04963 ] [Correction]
Soit A € M,, ,(R). Existe-t-il une matrice M € M,, ,(R) vérifiant A = AMA?

Matrices de rang 1

Exercice 76 [oo7o0] [Correction]
Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que A2 = \A.

Exercice 77 | 03460 | [Correction]
Soit H € M,,(C) une matrice de rang 1.

(a) Montrer qu'’il existe des matrices U,V € M,, 1(K) telles que H = U'V.
(b) En déduire

H? =tr(H)H.
(¢) On suppose tr H # —1. Montrer que I, + H est inversible et

1

I,+H)'=1,—-———H.
(In + H) 1+tr H

(d) Soient A € GL,(K) telle que tr(HA™!) # —1. Montrer que A + H est
inversible et
1

_ 1741
1+ tr(HA—l)A AT

(A+H) ' =A""

Exercice 78 [o4974 | [Correction]

Soient (X1,...,X,) et (Y1,...,Y,) deux familles libres d’éléments de M,, 1 (R).
Etablir que la famille (X;'Y;) est une base de M,,(R) constituée de
matrices de rang 1.

1<i,j<n

Rang d’une matrice par blocs

Exercice 79 [o03134] [Correction]

Soient A, B,C, D € M, (K).

(a) On note (A B) € M, 2,(K) la matrice obtenue en accolant les colonnes de
B a droite de celles de A.

Montrer
rg (A B)=rgA < 3U € M,(K),B = AU.
(b) On note é, € Map, »(K) la matrice obtenue en accolant les lignes de C en
dessous de celles de A.
Montrer

g % =1gAd < IV e M,K),C=VA.

(c) En déduire

A B A B A AU
rg(c D>rgA<:>E|U,V€Mn(K),<C D)(VA VAU)'

Exercice 80 |[o1604 | [Correction]
Soient A € M,,(K), B € M,(K) et M la matrice

_ A On,p
M= (OM B ) € Mp4,(K).

Etablir
rgM =rgA+rgB.

Exercice 81 [o1649 ] [Correction]
Soient B € M,, ,(K) et C € M, (K).

Montrer
rg(I" B)—n—i—rgC’
Opn C ’
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Exercice 82 [02335] [Correction]
Soient A € M, (K), B € M,(K), C € M, ,(K) et

A C
M= <Op,n B) € Mp4,(K).

On suppose B inversible. Etablir

rgM =p <= A=0,.

Exercice 83 [o03101] [Correction]
Soient A € GL,(R), B € M, 4(R), C € My(R) et

A B
M= <0q_p 0) € My q(R).

Déterminer le rang de M en fonction de celui de C.

Calcul par blocs

Exercice 84 [03264] [Correction]
Soient A € M,,(K) et

O, A
B = (In On> S MQH(K).

(a) Montrer que A est inversible si, et seulement si, B ’est.

(b) Calculer B? pour tout p € N.

Exercice 85 [03137] [Correction]
Soient A, B,C, D € M, (K) et

M= (é g) € Mon(K).

On suppose que les matrices A, D et M sont inversibles.
Exprimer M1,

Exercice 86 |[o3r02] [Correction]

Soit
1 -1 0 0
0 1 0 0
A= 0o 0 -1 1
0 0 0 -1
Calculer A™ pour tout n € Z.
Exercice 87 [o04952] [Correction]
Soit A, B € M,,(K).
(a) Exprimer le rang de
A A
= (4 4)

(b) Calculer I'inverse de M lorsque cela est possible.

Trace

Exercice 88 [o03258] [Correction]
Existe-t-il des matrices A, B € M,,(K) vérifiant

AB —-BA=1,7

Exercice 89 [oor29 ] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £L(E) de rang 1.
Montrer

2 =tr(f)f.

A quelle condition un endomorphisme de rang 1 est-il un projecteur ?

Exercice 90 |[o03020 | [Correction]
Soient A € M,,(R) et ¢ ’endomorphisme de M, (R) défini par

(M) = MA.

Exprimer la trace de ¢ en fonction de celle de A.
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Exercice 91 [oo730] [Correction]
Soit M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K sous-corps de C.
Montrer que si tr M = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M = AB — BA.

Exercice 92 [oo0731] [Correction]
Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K). Montrer qu'’il existe A € M,,(K) tel que
pour tout M € M, (K), p(M) = tr(AM).

Exercice 93 [o0733] [Correction]
On note tr la forme linéaire trace sur E = M, (K).
Etablir

Ker(tr) = Vect{[4,B] | A,B € E}

ou 'on note [A, B]| = AB — BA.

Exercice 94 [o03261] [Correction]

(a) Dans un espace de dimension finie, pourquoi le rang d’un projecteur est-il
égal & sa trace?

(b) Soit A € M,,(K) vérifiant A = I,,.
Montrer

1
dimKer(A—1I,) = - tr(A%).
( ) qz (A%)

Exercice 95 [o023s88] [Correction]
Soient K =R ou C et H une partie non vide et finie de GL,,(K) stable par
multiplication.
(a) Soit M € H. Montrer que k € N* — M* € H n’est pas injective.

En déduire que H est un sous-groupe de GL, (K).

Soient )

qg=|H|et P=- Z M.
9 ren

(b) Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P? = P.

(c) Trouver un supplémentaire, dans M,, ; (K), stable par tous les éléments de H,
de

() Ker(M —1,).
MeH
(d) Montrer que
Z tr M € gN.
MeH

Que dire si cette somme est nulle ?

Exercice 96 [ 02651 | [Correction]

(a) Soit G un sous-groupe fini de GL,(R) tel que 3 . trg = 0. Montrer que
EQEG 9= 0.

(b) Soit G un sous-groupe fini de GL, (R), V un sous-espace vectoriel de R™
stable par les éléments de GG. Montrer qu’il existe un supplémentaire de V'
dans R™ stable par tous les éléments de G.

Exercice 97 [o02616] [Correction]
Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant

VA, B € M, (R), f(AB) = f(BA).

Montrer que f est proportionnelle & la trace.

Exercice 98 [o2686 ] [Correction]

(a) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant
VA, B € My(R), f(AB) = f(BA)

montrer que f est proportionnelle & la trace.

(b) Soit g un endomorphisme de l’espace vectoriel M, (R) vérifiant
9(AB) = g(BA)

pour toutes A, B € M, (R) et g(I,) = I,. Montrer que g conserve la trace.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Enoncés 13

Exercice 99 |[o03419 ] [Correction]
Soit A € M,,(R). Calculer la trace de 'endomorphisme f € M,,(R) donné par

F(M) = AM + MA.

Exercice 100 [ 02563 ] [Correction]
Pour A et B fixées dans M, (R), résoudre dans M,,(R) I’équation

X =tr(X)A+ B.

Exercice 101 [ 02547 ] [Correction]

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Montrer que f € L(E) de rang 1 n’est pas forcément un projecteur.
Montrer que f € L(E) de rang 1 et de trace 1 est un projecteur.
Trouver une base de L(F) constituée de projecteurs.

Exercice 102 [ o3s64 | [Correction]
Soient Aq,..., Ax € M, (R) vérifiant

Montrer
V1<i#j<k AA; =0,.

Exercice 103 [o4163] [Correction]

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie, n = dim E,p = dim F.
Soit f € L(E, F). On note

H={geL(F,E),fogof=0}.
(a) Si f est bijectif, montrer H = {0}.

2

(b) Montrer que dim H = np — r* avec r = rg f.

(c) On suppose que E = F et on définit application ¢: g — f o go f. Montrer

tro = (tr f)%

Exercice 104 [ 04942 | [Correction]
Soit f un endomorphisme non nul de R? vérifiant f3 + f = 0.

(a) Montrer que f n’est pas surjectif.
(b) Montrer que f n’est pas diagonalisable et que R? = Im f @ Ker f.

(c) Montrer que, pour tout z € E'\ Ker f, la famille (f(x), f2(x)) est une base de
Im f et calculer la trace de f.

Exercice 105 [ 04976 | [Correction]
A quelle condition existe-t-il des matrices A, B € M, (R) vérifiant
(AB— BA)?2 =1,7

Application des matrices a I’étude d’applications li-
néaires

Exercice 106 [ 02679 | [Correction]
Soient f,g € L(R?) tel que f>=g?=0¢et fog=go f. Calculer fog.

Exercice 107 [ 02688 | [Correction]
Soit w une racine primitive n-iéme de 1. On pose

F,(P) = % ni: P(wm)Xx*
k=0

pour tout P € C,,_1[X].
Montrer que F,, est un automorphisme de C,,_1[X] et exprimer son inverse.

Exercice 108 [o3160 ] [Correction]
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

(a) Indiquer des endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la
méme dans toutes les bases de F.

(b) Soit (e1,...,e,) une base de E. Montrer que pour tout i € {2,...,n}, la
famille (e; + e;,ea,...,e,) est une base de F.

(c) Déterminer tous les endomorphismes de E dont la représentation matricielle
est diagonale dans toutes les bases de E.

(d) Quels sont les endomorphismes de F dont la représentation matricielle est la
méme dans toutes les bases de F 7
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Exercice 109 [ 02596 | [Correction]
Soit f un élément non nul de £(R3) vérifiant

fP+f=o.

Montrer que R? = Ker f @ Im f et que ’on peut trouver une base dans laquelle f
a pour matrice

0 0 O
A=|0 0 1
0 -1 0

Exercice 110 [o02533] [Correction]
Soient u, v: R,[X] — R, [X] définies par

w(P) = P(X +1) et v(P) = P(X —1).

(a) Calculer rg(u — v) en utilisant sa matrice.

(b) Retrouver ce résultat d’une autre maniére.

Exercice 111 [o2380 | [Correction]
Quels sont les f € L(R™) telles que f(Z") =7Z"?
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Corrections
Exercice 1 : [énoncé]
Notons
A= (am-) S MH(K)
On a

A) = zn: zn:ak7g.

k=1/4=1
(b@j) avec biJ = Z?:l ai,g.l et C=JAJ=JB= (Ci,j)

ZZ“N = O‘(A)

k=1/¢=1

Par produit B = A.J =

avec
n
cig=p Lbig=
k=1

Ainsi C =0(A).J.

Exercice 2 : [énoncé]
Pour n > 1, en exploitant M"*' = M x M™, on a

Apy1 = aay, + be,
bnt1 = aby, + bd,
Cnt+1 = Cay + dcy,
dpt1 = cby, + dd,,.

Par suite
(a—c)(an —bn) + (b—d)(

Sachant a > c et b > d, il suffit d’établir a,, > b, et ¢, > d,, pour conclure.
Dans le cas n = 1, la propriété est vérifiée.
Dans le cas n > 2, exploitons la relation M™ = M™ ! x M

ap+1 + dnJrl - (anrl + CnJrl) = Cp — dn)

Qp = Qp_10+bp_1C
bp = n_1b+by_1d
Cp = Cp—1a + dp_1C
dp = cp1b+dp_1d.

On a alors

ap — by =ap_1(a—>b) +by_1(c—d) et ¢, —dy, = cp—1(a —b) +dp_1(c —d).

Puisqu’il est évident que a,—1,bn—1,Cn_1,dn—1 > 0 (cela se montre par
récurrence), on obtient sachant a — b > 0 et ¢ — d > 0 les inégalités permettant de
conclure.

Notons que ’hypothése b + ¢ < a + d ne nous a pas été utile.

Exercice 3 : [énoncé]

Une matrice X solution commute avec A.

En étudiant ’équation AX = X A coefficients par coefficients, on observe que X
est de la forme

o O Q

0
b
0

owe 8

Pour une telle matrice, I’équation X2 = A équivaut au systéme :

a’®=1
b2 =
2 =16
(a+c)x =
b+c)y=2
10 1/5\ /-1 0 1/3\ /1 0 1/5
Les solutions sont donc 0 2 1/3 ,1 0 2 1/3],{0 -2 1 ],
0 0 4 0 O 4
-1 0 1 0 —1/3
0 -2 1 , 10 2 -1 etc. ..
0 0 4 0 0 -4

Exercice 4 : [énoncé]
Posons By = A¥ + A=, On vérifie
(A¥+ A7F)(A+ A7T) = A 4 A7 D gh=t g 4= (D)

et donc
By = By41 + Bi—1.

Sachant By = 2I,, et B; =1,,, on a par récurrence By, = AL, avec (Ag) la suite
récurrente linéaire double déterminée par

Mo =2 M =1
Akl = Ap — Ap—1.

L’équation caractéristique a pour racines

—j=e"? et -7

km k
Ak —ozcos( 3 ) +Bsm< ;)
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Aprés résolution connaissant A\g = 2 et Ay = 1, on obtient
km
A = 2cos| — |.

Exercice 5 : [énoncé]

Soit A = (ai,j) S M,L(K).

B=AD = (bi,j) avec bi,j = aiyj)\j et C =DA= (Ci,j) avec C; 5 = )\iai,j.
On a AD = DA si, et seulement si,

V1 S Z,j S n,ai,j)\i = ai,j)\j

soit
V1 S Z,_] S n,ai’j()\i - )‘j) =0.

Les Aq,..., A\, étant deux & deux distincts, AD = DA si, et seulement si,
Vlgi;«éjgn,ai7j=0

ce qui signifier que A est diagonale.

Exercice 6 : [énoncé]

Si A est solution alors AE; ; = E; ;A implique a;; = a;; et a;, =0 pour k # %
donc A = \.1,.

La réciproque est immeédiate.

Exercice 7 : [énoncé]

Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B
est nilpotente, —A ™1 B ’est aussi. Or il est classique d’observer que si N est
nilpotente, I — N est inversible d’inverse I + N + --- 4+ NP~ ayec p l'ordre de
nilpotence de N. Ainsi I + A~ B est inversible et A + B = A(I + A~ B) aussi.
Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A 4+ B,
A = A+ B — B est inversible.

Exercice 8 : [énoncé]
1l suffit d’écrire

AT'B=A"Y(BA)A™' = A"Y(AB)A™' = BA™".

Exercice 9 : [énoncé]

(a) Soit M € M,,(K) commutant avec toute matrice de M,,(K).
Pour i # j,on a E; ;M = ME, ;.
L’égalité des coefficients d’indice (¢,4) donne m;; = 0.
L’égalité des coefficients d’indice (i, j) donne m; ; = m; ;.
Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immeédiate.

(b) On reprend I’étude ci-dessus en étudiant la commutation de M avec I, + E; ;
qui conduit & nouveau & 1’égalité F; ;M = ME; ;. On obtient la méme
conclusion.

Exercice 10 : [énoncé]
En étudiant I'égalité AM = M A, on justifie C(A) = D,,(C). C(A) est donc un
sous-espace vectoriel de dimension n. De plus il contient évidemment les éléments
Ak pour k € {0,...,n — 1} (et, plus généralement, tout polynome en A).
Supposons

Mol +MA+--+ N, A" =0.

Le polynome P = \g + M\ X + -+ 4+ A1 X" ! est annulateur de A, donc les
ai,...,q, qui sont valeurs propres de A sont aussi racines de P qui posséde alors
plus de racines que son degré. On peut alors affirmer P = 0 puis

AN=...= 1 =0.

La famille (A*)g<k<,—1 est une famille libre & n éléments de C(A), c’en est donc
une base

Exercice 11 : [énoncé]
(a) L’inclusion D est immédiate.
Inversement, soit A € M,,(R) commutant avec toute matrice M € GL,(R).
Soient i,5 € {1,...,n} avec i # j.
Pour M = I,, + E; ;, la relation AM = M A donne
L’identification des coefficients d’indices (4, j) et (j,j) donnent respectivement

Qjq = Qj 4 et Qjq = 0.

On en déduit que la matrice A est diagonale et que ses coefficients diagonaux
sont, égaux, autrement dit, A est une matrice scalaire.
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(b) Soit B € GL,,(K). On peut écrire

A= (AB™HB
et donc
A= DB(AB™).
On en déduit
AB = BA

et ainsi la matrice A commute avec toute matrice inversible. On peut alors
conclure que A est une matrice scalaire.

Exercice 12 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T' € M,,+1(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a X
(ol %)

avec a € K, X € M,, 1(K) et S € M, (K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice (1, 1) dans la relation ‘T'T = T*T donne

a?=a?+1XX.

On en déduit X = O,, 1 et 'égalité "T'T = T*T donne alors 'SS = S*S.

Par hypotheése de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la
matrice T' I’est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 13 : [énoncé]
Soit A = (a;,;) € M, (K) une matrice commutant avec toutes les matrices
symétriques.
Solent ¢ < j € {1,...,n}.
La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; + E;; ce qui permet
d’écrire
A(Eiﬁj + Ej’i) = (Ei’j + Ejyl)A
L’égalité des coefficients d’indice (7, j) donne

Qiji = Qjj-

La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; ce qui permet d’écrire
AE;; = B ;A.
L’égalité des coefficients d’indice (i, ) donne
a;; = 0.

On en déduit que la matrice A est de la forme A, avec \ € K.
La réciproque est immeédiate.

Exercice 14 : [énoncé]
Casn=2
Les matrices antisymétriques sont colinéaires & la matrice

(o)

En étudiant la commutation d’une matrice de My (R) avec cette derniére, on

obtient que les matrices de My(R) commutant avec les matrices antisymétriques

sont de la forme
a b
-b a/’
Casn>3

Soit A = (a; ;) € My(K) une matrice commutant avec toutes les matrices
antisymeétriques.
Soient i < j € {1,...,n} et k€ {1,...,n} avec k # i, 7.
La matrice A commute avec la matrice antisymétrique E; ; — E; ; ce qui permet
d’écrire

A(E;; — Eji) = (Eij — Ejq)A.
L’égalité des coefficients d’indice (¢, j) et (k,j) donne

ai,i = am- et CLk’i = 0

On en déduit que la matrice A est de la forme AI,, avec A € K.
La réciproque est immeédiate.

Exercice 15 : [énoncé]
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(a) DEZ'J' = aiEm- et Eiij = ajEm- donc
e(Ei;) = (a; — a;) Ei ;.

Posons I = {(i,5) € [1;n]* | a; # a;} et

J={(i.j) € [1;n])* | ai = a;} = [1;n]*\ 1.
Pour (4,j) € I, E; ; € Imyp et pour (i,5) € J, E; ; € Ker .
Ainsi

Vect{E; ;| (i,j) € I} CImy et Vect{E; ;| (i,j) € J} C Ker .
Or

dim Vect{ E; ;|(i, j) € I}+dim Vect{E; ;|(i,j) € J} = n* = dimIm p-+dim Ker ¢

donc

dim Vect{E; ; | (i,4) € I} = dimIm¢
et

dim Vect{E; ; | (i,j) € J} = dimKer ¢
puis

Vect{E; ; | (i,j) € I} =Im¢ et Vect{E;; | (i,j) € J} = Kerp.
(b) Si D est a coefficients diagonaux distincts alors
I={(i,j)€Lsn]*|i#j} et J={(,i)|ic[1;n]}.

Par suite Im ¢ est ’espace des matrices de diagonale nulle tandis que Ker ¢
est I’espace des matrices diagonales.

Exercice 16 : [énoncé]
0 1 1 0 0 1
B=|0 0 1],B2=(0 0 0
0 0 O 0 0 O

et B™ = O3 pour n > 3.
Comme B et I commutent, la formule du bindme donne

n—1)

A":(I+B)":I+nB+n(2 B?
et donc (1)
1 p neth
A"=1(0 1 n
00 1

Exercice 17 : [énoncé]

(a) Par récurrence

1 n n(n2—1)
A"=10 1 n
0 0 1

(b) A= I3+ B avec
010
B={0 0 1
0 0 0
Puisque I3 et B commutent, la formule du bindme donne
-1
A" =T+ nB+ %32

car B¥ = O5 pour k > 3

Exercice 18 : [énoncé]

(a) A2—3A+2I =0. Comme A(—2A+32I)=1,ona

1,3 2 1
_1__7 i
AT =mpdtyt (3/2 1/2)'

(b) X% —-3X +2= (X —1)(X — 2). Sachant que le reste de la division
euclidienne considérée est de la forme aX + b, en évaluant en 1 et 2, on
détermine a et b et on obtient :

X" =(X?-3X+2)Q(X)+ (2" - 1)X +2—2".

(c) On peut remplacer X par A dans le calcul qui précéde et on obtient :

A" = (A% =3A+2D)Q(A) + (2" — 1A+ (2—2") = (2" - 1)A+ (2 -2")]
et donc

n 3_2n+1 2_2n+1
A (3.2”—3 3.2"—2>'

Exercice 19 : [énoncé]
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(a) Si My majore les coefficients de A* alors nMj, majore les coefficients de AF+1.
On en déduit que les coefficients de A* sont majorés par

nFL.

On peut sans doute proposer plus fin.

(b) Posons T la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux
de coefficients (4,7 + 1) qui valent 1. On remarque

A=1,+T+---+T" 1.

On en déduit
(I-T)A=1,—-T"

et puisque 7™ = O,,, on obtient
AN =T1-T.
(c) Le calcul des puissances de A~! est immeédiat
k N
=S ()
i=0 J

et donc le coefficient d’indice (4, 5) de (A~1)" est
_ ok k(k—1).. . (k—j+i+1)
it = cy([F ) =y Eoa D
J—i G=d—-i-1)...
Cette formule laisse présumer que le coefficient d’indice (i, ;) de A* est

b iR R =) (ki) (kj-i
4y =1 G-)(j—i-1..1 ( i >

ce que l'on démontre en raisonnant par récurrence.

Exercice 20 : [énoncé]
La relation A? — (a + d)A + (ad — bc)I = 0 est immédiate
Si ad — be # 0 alors A est inversible et

- d b
A 1:ad1bc((a+d)I_A):ad1bc( >

—c a
Si ad — bc = 0 alors A% — (a+d)A = 0.

Par l’absurde, si A est inversible, A est réguliére donc A = (a + d)I puis A = O.
Absurde.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Par la méthode du pivot, on opére sur les lignes d’une matrice de blocs A et

I, pour transformer A en I,,. On sait qu’alors le bloc I,, sera transformé en
AL

1 0 —-1(1 0 O
2 1 =3/0 1 0
-1 0 210 0 1
1 0 -1}/ 1 00
01 —-1|-2 1 0
00 1 1 01
1 0 0 2 01
01 0|-1 11
00 1|1 01
On conclut
2 0 1

g
AN

|

\

—

—

-

(b) Par la méthode du pivot

2 -1 1|0 10
-1 1 =10 0 1
1 0 1]1 00
0 -1 —-1[-2 1 0
01 0|1 01
1 0 1]1 00
0 -1 —-1[-2 1 0
0 0 —-1|-1 1 1
10 1]1 0 0
01 1|2 -1 0
00 1|1 -1 -1
10 0l0 1 1
01 0|1 0 1
00 1|1 -1 -1
On conclut
0 1 1
B1'=[1 0 1
1 -1 -1
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(c) Par la méthode du pivot

1 1 —-1]1 0 0
2 0 110 1 0
21 —-1]0 0 1
1 1 -1, 1 0 O
0O -2 3 |-2 1 0 |.
0O -1 1 |-2 01
1 1 -1 1 0 O
0 -1 1 -2 0 1 .
0 -2 3|-2 10
11 -1/1 0 O
01 —-1]12 0 -1 ].
0 0 1 2 1 =2
1 00|-1 0 1
01 0|4 1 -3 ].
00 12 1 -2
On conclut
-1 0 1
clt=|4 1 -3
2 1 =2

Exercice 22 : [énoncé]

A est inversible car triangulaire supérieure & coefficients diagonaux non nuls.

Soient X,Y € M, 1(R). L’équation Y = AX équivaut & X = A~1Y or

1=y + Y2+ 23+ -+ 2" 2y,
rp— (2 + -+ x0) =41 LT T s y‘

x = ' Tn—2 =Yn—2+ Yn—1+ 2yn
nt " Yn-1 Tp—1 =Yn—-1 1 Yn
Tn = Yn Tn =y
n — Yn
donc
1 1 2 ... 2n72
Al = )
0 1

Exercice 23 : [énoncé]

A = (ag,) avec agp = wk=D=1) g4 — (br¢) avec
bog = @y = R DE=1) — = (r=1)(e=1),

AA = (cp) avec

n n n—1
Cho = Z ak,mbm,é _ Z CU(kfl)(mfl)wf(mfl)(ffl) _ Z(wkff)m_
m=1 m=1 m=0
Sik=~/¢alorswk =t =1et
Ci.k = N.
Si k # ¢ alors w* ¢ #£ 1 et
1— (wk—f)n
Cke = 71 — wk—é =0.

Ainsi AA = nl,. On en déduit que A est inversible et que

a1z
n

Exercice 24 : [énoncé]

(a) (A+ 1)3 = 03.
(b) A3+ 3A?2+3A+ 1 =0 donc A est inversible et A~! = —(A% + 3A + 3I).

Exercice 25 : [énoncé]
(a) A=J—1, avec J? =nJ donc A? = (n—2)J + I, = (n —2)A+ (n — 1)1,,.
(b) AB =1I,, pour B= (A~ (n—2)I,) donc A est inversible et B = A~!,

n—1

Exercice 26 : [énoncé]

(a) Comme (I +A)(I —A)=(I— A)(I+ A), on a, en multipliant & droite et &
gauche par (I + A)~!, la relation

(I—A)I+A) =T+ A1 - A).
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(b) On a
I+A){I+B)=I+A)+{IT-A)=2I

donc I + B est inversible et
1
(I+B) = 5(I+A)

puis
(I-B)I+B)*'= %(I—FA—(I—A)) = A.

Exercice 27 : [énoncé]

Supposons A et B inversibles. En multipliant & gauche par A~! et B~! on obtient

C =0, ce qui est exclu.
En raisonnant de facon analogue, on exclut les autres cas ot deux des trois
matrices sont inversibles.

Exercice 28 : [énoncé]
On a A? =3I +2A donc

Al = %(A —2I).

Exercice 29 : [énoncé]

(a) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cy+ Cy+aCy,C3 « C3+aCy,...,C, + C, + aC,_1 on obtient :

1 a a? a™!
0 1 a
A7t = o2
1 a
0 0 1

(b) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cpn+Cp—0Ch_1,Chq1+Cph_1 —Cph_o,...,Cy < Cy — (1, on obtient :

1 -1 (0)

AT =

(c) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cn — Cn - Cn,1,0n71 — Cnfl - Cn727 . -;02 «— CV2 - C],
puis encore Cn — Cn — Cn—l) Cn—l — Cn—l — Cn_g, . ,02 — CQ — Cl,

on obtient :
1 -2 1 (0)
1
1 _
AT = 1
1 -2
(0) 1
Exercice 30 : [énoncé]
Soient A, B € M,,(K). Sachant
“(AB)="'B'A

on a
Y(AB) = AB <= BA= AB.

Le produit de deux matrices symétriques est une matrice symétrique si, et
seulement si, les deux matrices commutent.

Exercice 31 : [énoncé]
On peut procéder de maniére élémentaire, en observant I’écriture

1 1
M:i(M+tM)+§(M—tM)

avec (M +'M) € S,(R) et (M —'M) € A,(R)

On peut aussi exploiter que application 7': M,,(R) — M,,(R) définie par
T(A) ='A est un endomorphisme involutif donc une symétrie vectorielle ce qui
assure que les espaces Ker(T — Id) = S, (R) et Ker(T + Id) = A, (R) sont
supplémentaires.

Exercice 32 : [énoncé]
Les matrices triangulaires supérieures strictes sont nilpotentes.

Commencons par étudier le cas n = 3.
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Soit A une matrice de M3(R). Introduisons ses coefficients :

a d e
A=1g b f
h i c

Soit T une matrice triangulaire supérieure stricte de taille 3 :
0 = y
T=10 0 =z
0 0 O
La différence S = A — T est
a
S=1g b f—z
b .

Cette matrice est symétrique si, et seulement si,

h=e—y soit y=e—h
u=f—-=z2 z=f—u.

Pour ces valeurs, on obtient I’écriture A = .S 4 T avec S symétrique et T’
nilpotente puisque triangulaire supérieure stricte.

Cette résolution se généralise en taille n : pour A = (a; ;) € M, (R), on peut
écrire A =S + T avec S = (s; ;) matrice symétrique et T' = (¢; ;) matrice
triangulaire supérieure stricte données par

a;; sii>j 0 sii >
Si,j = . et ti]‘ = .
Qj g Smon Qg5 — Qg sinon.

Exercice 33 : [énoncé]

(a) M(a,b,¢)=a.l+b.J+ c.K avec

1 0 01 0 0 0 1
I=1{o0 0], J=[0 0 1] eteK=J°=(0 0 0
0 1 00 0 00 0

bj o = O

On observe que :
M3 (R).

De plus la famille (7, J, K) est libre, c’est donc une base de E et par suite
dim F = 3.

= Vect(1, J, K). Par suite E un sous-espace vectoriel de

(b)

Deplus I € E, M(a,b,c) — M(a',b/,d)=M(a—d',b—V,c—) € Eet
M(a,b,c)M(a',V,¢') = (al + b+ cK)(d'IT+VJ+K) =

aa'l + (ab' + a'b)J + (ac’ + bV’ + ca’)K € E.

Donc E est un sous-anneau de M3 (R).

De plus M(a,b,c)M(a’,b',¢') = M(a',b',¢)M(a,b,c), donc E est un anneau
commutatif.

A est inversible si, et seulement si, a # 0 (ici A est triangulaire supérieure)
FOAX +pY)=AANX 4+ pY) = AXAX + . AY = A.f(X) 4+ p.f(Y). f est un
endomorphisme de E.

Soit X € E, si X € Ker f alors AX = O puis A~!AX = O d’ou X = O. Par
suite Ker f = {0}

f est un endomorphisme injectif d’un K-espace vectoriel de dimension finie,
c’est donc un automorphisme. Par suite il existe B € E telle que
f(B)y=AB=1.

En multipliant par A~!, on conclut A~! = B € E.

Exercice 34 : [énoncé]

(a)

(b)

(a)

B = (e1,...,e,) la base canonique de R™.

Notons f, ’endomorphisme canoniquement associé a P(o).

Pour tout 1 < j < n, on a fs(e;) = eq(j).

Par suite (f, o for)(e;) = fooo’(€j) puis P(c oo’) = P(c)P(c’)

I, = P(Id) € E.

P(0)P(0') = Pco o) € E

et P(o)P(c™') = P(coo™!) = P(Id) = I,, donc P(0) € GL,(R) et
P(o)"'=P(c71) € E.

On peut alors conclure que E est un sous-groupe de GL,(R).
L’application P: S,, — E qui & o associe P(co) est un morphisme de groupe
surjectif.

Soit o € Ker P, on a P(o) = I, donc V1 < j < n,o(j) = j soit o = Id.

'P(0) = (8j.0())i = Go-1(3))i5 = Gs.0-1(5))i = Plo™1).

Exercice 35 : [énoncé]

E = Vect(I,J) avec

1 1
=4 L)
La famille (I, J) forme une base de E car cette famille est évidemment libre.
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(b) EC M3(K),I € E. Soient A=al +bJ € Eet B=cl+dJ € E.
A-B=(a—c) I+ (b—d)J € E et AB = (ac)l + (ac+bd)J car J> = O.
Ainsi F est un sous-anneau de Ms(K). De plus AB = BA donc E
commutatif.

(c) Avec les notations précédentes AB = I si, et seulement si,

ac=1
ad + bc = 0.
Par suite A est inversible si, et seulement si, a # 0.

(d) Avec les notations précédentes AB = Os si et seulement si

ac=0
ad + be = 0.
Les diviseurs de zéros sont donc les matrices

b b
<—b —b) avec b € K.

Exercice 36 : [énoncé]

(a) C c M,(K) et O, €C.
Soient \,p € Ket A, B € C.
Pour tout (i,5) € [1;n]?,

M+ uB)nyi—inti—j = Mpgi—int1—j + Bnyi—int1—j = A j + pBi

et donc
(A + puB)ny1-int1—j = (AA + uB); ;.

On en déduit NA + uB € C.
Ainsi C' est un sous-espace vectoriel de M, (K).

(b) Soient A, B € C.
Pour tout (4,5) € [1 ;n]]2,

(AB)i’j = Z ai,kbk,j
k=1
donc

n
(AB)ps1—int1—j = E Ont1—ikbkny1—j-
k=1

Par le changement d’indice { =n+1—k

n

(AB)n+1—int1—j = Z Opg1—int1—bnti—ent1—;j
=1

et puisque A et B sont centro-symétriques
n
(AB)nJrlfi,nJrlfj = Zaz‘,ebz,j = (AB)i,j-
(=1

Ainsi AB € C.

(c) L’application ¢: X € C'+— AX est linéaire et c’est évidemment un
endomorphisme de C' car C est stable par produit.
Soit X € Kerp. On a AX = O,, donc A7 (AX) = O,, puis X = O,,.
On en déduit que I’endomorphisme ¢ est injectif, or C' est un espace vectoriel
de dimension finie, donc ¢ est un automorphisme de C'.
Puisque la matrice I,, est centro-symétrique, par surjectivité de ¢, il existe
B € C vérifiant AB =1,,. Or A71(AB) = A~ donc B = A~! puis A=t € C.

Exercice 37 : [énoncé]
On note A la représentation matricielle cherchée.

(a)
1 10
A(—211>
(b)
01 1
A=[1 0 1
110
()
1111
01 2 3
A=10 01 3
0001
(d)
11 1 1
12 4 8
A=113 9 o7
1 4 16 64
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Exercice 38 : [énoncé]

(a) Pour u = (z,y, 2) calculons p(u) = (2/,y, 2’).
Comme p(u) —u € D, il existe A € K tel que p(u) = v+ A.w.
Comme p(u) € P on a2’ + 2y — 2’ =0 ce qui donne

A=—(x+2y—2)/2

et donc
plu) = ((J: —2y+2)/2,y, (x+2y—|—z)/2).
Par suite
1/2 -1 1/2
Matg(p)=| 0 1 0
1/2 1 1/2

(b) Comme g=1—pets=2p—1,

12 1 —1/2 0
Matp(q) = 0 0 0 et Matp(s) = |0
“1/2 —1 1/2 1

Exercice 39 : [énoncé]

(a) Les colonnes de A sont formées des coefficients de

M-
7N
. o,
N————
g

(X)) = (X +1) =
Ainsi A = (ai7j)1§i,j§n+1 S Mn+1 (R) avec

j— 1
i = (] 1> sii<jet a;j = 0 sinon.

(b) L’endomorphisme ¢ est inversible avec
¢ 1(P)=P(X - 1).
On en déduit p~1(X7) = (X — 1)/ d’ou

A7 = (1Y a5)1<i j<nt1-

Exercice 40 : [énoncé]

DN
OO =

(a) Pour 0 < k <mn,

o(X*) = Z (’j)x = zk: (IDX - anl (k> X' = (X + 1)~

n
=0 =0

On en déduit
(b) ¢™(P) = P(X 4+ m) donc

k n
(pm(Xk) — (X + m)k — Z (f)mk—zxv — Z ({j)mk—zxi
d’ott
A™ = (m? ™ a; j)1<i j<n 1
(c) ¢~'(P) = P(X — 1) donc
o (XM = (X~ 1)

d’ou

AT = (1) ai ) 1<ij<nt-

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Posons z = Re(a) et y = Im(a).
fy=1+zx+iyet fQ)=i—al=y+i(1l— x).
La matrice de f dans la base (1,1i) est donc

1+ Y
Y 1l—z)°
(b) Si|a| # 1 alors det f # 0. Im f = C et Ker f = {0}.
Si |a| =1 alors det f =0 et f # 0. f est un endomorphisme de rang 1.

On a f(e!%/2?) = 2¢1/2 et f(e!(®*+™)/2) = 0 donc

Imf:Vect{ew/Q} et Kerf=ilmf.
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Exercice 42 : [énoncé]
Comme f2 # 0, il existe # € E tel que f2(x) # 0. Posons

e1 =69 = f(),e3 = f*().
Si Aje1 + Ages + Azes = 0 alors
Mz + Ao f () + Asf?(x) = 0.

En appliquant f2 & cette relation, on a A f2(z) = 0 car on sait f3 = 0.

Puisque f2(x) # 0, on a A\; = 0 et sans plus de difficultés on montre aussi Ay = 0
et /\3 =0.

La famille B = (e, e2, e3) est libre en dimension 3, c’est donc une base de E. La
matrice de f dans celle-ci est comme voulue.

Exercice 43 : [énoncé]

(a) Comme f*~'+#£0,3z € E, f*1(x) #0.
Si Xz + A1 f(x)+ -4+ A1 f7H(x) = 0 alors :
en composant avec f"~1, on obtient A\ f" "1 (x) = 0 d’ott A9 = 0.
en composant successivement avec f"~2,..., f,I, on obtient successivement
AM=0,.... 0 2=0,A,_1 =0

Par suite B = (z, f(z), f%(x),..., f"*(x)) est libre et forme donc une base

de E.
(b) On a
0 (0)
MatB f = 1 =A
(0) 1 0
puis
0 (0)
Mats(f?) = 4% = | .
1 .
(0 1 0 0
0 (0)
Matgs (1) = An~1 = | ‘
1 O. 0

(¢) Notons C(f) = {g € L(E) | go f = [ og}.
1l est clair que Vect(I, f, f2,..., f*~1) Cc C(f).
Inversement, soit g € C(f), notons aq, . ..,a,—1 les composantes de g(z) dans
B. O
e 9(x) = aoz + a1 f(@) + -+ a1 (2)
9(f(2)) = fg(x)) = aof(z) + -+ + an—2 " (2)

a(f (@) = £ (g(x)) = oS (x).

Par suite
ao (0)
a n—1
Math: :aol—l—alA—i—---—i—an,lA .
Qp—1 -+ G1 ag

Donc g = apl + a1 f + -+ an—1f" ' € Vect(I, f,..., f*1).
Ainsi

C(f) = Vect(I, f, f2,..., f*~ ).

Exercice 44 : [énoncé]

(a)

2 -1 -1
A2=1(1 0 -1]=4
1 -1 0

doncf est une projection vectorielle.

(b) En résolvant les équations f(z) = x et f(x) = 0 on obtient que (u,v) forme
une base de Im f et (w) forme une base de Ker f avec u =i+ j,v =1+ k et
w=1+7+k.

Ma’t(u,v,w) f =

o O =
O = O
o O O

Exercice 45 : [énoncé]

(a) Ker f = Vect(u) avec v = (1,1,1). Im f = Vect(v, w) avec
v=(2,-1,-1),w=(-1,2,-1).
Comme C = (u,v,w) est libre on peut conclure que Ker f et Im f sont
supplémentaires dans R?.
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(b) C est une base adaptée a la supplémentarité de Ker f et Imf.

Matc f =

o O O
o w o
w o o

(c) f est la composée, commutative, de ’homothétie vectorielle de rapport 3 avec

la projection vectorielle sur Im f parallélement & Ker f.

Exercice 46 : [énoncé]
Soit ¢ Ker f*~1. Un tel  existe puisque f"~1 # 0.
Considérons la famille B = (f"~(z),..., f(z), ).
Supposons
/\n_lfnil(l') +---F /\1f($) + Moz = 0g.

En y appliquant successivement f*~1,..., f,Id on obtient A\ =0,...,A\p,_2 =0
puis A\,_1 = 0 car f"1(x) # 0g.

B est une famille libre formée de n = dim F vecteurs, c’est donc une base de E.
De plus Matg(f) est de la forme convenable.

Exercice 47 : [énoncé]

(a) Par hypothése f(y) =0 et f?(z) = —z. En composant l'identité x =y + 2
avec f2, on obtient

£2(a) =0+ () = ==
et il en découle

y=x—2z=xa+ f*(x).

(b) Ce qui précéde assure 'unicité de la décomposition d’un vecteur = de E et
donc le caractére direct de la somme.

De plus, pour = € E, en posant y = = + f?(z) et 2 = — f%(z), on vérifie
r=1y+zet
Fy) = f(@)+ (@) = (> + ) =0
(f? +1d)(2) = —f*(z) = f*(x) = =(/° + ) (f(x)) = 0.

On peut donc affirmer que E est la somme directe de Ker f et Ker(f2 + 1d).

(c) Ona (f2+1d)o f =0 donc Im f C Ker(f?+1d). Or f # 0 donc dimIm f > 1

puis dim Ker(f2 +1d) > 1.

Soit  un vecteur non nul de Ker(f? + Id). Supposons
Az + pf(z) =0. (1)
En composant avec f on obtient A\f(x) + pf?(x) = 0 puis

M (@) — i = 0. (2)

La combinaison A x (??) — p x (??) donne (A2 + p2?)z = 0. Sachant  # 0, on
obtient A% + z2 = 0 puis A = p = 0 car A et u sont réels. La famille (z, f(z))
est donc libre.

(d) En dimension impaire det(—Id) = —1. Si 'endomorphisme f est inversible, la
relation f3 4 f = 0 peut étre simplifiée en f2 + Id = 0. Ceci donne
det(f?) = det(—Id) = —1 ce qui est incompatible avec det(f?) = (det f) > 0.
On en déduit que f n’est pas inversible : dim Ker f > 1.
La conjonction des résultats qui précédent donne

dimKer f =1 et dimKer(f? +1d) = 2.

(e) Soit y un vecteur non nul de Ker f et z un vecteur non nul de Ker(f? + Id).
La famille (y) est base de Ker f et la famille (z, f(z)) est base de
Ker(f2 +1d). Ces deux espaces étant supplémentaires dans E, la famille
(y, x, f(x)) est base de E. La matrice de f dans celle-ci est de la forme voulue.

Exercice 48 : [énoncé]

(a) On vérifie que la famille B’ est libre, puis c’est une base car formée de trois
vecteurs en dimension 3.

(b) Par calcul matriciel
fle1) =1, f(e2) = 2e2, f(e3) =0
et donc
1 00
Matp f=10 2 0
0 0 O
(c) On observe que €3 € Ker f et €1,62 € Im f.

Le théoréme du rang permet de conclure : (£3) est une base de Ker f et
(e1,€2) est une base de Im f.

Exercice 49 : [énoncé]
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(a) On vérifie aisément que famille C est libre et c’est donc une base de R3. Exercice 51 : [énoncé]

(b) f(e1) =e€1, f(e2) = €2 et f(e3) = €1 + 3 donc (a) En résolvant les équations : f(u) =0, f(u) = u et f(u) = 2u on trouve que
g1 =e1+ex+e3,69 =€y —e3 et e3 = e + ez sont des vecteurs tels que

101 f(e1) =0, f(e2) = €2, f(e3) = 2e3.
Mate f=({0 1 0 On vérifie aisément que la famille C est libre et c’est donc une base de E,
0 01 celle-ci convient.
‘ . (b) On a
(¢) Par récurrence : 1 0 1 1 01 1
I S p=[1 1 ofl,P'=[1 0 -1
Mate(f") =10 1 0 1 -1 1 2 —1 -1
0 0 1
(c) Par changement de base
Par changement de bases avec
antl _on _9m 0 0 0 2 -1 -1
1 -1 1 -1 -1 2 A" = pPD"pP! = 1 0 -1 |=11 0 —1|+2"|0 0 O
P=|0 1 1]ePt=[-1 0 1 ontl 1 —97 127 -1 0 1 2 -1 -1
1 0 1 1 1 -1
(d) Posons X, = (2, ¥n 2zn). On observe X, 1 = AX,,. Par récurrence
on obtient X, =A"X,.
n+tl n —n Avec Xo='(1 0 0) on obtient
Matg(f") = 0 1 0
n n l-n Ty =21
Yn =1
Zp = 2T — 1.
Exercice 50 : [énoncé]
(a) B’ est libre et formée de trois vecteurs en dimension 3, c’est une base de E. Exercice 52 : [énoncé]
f(e1) = e1, f(e2) = 2e2, f(e3) = 3e3 donc D = diag(1,2,3). (a) P est la matrice de lapplication Idg dans les bases B au départ et b a
(b) Parrivée.
1 1 1 1 1 1 La relation « = Idg(z) donne matriciellement v = PV.
P=|1 0 —1|,P'=[|-1 -1 —2]. (b) La relation f =Id,' o f o Idg donne matriciellement M = P~ mP.
-1 -1 0 1 0 1 (c) Dans une base de vecteurs propres, la matrice de f est diagonale et ses
(c) Par formule de changement base puissances sont alors faciles a calculer. Par changement de base, on en déduit
m'.
A=PDpP .
E ice 53 : |¢ é
(d) Puisqu’il est facile de calculer D™ xereiee [énoncé]
(a) On vérifie aisément que la famille e’ est libre et c’est donc une base de E.
11 1 -1 -1 -2 1 0 1 fler) =eq, fle5) = €, f(e) = e + e} donc
A"=pPD"P'=|1 1 1|42 0 0 0 |+3"|[-1 0 -1
-1 -1 -1 1 1 2 0O 0 O

B =Mat. f =

o O =
O = O
[ =
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(b) Par récurrence

puis A™ = PB"P~! avec

11 1 1 -1 0
P=(0 1 1|etPt=11 0 -1
1 0 1 -1 1 1

d’ou

Exercice 54 : [énoncé]

(a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et c’est donc une base de E.
fle1) =1, f(e2) = €1 + €2, f(e3) = €1 + €2+ €3 donc

1 1 1
Matg f= [0 1 1| =B.
0 0 1
(b) B=15+ J avec

J= 7=

o o o
o O =
O = =
o O O
o O O
O O =

Puisque I3 et J commutent la formule du binéme donne

-1
B":Ig—kn,]—i-%(ﬂ

car J¥ = O3 pour k > 3.
Par formule de changement de base, on obtient

1 n(n+1) n(n+3) n(n+1)

2 2 2

A" = —n n+1 n
n(n—1) n(n+1) n(n—1)
T2 2 L+ T2

Exercice 55 : [énoncé]

(a) En recherchant des vecteurs tels que f(z) =z, f(z) = 2z et f(x) = 3z on
observe que €1 = (—1,1,2),e0 = (0,1,1) et e3 = (1,1, 1) conviennent. De plus
ces trois vecteurs forment une famille libre et donc une base de R3.

-1 0 1 0o -1 1
P=(1 1 1|etP'=|-1 3 -2
2 11 1 -1 1
(c) Par changement base
A=PDP"
(d) Sachant calculer D™ on obtient
3" 1-3n —143n
A= [ —2m 437 14320 3" 1-22" 43"

2" 43" -2432"-3" 2-22"43"

qu’on peut encore écrire

0 1 -1 0 0 0 1 -1 1
A"=|0 -1 1 |]+2"|(-1 3 —-2]+4+3"(1 -1 1
0 -2 2 -1 3 -2 1 -1 1

Exercice 56 : [énoncé]

(a) rg(z1,z2,23) =3 b) rg(z1,z2,23) = 3 ¢) rg(x1, T2, 3) = 2

Exercice 57 : [énoncé]

(a) rg(f) =3
(b) rg(f) =2
(c) rg(f) = 4.
Exercice 58 : [énoncé]
1 1 1
(a) Notons A= |b+c c+a a+b],
be ca ab
1 1 1 1 1 1

=rg|0 a-2» a—c

(b—c)(a—c)

rg(A)=rg |0 a—-0 a—c
0 cla=0b) bla—c) 0 0

En discutant les 5 cas possibles : rg(A) = Card{a, b, c}.
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1 cos  cos20 puis en ajoutant la deuxiéme ligne & la derniére etc.
(b) Notons A= [ cosf cos20 cos36 |.
cos20 cos30 cos4dd 11 0 -0 11 0 - 0
1 0 0 0 1 1 : 0 1 1 :
rg(A) =rg | cosf sin’ 0 sinfsin20 | . rgl s e, el e o =g s e e T 0
cos 26 sin fsin 20 sin? 260
0 | 0 T - 1
Si sinf = 0 alors rg(A) = 1. 10 - 0 1 o 0 -~ 0 1—(=D1"

Si sin 6 # 0 alors )
Si n est pair alors rg M = n — 1, sinon rg M = n.

1 _ 02 0 . 1 ) 02 (b) Cas: n impair. C’est immeédiat.
rg(A) =rg | cosb sin® 0 2cos b X smﬂ =rg | cosh . sm.9 =2.Cus: pair. Ker M = Vect!(1 —1 -+ 1 —1) et
cos26 sinfsin20 2cosf x sinfsin 20 cos 20 sinfsin 20 . _
ImM:21 —2x9+23+...4+xH-1 — 2z, =0.

Résumons : Si 6 # 0 [n], rg(A4) = 2, sinon rg(A) = 1. (¢) M =1+ N avec la matrice de permutation
(c) Notons A la matrice étudiée. 01 0 - 0

Cas a = b =0 alors rg(A) = 0 car la matrice A est nulle.

Cas a =0 et b# 0 alors rg(A) = n car les n colonnes de A sont 0 0 1

indépendantes.

indépen ar‘l es N = 0

Cas a #0:

En effectuant successivement : 0 B |

Cy +— aCy — bC4,C3 + a?C3 —bCs, ..., Cy, < a™ 'C,, — bC, _; on obtient : 1 0 --- 0

a On en déduit
rg(A) = 200 Cl ¢ ... (ot
a .
a — (_l)nbn n Cg_l 202 O}L :
M" = <n>N’“: : o2
(il y a conservation du rang car a # 0). o \k : n
Donc si a™ = (—b)" alors rg(A) = n — 1, sinon rg(A) = n. Cc? . Cck
ez cn-1 90
Exercice 59 : [énoncé] en notant C¥ = (7).
(a) En retirant la premiére ligne a la derniére
11 0 -+ 0 11 0 --- 0 Exercice 60 : [énoncé]

0 1 O 0 1 1 Soit u et v les endomorphismes de R3 canoniquement associés & A et B.

' Comme wowv =0, on a Imv C Kerw, puis rg(v) = 3 — dim Kerv < dim Ker w.
=rgl: -0 -0 .0 Par suite dim Ker v + dim Ker v > 3, puis dim Keru > 2 ou dim Kerv > 2.
On a alors respectivement rg(u) = rg(A4) < 1 ou rg(v) =rg(B) < 1.

reg

o

= O
jan)
s}
—_ =
o O
I
—_
jan}
—_ =
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Exercice 61 : [énoncé]

(a) De part leurs tailles, on sait déja
rgA<2et rgB <2,

Aussi
rg(AB) =2 et rg(AB) < min(rg A, rg B).

On en déduit
rg(4) = rg(B) = 2.

(b) On a ABAB = AB donc A(BA — I3)B = Os.
On en déduit Im((BA — I5)B) C Ker A = {0} donc (BA — I,)B = Oa 3.
Par suite Im B C Ker(BA — I,) or B est surjective donc BA — Is = Os puis

BA = Is.

Exercice 62 : [énoncé]

On a A(BA—1,)B =0.

Or puisque A est de rang 2, Ker A = {0} et donc (BA — I5)B = 0.

De plus, puisque B est de rang 2, Im B = M5(R) et donc BA — I, = 0.

Exercice 63 : [énoncé]

Commencgons par noter que le neutre multiplicatif de G n’est pas nécessairement
I,,. Par exemple, G = {O,,} est un groupe multiplicatif formé d’éléments de

M, (R).

Notons J le neutre du groupe G. Soit A € G.

D’une part JA = A donc rg(A) =rg(JA) <rg(J).

D’autre part, il existe B € M, (R) tel que AB = J donc rg(J) =rg(AB) < rg(A).

Finalement,

VA € G,rg(A) =rg(J).

On peut méme étre plus précis et constater que les matrices de A ont toutes la
méme image.

Exercice 64 : [énoncé]

1 i ==+1 2 i =+1
(a) rg Lom 1 = S? m , donc dim F' = ST m .
m 1 m 2  sinon 1 sinon

11 m 1 sim=1 2 sim=1
b)rg|l m 1|=¢2 sim=-2,doncdimF =<1 sim=-2.
m 1 1 3  sinon 0 sinon

Exercice 65 : [énoncé]

a) rg =2 donc dim F' =1 et rg —m =1 donc
; T ;% 2 donc dim F = 1 1 1)=1d
dim G = 2.

1 m 1 .
2 =
b)yrglm 1 -—-m|= S%m 0 donc
1 —-m 1 3  sinon
1 im=0
ﬁmFOG—{ sLm
0 sinon.

Exercice 66 : [énoncé]

(a) Si m = —1 alors
S={(y,y.—1) |y eC}.

S= {("m,o,m_l)}.

Sim # —1 alors

2 2
(b) On a
m 1 1 1 sim=1
rgll m 1] =42 sim=-2
L 1 m 3 sinon.

Sim #1et m# —2 alors
s J( t4m 1 (14 m)?
B 24m’'24+m’ 24+ m )

Si m = —2 alors systéme incompatible

Sim =1 alors

S=10.
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(c¢) Sim =1 : systéme incompatible

Sim # 1,

mr+y+z+t=1 rT+y+mz+t=m+1

r+my+z+t=m = {(I-my+(m-1)z=1
r+y+mz+t=m+1 (m +2)z + t = mlmtl)
et donc
m 1 m(m + 1)
S = - Yy =< - ) - 2 ‘ Co.
{(z R A e (m+ )z) z € }
Exercice 67 : [énoncé]
ar+by+z=1
r+aby+z=">

r+by+az=1.

r+by+az=1
b1—a)yy+(1—a?)z=1-a,.
bla—1)y+(1—a)z=b-1
r+by+az=1
bl—a)y+(1—a®)z=1—a
(1-a)2+a)z=b—a.

Casa#1,a# —2etb#0:
a—>b ~ab—2+b
@-D@+r2)? " a-D(art2)b

Casa#1,a# —2etb=0:
On doit avoir simultanément

a—>b
(a—1)(a+2)

T = , 2=

(1—a®)z=1—-aet(1-a)(2+a)z=—a

ce qui est incompatible : S = (.
Cas a =1 alors
r+by+z=1
0=0
0=0b—-1.

Sib#1 alors S = 0.
Sib=1lalors S:x+y+2z=1.
Cas a = —2 alors

Sib# —2alors S = 0.

Sib= -2 alors

r+by—2z=1
3by —3z=3
0=0+2.
r=—-1-2y
z=—-1—-2y

Exercice 68 : [énoncé]
Par les opérations élémentaires : L,, < L,, — L, _1,.

.., Ly < Ly — Ly on obtient le

systéme équivalent :

Donc

T+ T2+, =1
To+--+z, =0

Tp_1+ Ty = 0

Exercice 69 : [énoncé]

x, = 0.
S={(1,0,...,0)}.
T, + X9 =0
r1+ T2+ I3 =0
To+ T3 + x4 =0
Tp—2+ Tp_1+ Tp = 0
Tpn1+ Tpn =0
T1=T1,T2 = —T1,23 =0
Ty =1T1,T5 = —T1,T6 =0
0 sin=0][3]
Ty =4 T sin=1][3]
-1 sin=2[3]
Tp_1+ xn, =0.
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Donc si n # 2 [3] alors Exercice 71 : [énoncé]
S =1{(0,0,0)}
) ax +2by+2z2=1 2 +2by +az =1
et si n =2 (3] alors 2r+aby+22=0 < {bla—2)y+2—-a)z=0b-1
S ={(z,—,0,2,—2,0,...,2,—x) |z € C}. T+ 2by+az (a=2)z+(2-0a)z=0
Si a = 2, on parvient au systéme
Exercice 70 : [énoncé] {2:5 +2by + 28 i z 1
Le probléme revient a résoudre le systéme U
2+ 2 = 2ay Danslecas b# 1, le systér.ne esit 1I}c0mpat1ble.
Dans le cas b = 1, on parvient & ’équation 2z + 2y + 2z = 1.
: Si a # 2, on parvient au systéme
Zn—1+ 2Zn = 201
Zn + 21 = 2ay, 20 +2by +az =1
by—z= 3=
(n) < (n) — (1) donne x—2z=0
z1 + 22 = 2a;
puis
: (a+4)z= %221’
Zn—1+ 2Zn = 2051 by =2+ %
Zn — Z2 = 20, — 207 _
T =z.
(n) = (n) + (2) donne Dans le cas a = —4, le systéme n’est compatible que si b= —2 et on parvient au
21+ 22 =2a1 systéme
: { x=z
Zn—1+ 2p = 2ap-1 —4y =2z + 1.
zn + 23 = 2(an — a1 + a2) Dans le cas b = 0, le systéme est incompatible.
ete. Dans le cas général restant, on parvient &
On obtient au final a—2 ab 4+ 2b — 4

21+ 29 = 2(11

Zn—1+ 2Zn = 2ap 1
(1 — (—1)”)zn = 2(an —ay+ag+ -+ (—1)”an,1).

On peut alors conclure :

- Si n est impair, le systéme est de Cramer et donc posséde une solution unique.
- Si n est pair alors le systéme posséde une solution si, et seulement si,

ap—ag+---+ap_1—ap =0.

r=z=

@—2)a+d? " ba—2)a+4)

Exercice 72 : [énoncé]
Le déterminant de ce systéme carré est (a — 1)%(a + 3).
Casa=1:

Le systéme est compatible si, et seulement si, b = 1 et ses solutions sont les

quadruplets (z,y, 2, t) vérifiant
r+y+z+t=1.

Casa=-3:
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En sommant les quatre équations, on obtient I’équation de compatibilité
0=1+b+0b>+b"

Sib¢ {i,—1,—i} alors le systéme est incompatible.

Sibe {i,—1,—i} alors le systéme équivaut a

r—3y+z+t=>
x4y —3z+t=10
x+y+2z—3t="0

r—3y+z+t=>
4y —4z2=0%-1
4y — 4t = b® — b.

m=y+%b+ibz+ib3
t=y+3(0-0°)
ce qui permet d’exprimer la droite des solutions.
Casa¢ {1,-3}:
C’est un systéme de Cramer. ..
Sa solution est

m_2+a—b—b2—b3 ab—1+2b—b*-0?

2a — 3 + a? ¥= 2a — 3+ a? T
AP 1obh 2R b -1 b2
o 2a — 3 + a2 T 2a — 3+ a2 )

Exercice 73 : [énoncé]

(a) Si A n’est pas inversible alors rg A < n. Or il est possible de construire une
matrice nilpotente de rang égal & rg A. Deux matrices étant équivalentes si, et
seulement si, elles ont le méme rang, on peut conclure que A est équivalente a
une matrice nilpotente. La réciproque est immeédiate.

(b) Si A est inversible alors f(A)f(A™!) = f(I,) = 1 donc f(A) # 0. Si A n’est
pas inversible alors A est équivalente & une matrice nilpotente B. Pour
celle-ci, on a f(B) =0 car f(B™) = f(B)"™. Puisqu’on peut écrire A = PBQ
avec P et () inversibles, on peut conclure f(A4) = 0.

Exercice 74 : [énoncé]

(a) Posons r =rg A et s =rg B. Les matrices A et B sont respectivement
équivalentes aux matrices

b oF, ) (8 05).
1l existe donc P, @, R, S € GL,(R) telles que
PAQ = J, et RBS = J.
et alors
PAQ + RBS = J,. + J.

qui est une matrice de rang min(n,r + s).
On peut aussi écrire

(R'P)A+B(SQ Y)Y =R '(J, +J)Q™"
et en posant U = R™1P et V = SQ~!, on obtient U,V € GL,(R) telles que
rg(UA + BV) = min(n,r + s).

(b) Sir+ s> n alors min(n,r 4+ s) = n et ce qui précéde conduit & une matrice
inversible.

Exercice 75 : [énoncé]

Soit 7 = rg(A). On peut écrire A = QJ,.P avec P, Q inversibles et J, matrice
canonique de rang r de type (n,p). Considérons alors M = P~1J.Q~! avec J.
matrice canonique de rang r de type (p,n). Puisque J,.J.J,. = J,., on obtient par
simple calcul AMA = A.

Exercice 76 : [énoncé]

Il existe une colonne X telle que AX # 0 et alors Im A = Vect(AX).

A2X € Im A donc il existe A € K tel que A2X = \AX.

De plus pour Y € Ker A, A2Y =0 = \AY.

Enfin Ker A et Vect(X) sont supplémentaires dans M,, 1(K) donc A% = \A.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) Soit U une colonne non nulle de I'image de H.
Pour tout 1 < j < p, la colonne C; de H peut s’écrire C; = \;U avec \; € K.
La matrice colonne V = t()\l /\n) vérifie alors H = U'V.
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(b) On a alors H2 = U(*VU)!V avec A = 'VU un scalaire donc H? = \H et
A="VU = tx("VU) = tr(U'V) = tr H.
(c) En développant

1

1 1
- - H?
1+trH

71+trH 71+trH

ne

@+H(h H)M+H

Par le théoréme d’inversibilité des matrices, on obtient I,, + H est inversible et

1

I,+H)'=1,—- ———H.
(In + H) 1+trH

(d) On arg(HA™') =rg H =1 car on ne modifie pas le rang en multipliant par
une matrice inversible.
On en déduit que I,, + HA™! est inversible et

1

L+ HA ™) =1, - ———_HA™"
(In + ) 1+tr(HA™L)
En multipliant par la matrice inversible A, on obtient
A+ H = (I, + HA™') A inversible et
_ 1
(A+H) ' =AY I, + HATY T = A ATTHA

" T It a(HAY)

Exercice 78 : [énoncé]
Le produit d’une colonne de hauteur n par une matrice ligne de longueur n est
possible et définit une matrice carrée de taille n :

r1yr - T1Yn T1 Y1
Xy = pour X = et Y =

De plus, si les colonnes X et Y sont non nulles, le produit X*Y n’est pas nul'. Au
surplus, les colonnes d’une telle matrice sont colinéaires et il s’agit donc d’une
matrice de rang 1.

Les colonnes X; et Y; n’étant pas nulles car éléments d’une famille libre, les
produits X;'Y; sont bien définis et sont des matrices de rang 1 éléments de

Mo (R).

1. Si les coefficients d’indice i de X et j de Y sont non nuls, le coefficient d’indice (i, j) de X*Y
n’est pas nul.

Supposons
n
Z )\i’intY'j =0, avec )\i,j € R.
ij=1
On interpréte cette égalité de matrices carrées colonne par colonne afin
d’employer la liberté de la famille (X1, ..., X,).

En organisant le calcul de la somme, on écrit
ZXle = On avec Lz = Z)\i,jt}/j = (ai,l R ai,n) .
i=1 j=1

Pour k € [1;n], égalité des colonnes d’indice k£ donne

n
g ai,kXi = On,l-
i=1

Par liberté de la famille (X7, ..., X,,), les a; 5 sont tous nuls et donc les lignes L;
le sont aussi. Par transposition, on obtient

n
Z)\m-Yj =1L, = O,1 pourtouti=1,...,n.
j=1

Par liberté de la famille (Y7,...,Y;,), on conclut que les A; ; sont tous nuls.
Finalement, la famille (X;'Y;)1<; j<n est une famille libre constituée de

n? = dim M,,(R) matrices de rang 1 de M,,(R), c’est donc une base de cet espace
telle que voulue.

Exercice 79 : [énoncé]

(a) (=) Supposons
rg (A B) =rgA=r.

Rappelons que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes.
Puisque rg A = r, la matrice A posséde r colonnes indépendantes.

Puisque rg (A B) =r, les colonnes de (A B) sont toutes combinaisons
linéaires des colonnes précédentes.

En particulier les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de
A. Ceci permet de former U € M,,(K) vérifiant B = AU.

(<= ) Supposons B = AU.

Les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A et donc par
opérations sur les colonnes

rg (A B):rg (A On):rgA.
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(b) Il suffit de transposer le raisonnement qui précéde en raisonnant sur les lignes
et en exploitant que le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille des

ses lignes.
A B
rg <C’ D) =rgA.

rgAgrg(A B) <rg (é‘ IB;) =rgA

(¢) Supposons

Puisque

on a
rgA:rg(A B) et rg(é IB)> :rg(A B).
En vertu de a) il existe une matrice U € M,,(K) telle que
B = AU.
En raisonnant comme en b), il existe une matrice V€ M, (K) telle que

(C D)=(VA VB).
A BY (A AU
C D) \VA VAU,
A BY (A AU
C D) \VA VAU)/"
Les n derniéres lignes étant combinaisons linéaires des n premiéres, on a
A B A AU
rg(C D>_(On On>—rg(A AU)

A BY_ (A AUN_
®\c p)~\o, 0,) """

On en déduit

Inversement, supposons

puis

Exercice 80 : [énoncé]
Posons r =rg A et s = rg B. Les matrices A et B sont respectivement équivalentes

aux matrices
— IT Or,nfr o Is Osypfs
JT N <On'r,t Onfr ) ot JS B <Ops,t Opfs ) )

Il existe donc P, @ € GL,(K) et R, S € GL,(K) telles que
PAQ = J, et RBS = J,.

En opérant par blocs, on a alors
P O\ (A O\ (Q O\ [(J.
O R)\O BJ\O S} \oO
P O ot Q O
O R o S

rgM =rg <g

+~ O
~—

avec les facteurs

inversibles.
On en déduit

0 =r—+s
Js ) )

Exercice 81 : [énoncé]
En multipliant par la matrice inversible

I, -B
Opn I

” ( I, B) _ rg( I, OW,)
Opn C Opn C )7
En posant r = rg C, on peut écrire PCQ = J, avec

I’!‘ OT,p—r)
Op—'r,r Op—r )

on obtient

P,Q € GL,(K) et J, = (

En multipliant a gauche et a droite par les matrices inversibles
I’” Onvp et I’”f O"%P
Opn P Opn @

1, B\ 1, On,p .
rg<0p’n O)rg(op’n J. >n+r.

on obtient
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Exercice 82 : [énoncé]
L’implication ( <= ) est immeédiate car rg B = p.
Inversement, supposons rg M = p.
Puisque B est inversible, les p derniéres lignes de M sont indépendantes et donc
les autres lignes de M sont combinaisons linéaires de celles-ci puisque rg M = p.
Puisque les n premiéres lignes de M sont combinaisons linéaires des p derniéres
lignes de M, on a

A= 0,.

Exercice 83 : [énoncé]
Introduisons la matrice inversible

On argM =rg(MM') avec

B
MM = ( v ) |
Ogp C

Par opérations élémentaires sur les colonnes, la matrice MM’ a le rang de la

matrice
IP Op,q
Ogp C )7

Enfin, les opérations élémentaires déterminant le rang de C' se transposent a la
matrice en cours afin d’en donner le rang. Au final

rgM =p+rgC.

Exercice 84 : [énoncé]

(a) Si A est inversible alors en posant

o, I,
C = <A_1 On> € M, (K)

on obtient BC' = I5,, et on en déduit que B est inversible et que C' est son
inversible en vertu du théoréme d’inversibilité.

Si A n’est pas inversible alors les lignes de A sont liées et les n premiéres
lignes de B sont aussi liées par la méme relation linéaire. On en déduit que B
n’est pas inversible.

(b) On obtient

AP O 0, Art!
2p __ n 2p+1 __ n
B (2 %) wm o (G A,

Exercice 85 : [énoncé]
On peut écrire la matrice M ! sous la forme

A B
-1 _
- (4B,

La relation MM ~! = I,, donne alors le systéme

AA'+ BC' =1,
CA'+DC' =0,
AB'+BD' =0,
CB' +DD' =1,

qui entraine
(A-BD1O)A' =1,
C'=-D7lcA
B'=-A"'BD'
(D—-CA'B)D' =1,.

On en déduit que les matrices A — BD™'C et D — CA~! B sont nécessairement
inversible et A’ et D’ sont leurs inverses respectifs.
Au final

(A— BD-'0)?

-l A-'B(CA-'B - D)~!
~\D-l'c(BDC - 4)!

(D—CA—'B)~"

Exercice 86 : [énoncé]

Par blocs, on a
(M O (1 -1
A—(02 M) avecM_<0 1).

Par récurrence, on obtient

et on en déduit

1 —n 0 0
n_ |0 1 0 0
VneN A" = 0 0 (~1" (—1)”+1n
0 0 0 (="
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On vérifie que cette relation est encore valable pour n € Z en constatant que cette
expression satisfait
A" x AT = 14.

Exercice 87 : [énoncé]

(a) Par opérations par blocs

e (A A (A A N_(A Ou
M) =1\, p)=rlo, B-4a)~"\0, B-4)

On en déduit 1’égalité
rg(M) =rg(A) +rg(B — A).

a matrice M est inversible si, et seulement si, A et B — A le sont. Supposons
b) L trice M est i ible si, et seul tsi,Aet B—Al t. S
que ce soit le cas et recherchons l'inverse de M de la forme

C D
N(D E) avec C,D,E € M, (K).

L’égalitée M N = I, se traduit par le systéme

AC + AD =1,
AD+ AE =0,
AC+ BD =0,
AD + BE =1,.
La deuxiéme équation et l'inversibilité de A donne D = —FE auquel cas la

derniére équation produit D = (A — B)~! puis, par la troisiéme, il vient
C=A"'BB-A)"".
On observe alors que la premiére équation est vérifiée et, finalement,

. [ATB(B-A)' (A-B)!
M :( (A— B)~! (Bml)

Exercice 88 : [énoncé]
De telles matrices n’existent pas car

tr(AB) = tr(BA)

et donc
tr(AB — BA) =0 # tr(1,).

Exercice 89 : [énoncé]

Soit (eq,...,e,) une base de E avec eq,...,e,—1 € Ker(f) et e, ¢ Ker(f) (ce qui
est possible car Ker(f) est de dimension n — 1 en vertu de la formule du rang). La
matrice de f dans cette base est de la forme

0 -+ 0 a
M=1: avec
0 - 0 ayp

an = tI’(f)

On remarque M? = a,,M et donc f? = tr(f)f.
Aussi, pour f de rang 1, f est un projecteur si, et seulement si, tr(f) = 1.

Exercice 90 : [énoncé]

Calculons les coefficients diagonaux de la représentation matricielle de ¢ dans la
base canonique formée des matrices élémentaires F; ;.

On a (,O(EL]) = Ei7jA.

Or A= > akeEre done o(E; ;) = >, aj B car E; jEyy = 6; 1 E; 0.
La composante de ¢(F; ;) selon E; ; vaut a; ;.

Par suite la trace de ¢ vaut >2;°, 37 a;; = ntr A.

Exercice 91 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P
ie.

M =P 'MP.

Si on peut écrire M’ = A’B’ — B’A’ alors M = AB — BA avec A= PA'P~! et
B=PB'P L.

On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.

Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la
taille de la matrice M.

Si M est taille 1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n € N*.

Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.

Montrons que M est semblable & une matrice de la forme

0 =

*

Si M est matrice d’une homothétie alors tr M = 0 permet de conclure M = O,,.
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Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de I’endomorphisme

associé & M.
Soit x, un tel vecteur. En introduisant une base dont x et f(z) sont les deux
premiers vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable & celle voulue.

Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M

est de la forme
0 L

cC M

avec tr M’ = 0.
Par ’hypothése de récurrence on peut écrire

M =A'B'— B'A".

Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’.

En posant
I _ —1
A 1/_1 L(B I)J) \
\(\I - B)~'C A )
et
0
B= 0 B
on obtient
M = AB — BA.

Récurrence établie.

Exercice 92 : [énoncé]
Posons a;; = ¢(E; ;). o(M) = Zlgz’,jgn a;m; ;= tr(AM) avec A = (a; ;).

Exercice 93 : [énoncé]
Puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr[A; B] = 0. Ker(tr) est donc un sous-espace
vectoriel contenant {[A4;B]| A, B € E} donc

Vect{[A, B] | A, B € E} C Ker(tr).

De plus, tr étant une forme linéaire non nulle, Ker(tr) est un hyperplan.
Montrons qu'’il en en est de méme de Vect{[A, B] | A, B € E}.
Pour i # j,
Eij = [Eii Ei ]
et pour i # n,
Ei,i - En,n = [Ei,nv En,z] .

Par suite Vect{[A, B] | A, B € E} contient la famille libre & n? — 1 éléments

formée par les E; j, 7 # j et les E; ; —

Eyn, i # n. Il en découle que

Vect{[A, B] | A, B € E} est de dimension supérieure ou égale a n? — 1.
Par inclusion et un argument de dimension, on peut conclure

Ker(tr) = Vect{[A, B] | A, B € E}.

Exercice 94 : [énoncé]

(a)

Soit p un projecteur de E espace de dimension n. En posant F' = Imp et
G = Ker p, la matrice de p dans une base adaptée & la décomposition

E = F & G est de la forme
(05, 377)
Or—pp Or—p )’

rgp =r=trp.

On y lit

Posons
B=-)Y A"
1=
Puisque A9 = I,,, on a AB = B et plus généralement A*B = B pour tout

ke N.
On en déduit

1 1
B*=-% A*B=-%"B=B
7= 1=
et donc B est la matrice d’un projecteur. Par suite
142
rgB=trB=- Ztr(Ak).
k=0
Pour X € Ker(A —1,,), on a AX = X donc BX = X et ainsi
Ker(A—1I,) C ImB.
Inversement, si Y € Im B, il existe X € M,, 1(K) tel que Y = BX et alors

(A-1,)Y =ABX —-BX =BX -BX =0
donc Im B C Ker(A — I,,) puis Im B = Ker(A — I,,). On peut alors conclure

q—1
dimKer(A —-1,) =1gB = ! Ztr(Ak).
13=0
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Exercice 95 : [énoncé]

(a) L’application considérée est au départ d’un ensemble infini et & valeurs dans
un ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N,
MF = M?* ce qui fournit MP = I,, avec p = £ — k car M est inversible. On en
déduit que I,, € H et que M ' = MP~! ¢ H. Cela suffit pour conclure que H
est un sous-groupe de GL,, (K).

(b) Si M € H alors N — MN et N — NM sont des permutations de H. On en
déduit que M P = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les

mémes éléments. ) )
pP?2== Z MP == Z P=P.
q MeH q MeH

(¢) Puisque P? = P, Im P = Ker(P — I,,) et Ker P sont supplémentaires dans
M, 1 (K).
Si X € Ker P alors PX =0 et pour tout M € H, PMX = PX =0 donc
MX € Ker P. Ainsi Ker P est stable par H.
Si X € Nyepn Ker(M — I,,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X
puis X € Ker(P — I,,).
Inversement, si X € Ker(P — I,,) alors PX = X et pour tout M € H,
X = PX = MPX = MX et donc X € (e Ker(M — I,,). Ainsi

(] Ker(M —I,,) = Ker(P — 1))
MeH

et Ker P est solution du probléme posé.

(d) P est une projection donc tr P =rg P € Net donc ), tr M = gtr P € gN.
Si Y yemtrM =0 alors P = 0. Par suite [, 5 Ker(M —I,,) = {0} et il n’y
a donc pas de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et
inversement.

Exercice 96 : [énoncé]

(a) Posons p=>_ 9. p? = > gec 2onec gh- Or pour g € G, l'application
h +— gh est une permutation du groupe G donc ), .~ gh = p et par suite
p? = Card G.p.

Par suite mp est une projection vectorielle et puisque son rang égale sa
trace, rgp = 0. Ainsi p = 0.

(b) Considérons p(z,y) = >_ cc(9(2)[9(y)). ¢ est un produit scalaire sur R"
pour lequel on a Vh € G, h* = h~'. Pour ce produit scalaire, V- est un
supplémentaire de V stable pour tout h~! avec h élément de G donc stable
pour tout élément de G.

Exercice 97 : [énoncé]
[(Eii) = f(Ei;Ejq) = f(EjiEi ;) = f(Ej;) et sii# ],
f(Eij) = [(Bi;E;;) = f(E;;Ei;) = f(0)=0.
Ainsi
f(A) = f(z am-EM) = )\tI‘A

en notant A la valeur commune des f(E; ;).

Exercice 98 : [énoncé]
(a) Notons E; ; les matrices élémentaires de M, (R). Puisque
Ei,i = Ei,jEj,i et Ej,j = Ej,iE'L',j
I’hypothése de travail donne
f(Eiq) = [(Bi;Ejq) = [(EjaEi ) = f(Ej;).
De plus, pour i # j, on a
Ei,j = Ei,jEj,j et On = Ej,jEi,j
donc
f(Eij) = f(Ei;E;;) = f(Ej;Ei;) = f(On) =0.
Ainsi
f(A) = fOO ai;Ei;) = Ar A
en notant A la valeur commune des f(E; ;).

(b) Posons f = trog. L’application f est une forme linéaire vérifiant
VA, B € M (R), f(AB) = f(BA).

Ainsi f = Atr.
Or f(I,) = tr(g(I,)) = tr I, donc A = 1. Ainsi f = tr et

VM € My (R), tr(g(M)) = f(M) = tr(M).

Exercice 99 : [énoncé]

La trace de f est la somme des coefficients diagonaux de la matrice représentative
de f dans la base de M,,(R) formée des matrices élémentaires E; ;. Puisque le
coefficient d’indice (4, j) de la matricef(E; ;) est a;; + a; ; on obtient

tr f = Z (Cl,i,i + aj,j) =2ntrA.

1<i,j<n
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Exercice 100 : [énoncé]
Si X est solution alors
tr(X) = tr(X) tr(A) + tr(B)

et donc
tr(X)(1 — tr(A4)) = tr(B).
Cas tr A # 1.
On obtient B)
tr
tr(X) =
M) =0
puis
tr(B)
=———A+B.
T—t(a) t
Inversement, cette matrice est bien solution.
CastrA=1.

Sous cas tr B # 0.

L’équation tr(X)(1 — tr(A)) = tr(B) est incompatible, il n’y a pas de solution.
Sous cas tr B = 0.

La solution X est de la forme AA + B avec A € R et inversement de telles matrices
sont solutions.

Exercice 101 : [énoncé]
Soit (e, ...,e,) une base de F avec eq,...,e,_1 € Ker f.
La matrice de f dans cette base est de la forme

0 0 N
A =
: )\nfl
0 0 A

avec A, = tr f.

On observe alors que A% = )\, A.

Ainsi si tr f = 1 alors A2 = A donc f? = f puis f est un projecteur.

Par l'isomorphisme de représentation matricielle dans une base donnée de E, on
peut retraduire le probléme matriciellement.

En considérant les éléments E; ; et E; ; + E; ; pour 1 <4 # j < n on forme une
base de M,,(R) telle que souhaitée.

Exercice 102 : [énoncé]
Les matrices A; sont des

On en déduit

matrices de projection et donc

trA; =rg A;.

k k
ngAi = ZtrAi =trl, =n.

=1 =1

k k
R"=ImY A;C Y ImA; CR"
=1 =1

Ainsi

k
Z ImA; = R"
=1

et la relation sur les rangs donne

k
Z dim(Im A4;) = dimR".
i=1

Les espaces Im A; sont donc en somme directe

k
Im Ak =R".
i=1

1=

Pour tout x € R", on peut écrire

r=Ax+- -+ Apx.

En particulier, pour le vecteur A;x, on obtient

Aj],‘

ZAlA]x—F—FAJJZ—i-—‘rAkAJJZ

La somme directe précédente donne alors par unicité d’écriture

et peut alors conclure.

Exercice 103 : [énoncé]

VI<i#j<k AAz=0
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(a)

(b)

Si f est bijectif (nécessairement n = p), il suffit de composer de part et
d’autre par f~! pour écrire
fogog=0 <= fog=0
< g=0.
Dans des bases adaptées, I'application linéaire f peut étre figurée par la

matrice J, canonique de rang r de type (n,p). Par représentation matricielle,
I’espace H est alors isomorphe &

{M e Myn(R)|J.MJ, =0,}.

Un calcul par blocs, montre que les matrices solutions sont celles de la forme

Mz(é g) avec A= 0,.

La dimension de H s’en déduit.

Soit (e1,...,e,) une base de E et u; ; I'endomorphisme de E envoyant e; sur
e; et les autres vecteurs de bases sur Op (u; ; est 'endomorphisme figuré par
la matrice élémentaire E; ;).

On peut écrire
n
f= Z Ak, 0Uk,¢
k=1

avec A = (ay¢) la matrice figurant f dans la base (e, ..., e,).

Sachant u; j o uge = d; puq e, il vient

n
Us, 5 of= E AjpUs ¢
=1

puis
n n
fougjof= E E Ak, iGj UL 0-
k=1 =1

La coordonnée selon u; ; de ¢(u; ;) est donc a;;a; ;. On en déduit

tr(p) = Z a;iaj,; = <Z1 am) <Zl aj,j> = (tr f)%

i,j=1

Exercice 104 : [énoncé]

(a)

En dimension finie, il suffit d’établir det f = 0 pour conclure. Or
det f = det(—f?) = (—1)*(det f)>.

Ainsi, det f est un réel solution de ’équation z = —z3 et donc det f = 0.

0 est la seule racine réelle du polynéme annulateur X3 + X et c’est donc la
seule valeur propre de f (0 est valeur propre car f n’est pas injectif). Si f est
diagonalisable, c’est ’endomorphisme nul ce que le sujet exclut.

Soit = € Im f N Ker f. On peut écrire z = f(a) et on a alors

=+ f(r) = f(a) + [*(a) =0.

Les espaces Im f et Ker f sont donc en somme directe et par conséquent
supplémentaires car la formule du rang donne dim Im f + dim Ker f = dim R3.
Soit z € E \ Ker f. Les vecteurs f(x) et f?(z) appartiennent & Im f.

Soit (\, i) € R? tel que

M (@) + uf?() = 0. 3)
En appliquant f aux deux membres
A2 (@) = pf(z) = 0. (4)

La combinaison A x (??) — u x (??), donne
(N 4+ 12) f (@) = 0.

Puisque f(z) # 0, on obtient A\? + 1 = 0 et donc (A, ) = (0,0).
La famille (f(z), f%(x)) est donc libre et constitue une base de Im f qui est
de dimension inférieure & 2 car f n’est pas surjectif.

Enfin, en complétant cette famille d’un vecteur non nul de Ker f, on forme
une base de R? dans laquelle la matrice de f est

-1

S = O
o O O

0
0

On conclut tr f = 0.

Exercice 105 : [énoncé]
Supposons que de telles matrices existent et posons M = AB — BA. D’une part

tr(M) = tr(AB) —tr(BA) =0
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et d’autre part M? =1,, et M est donc la matrice d’'une symétrie, semblable &

(Ié’ IO> avec p=dimKer(M —1,) et ¢ = dimKer(M + I;).
q

On a donc
p—q=0

et l’entier n = p + ¢ est nécessairement pair.
Inversement, si n est pair, on écrit n = 2p et les matrices A et B suivantes sont

solutions
(0 I, (0 0
A= (O O) b= (Ip 0>'

En résumeé, de telles matrices A et B existent si, et seulement si, n est un entier
pair.

Exercice 106 : [énoncé]
Si f=0alors fog=0.
Sinon il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

()

La matrice de g commutant avec f est de la forme

a b
0 a
et puisque g2 =0, a = 0.

Par suite la matrice de f o g est nulle.

Exercice 107 : [énoncé]
F,, est clairement un endomorphisme de C,,_1[X]. Sa matrice dans la base
(L,X,...,X" Y est A= (a;;)o<ij<n—1 avec a;; = ﬁw“. On remarque que

AA =1, car %ZZ;& wU=DF = §, .. Par suite F,, est un automorphisme et F;!
étant représenté par A, F;1(P) = ﬁ S e Pw R Xk

Exercice 108 : [énoncé]

(a) Les endomorphismes Aldg ont la propriété voulue.

(b) Les familles (eq,...,e,) et (e1 + €;,€2,...,€e,) engendrent le méme espace
vectoriel. Etant toutes deux formées de n vecteurs, si I'une est libre, 'autre
aussi.

(¢) Soit u un endomorphisme de E dont la matrice est diagonale dans toutes les
bases de FE.

La matrice de u dans la base (eq, ..., e,) est de la forme diag(A1, Aa, ..., \,).
Puisque la matrice de v dans la base (e; + ¢;,ea,...,€,) est aussi diagonale,
il existe a € R tel que

u(er +e;) = ale; +€;).

Or par linéarité
uler +e;) = uler) +ule;) = Mer + Aiey.
Par liberté de la famille (eq, e;) on identifie les scalaires et on peut affirmer
A= a =)\

Ainsi, si un endomorphisme & une représentation matricielle diagonale dans
toutes les bases de F, sa matrice est de la forme \I,, et donc cet
endomorphisme est de la forme Aldg.

(d) Soit u un tel endomorphisme. Si A = (a; ;) est sa matrice dans une base

(e1,...,en) alors sa matrice dans la base (e, 2es,...,ne,) a pour coefficient
général _

i,

i Y

et comme cette matrice doit étre égale & la précédente, on obtient
Vi,j € {1,...,n},i7éi = Q;; =0.

Ainsi, cet endomorphisme a une matrice diagonale dans toute base de E et en
vertu de ce qui précéde, il est de la forme AIdg avec A € R.

Exercice 109 : [énoncé]
Soit x € Ker f NIm f. Il existe a € R? tel que x = f(a) et alors

v = 1Y) = —1*(x) = ~[(f(@)) = ~(0) = 0.
Ainsi Ker f NIm f = {0} puis, par le théoréme du rang, on peut affirmer
R?® = Ker f @ Im f.

Si f2+1d = 0 alors f? = —Id puis (det f)? = det(—Id) = —1. C’est impossible.
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On en déduit que f2 +1Id # 0 et puisque f o (f2+1d) =0, on a Ker f # {0}.
Soit e; € Ker f non nul.

Puisque par hypothése f n’est pas 'application nulle, considérons

e = f(a) € Im f vecteur non nul. Posons e3 = —f(e2) € Im f.

On vérifie
fles) = —f*(e2) = —=f*(a) = f(a) = 2.

De plus les vecteurs e, et ez ne sont pas colinéaires.

En effet si e3 = Aeg, on obtient en composant par f, e; = —Ae3 et on en déduit
ea = —A%ey. Sachant ey # 0, on obtient A> = —1 ce qui est impossible avec A € R.
Puisque (ez,e3) est une famille libre de Im f et puisque (e;) est une famille libre
de Ker f, on peut affirmer que (e1, ez, e3) est une base de R3. Dans celle-ci, la
matrice de f est égale a A.

Exercice 110 : [énoncé]

(a) Dans la base canonique, la matrice de u — v est de la forme

0 2 *
0

2n

0 0

donc
rglu—v)=(n+1)—1=n.

(b) On peut aussi étudier le noyau de v — v et par un argument de périodicité
justifier que seuls les polynémes constants sont, éléments de ce noyau.

Exercice 111 : [énoncé]

Soit, f solution. La matrice de f relative & la base canonique est a coefficients
entiers. De plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique
sont des valeurs prises par f et comme f~1(Z") = Z", la matrice de f~! relative a
la base canonique est & coefficients entiers. Inversement, si f est un
automorphisme telle que f et f~! soient représentés par des matrices &
coefficients entiers dans la base canonique, il est immédiat que f(Z™) C Z™ et que
f~Y(Z™) c Z"™ donc que Z™ C f(Z™) et finalement f(Z") = Z". Notons que les
endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice & coefficients entiers
et qui sont de déterminant égal & 1 ou —1.
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