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Enoncés 1

Relations binaires

Relations d’équivalence

Exercice 1 [ 02643 [Correction]

Soit R une relation binaire sur un ensemble E & la fois réflexive et transitive.

On définit les nouvelles relations S et 7 par :
xSy <= (2Ry et yRx) et 2Ty <= (2Ry ou yRx).

Les relations S et 7 sont-elles des relations d’équivalences ?

Exercice 2 [ 02644 ] [Correction]
Soit F un ensemble et A une partie de E.
On définit une relation R sur p(F) par :

XRY «— XUA=Y UA.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence

(b) Décrire la classe d’équivalence de X € p(E)

Exercice 3 [ 02983 ] [Correction]
On considére sur F(F, F) la relation binaire R définie par :

fRg < Jp € S(E) telle que fop=ypog.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Décrire la classe d’équivalence d’une fonction donnée f € F(E, E).

Exercice 4 [ 02984 ] [Correction]
Soit R une relation binaire réflexive et transitive.
On définit une relation S par :

xSy < xRy et yRe.

Montrer que S est une relation d’équivalence et que R permet de définir une
relation d’ordre sur les classes d’équivalences de S.

Exercice 5 [ 02985 ] [Correction]
Soit (G, x) un groupe et H un sous groupe de (G, x).
On définit une relation binaire R sur G par :

TRy < xy '€ H.

Montrer que R est une relation d’équivalence et en décrire les classes
d’équivalence.

Exercice 6 [03243] [Correction]
Soit G un groupe multiplicatif de cardinal p® avec p premier et o € N*.
Montrer que

2(@) # {1},

Exercice 7 [02357] [Correction]

Soit E un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence sur E ayant k
classes d’équivalence et G = {(z,y) € E? | ¥Ry} le graphe de R supposé de
cardinal p. Prouver qu’on a n? < kp.

Calculs en congruence

Exercice 8 [o01190] [Correction]
Montrer que 11 | 2123 4 3121,

Exercice 9 [o1191 ] [Correction]
Quel est le reste de la division euclidienne de 1234*32% 4 43211234 par 77

Exercice 10 [o1192] [Correction]
Montrer que pour tout n € N :
(a) 6|50 +n (c) 5|22+l 4 32n+l
(d) 11]

381 x 5% 4 56m % 73

(e) 9]4"—-1-3n

(b) 7] 3ntl 4 on+2 (f) 152 | 16" — 1 — 15n

Exercice 11 [o1193] [Correction]
Trouver les entiers n € Z tel que 10 | n? + (n + 1)% + (n + 3)2.
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Exercice 12 [o03679 | [Correction]
Montrer que si n est entier impair alors

n?=11I8].

Exercice 13 [o036s0] [Correction]
Soient A, a,b € Z et m € N*. On suppose A et m premiers entre eux. Montrer

a=bm] < A=\ [m].

Exercice 14 [o02359 ] [Correction]
Soit A la somme des chiffres de 44444444 B celle de A et enfin C celle de B. Que
vaut C'?

Relations d’ordre

Exercice 15 [o1518] [Correction]
On définit une relation binaire < sur R par :

r<y < IneNy=z"

Montrer que < est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total 7

Exercice 16 [o1519 ] [Correction]
Soit < la relation définie sur F = {(z,y) € R? | x < y} par

(z,y) < (@'y) <= (z,y) = (2",y) ouy < a'.

Montrer que < est une relation d’ordre sur F.

Exercice 17 [o1520] [Correction]
On définit une relation binaire < sur {z € C | Im(z) > 0} par :

257 < |z| < || ou (2| = |2/| et Re(z) < Re(2)).

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre total.

Exercice 18 [o1521 | [Correction]

Soit E I’ensemble des couples (I, f) formé d’un intervalle I et d’une fonction réelle
définie sur 1.

On définit une relation < sur E par: (I, f) < (J,g) < I C Jet g|;= f.
Montrer que < est une relation d’ordre sur E.

Exercice 19 [o1523] [Correction]

Soient A, B deux parties d’un ensemble FE ordonné par <.

On suppose que A et B ont chacun un plus grand élément.

Qu’en est-il de AU B lorsque 'ordre est total ? lorsqu’il ne ’est pas?
Que dire de AN B?

Exercice 20 [o1524 ] [Correction]

Soit (F, <) un ensemble ordonné tel que toute partie non vide admet un plus
petit élément et un plus grand élément.

Montrer que E est fini.

Exercice 21 [o1525] [Correction]
Soit E un ensemble ordonné par une relation <.
Un tableau a n lignes et p colonnes est formé d’éléments a; ; € £ avec ¢ indice de
ligne(1 <4 < n) et j indice de colonne(1l < j < p).
On note le plus petit élément de chaque colonne et 'on prend le plus grand de ces
plus petits :

225, )
On note aussi le plus grand élément de chaque ligne et ’on prend le plus petit de
ces plus grands :
(a) Comparer ces deux nombres.

(b) Donner un exemple de non égaliteé.

Exercice 22 [02055 | [Correction]
Montrer qu’il n’existe pas de suite strictement décroissante d’entiers naturels.
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Supremum et infimum

Exercice 23 [o02107 ] [Correction]
Soit

A:{(—l)”—&-n}rl‘neN}.

Montrer que A est bornée, déterminer inf A et sup A.

Exercice 24 [o2108] [Correction]
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A C B.
Comparer inf A, sup A, inf B et sup B.

Exercice 25 [o02110] [Correction]
Soient A et B deux parties de R non vides et majorées.
Montrer que sup A, sup B et sup(A U B) existent et

sup(A U B) = max(sup A, sup B).

Exercice 26 [o02113] [Correction]
Pour n € N, on pose f,(x) = 2" (1 — x). Déterminer
lim  sup fn(z).

N+ 1e(0;1]

Exercice 27 [o0225] [Correction]
Soit A une partie non vide et minorée de R. On pose

m=infAet B=AN]—oo;m+1].

Déterminer la borne inférieure de B.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Les relations S et T sont clairement réflexives et symétriques.

Soient x,y,z € F.

Supposons xSy et ySz.

On a alors xRy et yRz donc xRz et aussi yRx et zRy donc zRx puis zSz.

Le raisonnement n’est plus valable avec 7 et on peut présumer que 7 ne sera pas
une relation d’équivalence.

Prenons pour R la relation divise définie sur N*. On a 2 | 6 et 3 | 6 donc 276 et
673 or 2 3.

Ici la relation 7 n’est pas transitive.

Exercice 2 : [énoncé]

(a) La relation étudiée est évidemment réflexive, symétrique et transitive.

(b) Y € CI(X) < YUA=XUA.
Soit Y e Cl(X).OnaYUA=XUA
VeeY\AonazeYUA=XUAet z ¢ Adoncz e X\ A Ainsi
Y\AC X\ Aetinversement X \ACY \ Adonc X\ A=Y\ A
Puisque Y = (Y\A)U (Y NA) onaY =(X\A)UB avec B € p(A).
Inversement soit Y = (X \ A) U B avec B € p(A).
OnaYUA=(X\AUBUA)=(XNAUA=XUA,
Finalement CI(X) = {(X\ A)UB | B € p(A)}.

Exercice 3 : [énoncé]
(a) foldg =1Idgo f donc fRf.
Si fRg alors il existe p € S(E) telle que f o ¢ = ¢ o g mais alors
gop l=¢ o f donc gRf.
Si fRg et gRh alors il existe ¢, € S(E) telles que fop =¢pog et
goy =1ohdonc fo =0ohavec § =potp € S(E). Ainsi fRh.
(b)
geCUf) <= FpeS(E),g=¢p 'ofop.

Finalement

Cl(fy={¢ 'ofop|pecSE)}.

Exercice 4 : [énoncé]

S est réflexive, symétrique et transitive sans difficultés.

On définit Cl(z) < Cl(y) <= zRy. La relation < est bien définie, réflexive
transitive.

Si Cl(z) = Cl(y) et Cl(y) < Cl(z) alors Sy donc Cl(z) = Cl(y).

Exercice 5 : [énoncé|
Soit z € G. On a xRx car zx~ ! =1 € H.
Soient x,y € G. Si ¥Ry alors zy~! € H et donc yz~! € H d’ou yRx.
Soient x,1y,z € G. Si xRy et yRz alors xy~' € H et y2~! € H donc 227! € H
d’ott zRz.
Finalement R est une relation d’équivalence.
Soit a € G.
r€Cl(a) <= zRa < za 'c H

donc
Cl(a) = Ha={ha|h € H}.

Exercice 6 : [énoncé]
Considérons la relation binaire R sur GG définie par

11 Rys < dz € G,zy; = yox.

Il est immédiat de vérifier que R est une relation d’équivalence sur G. Les classes
d’équivalence de R forment donc une partition de G ce qui permet d’affirmer que
le cardinal de G est la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R.
Une classe d’équivalence d’un élément y est réduite & un singleton si, et seulement
si,

Ve € G,zy = yz.

ie.
y € Z(Q).

En dénombrant G en fonction des classes d’équivalence de R et en isolant parmi
celles-ci celles qui sont réduites & un singleton on a

CardG = Card Z(G) + N

avec N la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R qui ne sont pas
réduites a un singleton.

Pour poursuivre, montrons maintenant que le cardinal d’une classe d’équivalence
de la relation R divise le cardinal de G.
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Considérons une classe d’équivalence {yi,...,y,} pour la relation R et notons
H, ={z € G|zy1 = yiz}.
Pour i € {1,...,n}, puisque y1 Ry;, il existe z; € G tel que
TiY1r = YiZi-
Considérons alors 'application ¢: H; — H; définie par
o(x) = x;.

On vérifie que cette application est bien définie et qu’elle est bijective.
On en déduit
CardHy =...=Card H, =m

et puisque G est la réunion disjointes des Hy, ..., H,
Card G = mn = p*.

Ainsi toutes les classes d’équivalences qui ne sont pas réduites & 1 élément ont un
cardinal multiple de p et donc p | N.
Puisque p divise Card G = Card Z(G) + N, on a

p | Card Z(G).
Sachant Z(G) # 0 (car 1 € Z(G)) on peut affirmer

Card Z(G) > p.

Exercice 7 : [énoncé]

Notons nq,...,ny les cardinaux respectifs des k classes d’équivalence de R. D’une
part n =ny + - - - + ny, d’autre part p = n} + - -- + ni. Par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz : (nq + -+ +ng)? < k(n? +--- +n3).

Exercice 8 : [énoncé]

25 = —1[11] donc 21 =1 [11] puis 2!23 = 2120 x 23 = (210)12 x 8 =1 x 8 = 8 [11].

35 =1[11] donc 3! =320 x 3 = (3°)2 x 3 =1 x 3 =3 [11].
Ainsi 2123 4+ 3121 =8 + 3 =0 [11] et donc 11 | 2123 4 3121,

Exercice 9 : [énoncé]

1234 = 2 [7] et 23 = 1 [7] donc 12344321 = 24321 — 94320 ;9 — ] 2 = 2 [7].
4321 = 2 [7] donc 43211234 = 21234 — 91233 9 — 1 x 9 = 2[7].

Par suite 1234321 + 4321'231 = 2 + 2 = 4 [7]. Le reste cherché est 4.

Exercice 10 : [énoncé]

(a) Pour n =0,1,2,3,4,5 on a n® = n [6] donc 5n® +n = 6n = 0 [6].
(b) 32n+l 4 ont2 = 3(32)n 442" = 3.2" +4.2" =7.2" =0 [7].
(c) 22nFl 4 32+l = 2(22)" 4+ 3.(3%)" = 24" + 34" =5.4" = 0 [5].
(d) 3% x 51+ 5" x 73 =5" x 9+ 5" x2=11 x 5" =0 [11].

)

4" —1-3n=A-1)1+4+-+4"1)-3n=31+4+---+4"1 —n)
orl4+4+--44"1—n=1+---+1-n=n-n=0[3] donc 9 | 4" —1— 3n.
(f) 16" —1—15n = (16 —1)(1+16+---+16""1)—15n = 15(1+16+- - - +16""1 —n)
or 1416+ --+16"1—n=1+---+1—n=n—n=0][15] donc

152 | 16" — 1 — 15n.

Exercice 11 : [énoncé]

On a
n 01 2 3 45 6 7 89
n2+m+1%2+®m+32%2/0 1 8 1. 0 5 6 3 6 5
donc 10 [n? 4+ (n+1)? + (n+3)? <= n=0o0u4[10].

Exercice 12 : [énoncé]
On peut écrire n = 2p + 1 et alors

n®=2p+1)>=4dp(p+1)+ 1.

Puisque I'un des facteurs de p(p + 1) est pair, le produit 4p(p + 1) est multiple de
8 et donc
dp(p+1)+1=1][g].

Exercice 13 : [énoncé]

(=) Sia=b[m] alors m divise b — a et divise a fortiori \b — Aa = A\(b — a).
(<= Si Aa = Ab [m] alors m divise A(b — a). Or m et \ sont supposés premiers
entre eux donc, en vertu du théoréme de Gauss, m divise b — a.
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Exercice 14 : [énoncé]

Posons z = 4444444 4444 = 7 (9], 73 = 1 [9] donc 4444%444 =7 [9).

x < 10°%444 donc A < 9 x 5 x 4444 = 199980, B < 9 x 5 + 1 = 46 puis
C<449=13.

OrC=B=A=x19donc C =7

Exercice 15 : [énoncé]
Soit x > 0, on a x = z"™ pour n =1 € N donc z < z. La relation < est réflexive.
Soient x,y > 0, si x < y et y < = alors il existe n,m € N tels que y = " et

r=ym
On a alors £ = 2™ donc Inz = nmInz
Siz=1lalorsy=2"=1=u=x.

Siz#1alorslnz # 0 puis 1 =nm. Or n,m € Ndonc n=m
Finalement la relation < est antisymétrique.

Soient x,y,z>0 Sizxyety<zalorsdn,meNtelsquey=z"et z=y
On a z = 2™" avec mn € N donc z < z. La relation < est transitive.
Finalement < est une relation d’ordre.

Cet ordre n’est pas total car, par exemple, 2 et 3 ne sont pas comparables.

=1 puis z = y.

m

Exercice 16 : [énoncé]

< est clairement réflexive et transitive.

Si (z,y) < (2,y') et (2/,y') < (2,y) alors (z,y) = (2
et donc (z,y) = (z,z) = (2',y).

Wlouz<y<a' <y <z

Exercice 17 : [énoncé]

< est clairement réflexive.

Siz <2 et 2/ X z alors nécessairement |z| =
car Im( ), Im(z ) > 0.

Siz=xz' etz 52" alors si |z| < |2”| alors z < 2” et sinon |z| = |2/| = |2”] et donc
Re(z) < Re(2') < Re(z”) ce qui permet & nouveau d’affirmer z < 2”.

Pour 2,2 € {z € C|Imz > 0}.

Si|z| < |#/| alors z < 2/

Si |z| > |#/| alors 2’ <X z.

Si |z| = |Z/| alors dans le cas ot Re(z) < Re(z') on a z <
complémentaire, on a 2z’ X z.

Dans tout les cas z et 2z’ sont comparables, la relation d’ordre est totale.

|z’| et Re(z) = Re(#') donc z = 2/

2’ et, dans le cas

Exercice 18 : [énoncé]
La relation est clairement réflexive.

Si(I,f)x(Jg)et (J,g)x (I, f)alorsI CJ, JCIetg|lj=fdoncl=.Jet
f=g

Si(1,f)=(J,g)et (J,g) < (K,h)alors I CJ C K et hyy = (h|s)|r= glr= f donc
(L, f) < (K ).

Finalement < est une relation d’ordre.

Exercice 19 : [énoncé]

Si Pordre est total A U B posséde un plus grand élément :

max(A U B) = max(max(A), max(B)).

Si ’ordre n’est pas total, les plus grands éléments de A et de B peuvent ne pas
étre comparés aux éléments de A et B. Dans (N*,|), pour A = {2,4} et

B ={3,9}, A et B ont un plus grand élément alors que AU B n’en a pas.

AN B peut ne pas posséder de plus grand élément, cet ensemble peut notamment
étre vide.

Exercice 20 : [énoncé]
Par I’absurde supposons E infini.

Posons g = min E, 1 = min E \ {x0},. ..
L’ensemble {xg, ..., zn,

, Tp =min B\ {zo,Z1,...,Zpn_1},.-.
..} n’a pas de plus grand élément. Absurde.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Pour tout 1 <m < p,
im < Max a;j

1<;<p
donc
min a;,, < min max a;;
1<i<n 1<i<n 1<5<p
puis

max min a;,,

(Jax | min a;, < min max Q;,j-

1<i<n 1<j<p

(b) Pour le tableau (:1)) 3)

max min a;; =2 et min max a;; = 3.
1<j<21<i<2 1<i<21<5<2
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Exercice 22 : [énoncé]

Par l’absurde, supposons que (u,,) soit une telle suite.

A = {uy | n € N} est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit
élément m.

Puisque m € A, il existe n € N tel que m = u,,. Mais alors

Upy1 < Up < m = min A. Absurde.

Exercice 23 : [énoncé]

YneN -1 < (-1)"+ n%_l < 2 donc A est bornée.

A est une partie de R non vide et bornée donc inf A et sup A existent.

n 0 1 2 3

(-D)"+ 252 —1+35 1+5 —1+1

2 est plus grand élément de A et donc sup A = max A = 2.

A est clairement minorée par —1 et (—1)**! 4 L5 — —1 donc il existe une suite

d’éléments de A qui converge vers —1 donc inf A = —1.

Exercice 24 : [énoncé]

A et B sont des parties non vides et bornées de R donc les bornes sup et inf
considérées existent.

Pour tout a € A, on a a € B donc a < sup B. sup B majore A donc sup A < sup B.
Pour tout a € A, on a a € B donc inf B < a. inf B minore A donc inf B < inf A.
Enfin, puisque A # 0, inf A < sup A.

Exercice 25 : [énoncé]

A, B, AU B sont des parties de R non vides et majorées donc

sup A, sup B, sup(A U B) existent dans R.

Pour tout x € AU B on a x < max(sup 4, sup B) donc
sup(A U B) < max(sup A, sup B).

Puisque A, B C AU B on a sup 4, sup B < sup(4 U B) donc
max(sup A,sup B) < sup(A U B)

puis ’égalité.

Exercice 26 : [énoncé]
La fonction f, est dérivable avec

fl(z)=na" 11 —2)— 2" =nz" ' — (n+1)z".

On en déduit les variations

X

fn(x)

avec T, = 2= € [0;1] et

nil
M, fu() 1 Lyt —0
n= sup folz)={1- .
me[OI;)l] n+1l) n+1

Exercice 27 : [énoncé]
Puisque m + 1 ne minore pas A, la partie B est non vide.
De plus B C A donc la borne inférieure de B existe et

inf A <inf B.

Soit x € A, si z < m+ 1 alors € B et donc x > inf B.
Siz > m+ 1 alors & nouveau z > inf B.
Ainsi inf B minore A et donc

inf A > inf B.

Finalement
inf A = inf B.
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