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Enoncés 1

Calcul asymptotique

Comparaison de suites numériques

Exercice 1 [ 02281 ] [Correction]

Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes et donner leur limite :

(a)un: b UHZM C) Up = Y=
(n +3Inn)e”(+1) Q ntl (© Vn?—n+1

Exercice 2 [ 00236 | [Correction]

Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes et donner leur limite :

3 3_ n
(a) u, = —Ydl (b) u, = Zrjondl (c) up = §e

Exercice 3 [ 02282 [Correction]
Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes :

(a) unzﬁ—# (b) u, = (¢) up, =

Exercice 6 [o02287] [Correction]
Soit (uy,) une suite décroissante de réels telle que

1
Up + Up41 ~ —.
n

(a) Montrer que (u,) converge vers 0T,

(b) Donner un équivalent simple de (uy,).

Exercice 7 [02286] [Correction]
Soient (uy,), (vn), (wy), (tn) des suites de réels strictement positifs telles que

Uy ~ Uy €6 Wy, ~ t,.

Montrer que
Uy + Wy ~ Vpy +Tpe

Exercice 8 [02284] [Correction]
Pour n € N, on pose

Up =01+ 114204l = kL
k=0

Exercice 4 [ 00235 ] [Correction]
Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes :

(a) u, = sin \/ﬁ (b) w, = In <sin 1) (¢) up, =1—cosi

n

Exercice 5 [o01472] [Correction]
Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :

(@) 2yF— Vi FT—  (b) Mo @) "Ya¥1- ¥m

vn—1

vn+1l—+yn—1 VIn(n + 1) — In(n)

Montrer que u,, ~ n!.

Exercice 9 [ 02285 [Correction]
On pose

"1
Sp=) —.

(a) Justifier que
1

vn+1
(b) Déterminer la limite de (S,,).
(¢) On pose u, =S, — 2y/n. Montrer que (u,,) converge.

1

<2(Vn+1-+vn)<

Bl

(d) Donner un équivalent simple de (S,,).
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Exercice 10 [oo0301 ] [Correction]
On étudie ici la suite (S,,) de terme général

(a) Etablir que pour tout ¢ > —1, In(1 +¢) <t et en déduire

¢
In(l+1)> ——.
n(l+1) =

(b) Observer que
Inn+1) <S5, <lnn+1

et en déduire un équivalent simple de S,,.

(¢c) Montrer que la suite u, = S, — Inn est convergente. Sa limite est appelée
constante d’Euler et est usuellement notée ~.

Exercice 11 [o02459 ] [Correction]
Montrer que, au voisinage de +o0,

/"3 dt 1
Up = — ~ .
" n2 1+ 12 n2

Calcul de limites de suites numériques

Exercice 12 [o02283] [Correction]
Déterminer la limite des suites (u,,) suivantes :

(b) u, = <1 + sin i)

(a) up =

ny [ In (1 + ngl_H)

Exercice 13 [o01473] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :

(a) lim, oo msin %

(b) lim, e (n sin 711)

(¢) limp—yoo n?((n+ 1)Y/" —nl/n)

Exercice 14 [o1474 ] [Correction]
Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer

i (VY

n—-+oo

Exercice 15 [o01475 | [Correction]

Déterminer
lim (3¢/2-2V3)".

n—-+4o0o
Calcul de développements asymptotiques de suites

Exercice 16 [o1459 | [Correction]
Reéaliser un développement asymptotique de la suite considérée & la précision
demandée :

(a) u, =In(n+ 1) a la précision 1/n?

(b) u, =+v/n+1—+/n—1ala précision 1/n?

(¢) up =+/n++/n—+/nalaprécision 1/n
)

Uy = (1 + }1) a la précision 1/n2.

Exercice 17 [o00323 ] [Correction]
Développement asymptotique & trois termes de :

n
.k
Uy = g sin — .
T TL2
k=1

Exercice 18 [o1476 ]| [Correction]
Former le développement asymptotique, en +o0o, & la précision 1/n? de

1 n
Up = — k!
n! kZ:O
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Exercice 19 [o27ss8 ] [Correction]

Donner un développement asymptotique de <;, ZZ:O k!) a la précision

P neN
o(n=3).

Exercice 20 [o05029 ] [Correction]
Pour tout n € N*, on pose

n

1 n
ap, = E—ln(n—i—l) et anZ
k=1 k=1

—In(n).

> =

(a) Etablir que In(1 + ) < z pour tout x € |—1; +o0l.
(b) Justifier que les suites (an)n>1 €t (bn)n>1 sont adjacentes.

On note v leur limite commune !

(a) Justifier le développement

1
; T no In(n) + v + o(1).

Etude asymptotique de suites de solutions d’une
équation

Exercice 21 [o2289 ] [Correction]
Soit n un entier naturel et F, I’équation x + Inx = n d’inconnue z € R}.

(a) Montrer que ’équation E,, posséde une solution unique notée x,,.
(b) Montrer que la suite (x,,) diverge vers +oo.

(c) Donner un équivalent simple de la suite (z,,).

Exercice 22 |[o1477 | [Correction]
Soit f:]0;4o00[ — R la fonction définie par

f(z)=Inz+x.

(a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique z,, tel que f(x,) = n.

1. Il agit de la constante d’Euler, v = 0.577 4 10~3 prés.

(b) Former le développement asymptotique de la suite (z,,)nen a la précision
(Inn/n).

Exercice 23 [ 00311 ] [Correction]

a) Pour tout n € N, justifier que l’équation
J
x + e =n

posséde une unique solution z,, € R.
(b) Déterminer la limite de (z,) puis un équivalent de a,.

(c) Former un développement asymptotique a trois termes de x,, quand n — +oo.

Exercice 24 [o1478] [Correction]

Montrer que I’équation tan x = 1/x posséde une unique solution x,, dans chaque
intervalle I, = |—n/2;m/2[ + nn (avec n € N*).

Reéaliser un développement asymptotique & quatre termes de x,,.

Exercice 25 [02599 | [Correction]
Soient n € N* et ’équation

(BEp): 2" +x—1=0.
(a) Montrer qu'il existe une unique solution positive de (E,,) notée z,, et que

limy, 400 T, = 1.

(b) On pose y, =1 — z,,. Montrer que, pour n assez grand,

Inn Inn
5 SYn <2—
2n n
(on posera. fu(y) = nln(1 — ) — In(y)).
(c) Montrer que In(y,) ~ —Inn puis que

Inn <lnn>
wn=1— 2020,
n n

Exercice 26 [ 00316 ] [Correction]

Montrer que I’équation 2™ + 22 — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement
positive pour n > 1. On la note z,,. Déterminer la limite ¢ de la suite (z,) puis un
équivalent de x,, — /.
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Exercice 27 [o0317 ] [Correction]
Pour tout entier n > 2, on considére I’équation (E,): 2™ = z + 1 dont I'inconnue

est x > 0.

(a) Montrer ’existence et 'unicité de z,, solution de (E,).

(b) Montrer que (z,) tend vers 1.

(c) Montrer que (z,,) admet un développement limité & tout ordre. Donner les
trois premiers termes de ce développement limité.

Exercice 28 [o0318] [Correction]
Pour n > 2, on considére le polynome

P,=X"—nX +1.

(a) Montrer que P,, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée x,,.

(b) Déterminer la limite de z,, lorsque n — +o0.

(c) Donner un équivalent de (x,,) puis le deuxiéme terme du développement
asymptotique x,.

Exercice 29 |[oo0312 ] [Correction]

(a) Soit n € N. Montrer que ’équation 2™ + Inx = 0 posséde une unique solution
x, > 0.

(b) Déterminer la limite de x,.

(c) On pose u,, = 1 — x,,. Justifier que nu,, ~ —Inu,, puis déterminer un
équivalent de u,.

Exercice 30 [o02471] [Correction]
Soit f(z) = (cosz)™* et (C) le graphe de f.
(a) Montrer existence d’une suite (x,,) vérifiant :
(b) (z,) est croissante positive.
ii) la tangente & (C) en (x,, f(x,)) passe par O.
(c) Déterminer un développement asymptotique a 2 termes de (x,).

Exercice 31 [o4139] [Correction]
On étudie I'équation tanz = x d’inconnue x réelle.

(a) Soit n € N. Montrer que cette équation posséde une unique solution x,, dans
lintervalle I,, = |—7/2;7/2[ + n.

(b) Déterminer un équivalent de la suite (z,),en ainsi définie.

(c) Realiser un développement asymptotique & trois termes de x,.

Etude asymptotique de suites récurrentes

Exercice 32 [o02302] [Correction]
On consideére la suite (u,) définie pour n > 1 par

unz\/n+\/(n—1)+---+ 2+ V1.

a) Montrer que (u,) diverge vers +oo.

(
(b) Exprimer u,+1 en fonction de u,.

)
)
(c) Montrer que u, < n puis que u, = o(n).
(d) Donner un équivalent simple de (uy,)-

)

(e) Déterminer lim, oo Uy — /7.

Comparaison de fonctions numériques

Exercice 33 [o1s821] [Correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 400 :

(b) VaZ+1+ Va2 -1 () VaZ +1—+22 -1

Exercice 34 [o0306 | [Correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 400

(a) Dl 4 (¢) zln(z+1) —(z+1)Inx

Inx

(b) vIn(z +1) — /In(z — 1)

Exercice 35 [o1823] [Correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0

(a) V1422 —+/1— 22 (c) e +x—1

(b) tanz —sinz

Exercice 36 |[oo313 | [Correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0
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: 2 2 . Lne Inz
(a) In(1 +sinx) (¢) (In(1+z))" — (In(1 — 2)) (a) limg—yto0 5rr (b) Tim L) (c)
(b) In(In(1 4 z)) z—+4o00 | Tz limg s 4 oo ln(% \/xz"’Jrl)
Exercice 37 [00305] [Correction]
Déterminer un équivalent de In(cosx) quand x — (7/2)~ Exercice 43 [o1462 ] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :
Exercice 38 [o1461 | [Correction] . 1 1 . 1 1 ) 1w _
lim,; 0 =5 — =5 b) lim; 0= — = (tz) ""—e
Déterminer un équivalent simple des fonctions proposées au voisinage de 0 : (a) limg o0 5oz — 22 (b) lima0 In(14x) (c) limg o z
(a) x(24cosz)—3sinz (b) z* — (sinx)® (c) arctan(2x) —
2 arctan(x)
Exercice 44 [o01463 ] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :
Exercice 39 [o1s24] [Correction]
Soit f: R — R une fonction décroissante telle que (a) (b) (c)
1/(2— zlnx : z%—a”®
1 lim 2% 1 3% /(2=2) lim In(1+x) limg o arctan x—arctan a
Fa)+ fla 1)~ 2 w2 | e rorroe | e avec a > 0
oo T
(a) Etudier la limite de f en +oo.
b) D équivalent d .
(b) Donner un équivalent de f en o0 Exercice 45 [ 03381 ] [Correction]
Déterminer
Calcul de limites de fonctions numériques lim In(z)In(1 — ).

Exercice 40 [o1s22] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :
Exercice 46 |[os028 ] [Correction]

. —x 2 . — . T _

(3) iy oo 2522 (b) oo 2RI (0] Do B | | | |

(a) Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle dont a est une

extrémité finie ou infinie. On suppose

Exercice 41 |[oo704 | [Correction]
Déterminer les limites suivantes : f(z) r—a L oet g(x) (f(x) o 1) r—a ¢ € RU {+o0}.
(a) limg_,o+ z:f# (b) lim,_,o+ 131(;:%22) (c¢) limg_yq % Etudier la limite de f(z)9(®) lorsque z tend vers a.

(b) Application: Etudier

In(z)
Exercice 42 [o0705 | [Correction] lim 1 + In(2z) .
r—+o0 \ T ln(m)

Déterminer les limites suivantes :
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Calcul de développements limités

Exercice 52 [o1451 | [Correction]

Exercice 47 [o01447 ] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(w/4) de sinx
(b) DL4(1) de 2
(¢) DL5(0) de shxch(2z) — chz.

Exercice 48 [ 00226 ] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :

(a) DLs3(0) de 1n<ﬂfj11)

(b) DL3(0) de In(1 + sinx)
(c) DL3(1) de cos(In(x))

Exercice 49 [oo745 ] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(0) de In(1 +€%)
(b) DL3(0) de In(2 + sinx)

(¢) DL3(0) de v/3 + cosx

Exercice 50 [ 00292 ] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(0) de eV
(b) DL3(0) de In(1 + /1 +z)
(C) DL?;(O) de 111(3@1 + e,x)

Exercice 51 [o1448 ] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :

(a) DLy(0) de (1+z)'/*

(b) DL4(0) de 1n<si;;x>

(c) DL4(0) de ln<5};$)

Déterminer les développements limités suivants :
(a) DL3(0) de 20+

et —1

(b) DLQ(O) de arctan

tanx

(¢) DLo(1) de =2

Inz

Exercice 53 [oors1 | [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(0) de &=sinz

l1—cosx

(b) DLy(0) de —Sn)

exp(z)—1

(c) DL3(0) de %

Exercice 54 |[oo0231 | [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(0) de 1n(f;11>
(b) DL3(0) de v/3+ cosz
(c) DLy(0) de (14 2)/*
(d) DLs(0) de 2ltz)

et —1

Exercice 55 [o01449 ] [Correction]
Former le DL3(1) de arctan x

Exercice 56 [o1452] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL1o(0) de [7 \/1dfr7

k

(b) DL1goo(0) de hl( 29:90 JIZ!)

Exercice 57 [o01453 ] [Correction]
Exprimer le développement limité & 'ordre n en 0 de \/1177 a ’aide de nombres

factoriels.
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Exercice 58 [o01454 ] [Correction]
Pour @« = —1/2 et k € N, exprimer
ala—1)...(a—k+1)
k!

4 ’aide de nombres factoriels.
En déduire une expression du DLs,11(0) de ﬁ puis du DLo,42(0) de

arcsin(z).

Exercice 59 [00233] [Correction]
Exprimer le développement limité général en 0 de arcsinz.

Exercice 60 |[o01455 ] [Correction]
Pour n € N, déterminer le développement limité & ’ordre 2n + 2 de x +— %ln
On pourra commencer par calculer la dérivée de cette fonction.

1+x
1—x°

Exercice 61 [o1456] [Correction]
Montrer que 'application f: R — R définie par f(z) = ze®” admet une
application réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~1.

Exercice 62 [o02519 ] [Correction]
Soient n € N, n > 2 et f 'application de R dans R définie par

flx) = x"sin(i) sixz#0et f(0)=0.

(a) Montrer que f est dérivable sur R.
(b) f admet-elle un développement limité en 07 si oui & quel ordre maximal ?

Applications a I’étude locale de fonctions

Exercice 63 [o1464 ] [Correction]
Soit f:]—1;0[U]0;+oo] — R définie par

f(=)

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est
alors dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport & sa tangente en
ce point ?

_ In(l+z)—2

2

Exercice 64 |[o1465 | [Correction]

Soient @ un réel non nul et f la fonction définie au voisinage de 0 par
In(1 + ax)
o)==

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles f présente un point
d’inflexion en 0.

Exercice 65 [o1466] [Correction]
Montrer que la fonction

C T
[z et —1

peut étre prolongée en une fonction de classe C! sur R.

Exercice 66 |[o01470 ] [Correction]

Soit f: R — R définie par
e~V gig # 0
J(@) = {0 sinon.

Montrer que f est de classe C* et que pour tout n € N, f(")(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL,,(0) sont nuls.

Exercice 67 [ 01471 ] [Correction]
Soit f:]0;1[U]1l;+oo[ — R lapplication définie par

1}2 d
fo=[ o

(a) Montrer que f est convexe sur |0;1[ et ]1;4o0].

(b) Montrer que, pour tout > 1 on a :

2 2 2
oxpdt oAt o2 dt
< — < —_—
. tlnt = J, Int~ J, tlnt

En déduire que lim; 14+ f(z) = In 2. De méme, établir : lim,_,;_ f(z) =In2.

(c) On prolonge f par continuité en 1, en posant f(1) = In2.
Montrer que f ainsi prolongée est de classe C2 sur ]0; +ool.
Etablir la convexité de f sur ]0;4o0l.
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Calcul de développements asymptotiques de fonc-
tions

Exercice 68 [o01457 ] [Correction]
Former le développement asymptotique en 0 de l’expression considérée a la
précision demandée :

(a) 1n(1+:1:)

N PRI 5/2
NS la précision x

(b) 2% & la précision (z1nx)?

Exercice 69 [o1458] [Correction]
Former le développement asymptotique en +oco de l'expression considérée a la
précision demandée :

(a) vz +1 ala précision 1/x3/2,
(b) xln(z +1) — (z+ 1) Inz a la précision 1/z2.

x
(c) (T) a la précision 1/z2.

Exercice 70 [o5030] [Correction]

Soit ¢: ]—1;400[ = R la fonction définie par ¢(s) = s — In(1 + s) pour tout

s> —1.

(a) Montrer que ¢ définit par restriction aux intervalles |—1;0] et [0; +oo[ une
bijection ¢_ :]—1;0] = [0; +o0o[ et une bijection ¢4 : [0;4o00[ = [0; +00].

(b) Donner un équivalent de ¢(s) lorsque s tend vers 0 et en déduire des
équivalents des bijections réciproques ¢ et ¢_ en 0 par valeurs supérieures.

(c) Former un développement asymptotique & trois termes de ¢ et o_ en 0F.
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Exercice 1 : [énoncé]
(a) u, = —”ee_n -0
(b) uy, ~ —212" -0
(¢) up ~n'/? — +oo.
Exercice 2 : [énoncé]
(a) up ~ —in — —o0
(b) up, ~ 2n — 400

(c) un~3"—,i%+oo

Exercice 3 : [énoncé]

(a)

(b)
Up = 2 = 2 = !
T VnHltvn—1  Va+o(yn)+Vn+o(Vn) /i o(y/n)

(c)
u,L:Mln(l—Fi) ”\/z:\}ﬁ

car ln(l + }L) ~ % puisque % — 0.

~

Exercice 4 : [énoncé]

— 1 1 1 1
(a) un—blnﬁwﬁwﬁcarﬁ%&
(b) sint ~ L - 0+£1doncu, ~Int=—Inn.

(¢) u, = 2sin® 5~ iy

Exercice 5 : [énoncé]

(a)
1

dny/n’

2vn—vVn+l—vn—1~

(b)
In(n+1) —Inn In(1+1/n) N 1/n _ 2
N e N TN Y e VR VA VET RNy

In(n+1) Inn

(c) "Wn+1—-3{n=c 0 —en
m<n+n:1+1n(n+1)+1(1n(n+1))2+é(m(n+1)>3+o<<lnn>3>

e n+1

n+1 2\ (n+1) (n+1) n3
et ) 3
Inn Inn 1/Inn 1/Inn (Inn)?
e =14 — 4 (— ) +2(—]) +o
n 2\ n 6\ n n3
donc | | )
N o~ Inn n nn
V= =Ty <n>“n

Exercice 6 : [énoncé]

(a) (uy) est décroissante donc admet une limite £ € RU {—o0}.
Puisque uy, + tp41 ~ % — 0T, onaf+¢=0doncf=0.
De plus, a partir d’'un certain rang : 2u,, > u, + Up41 > 0
(b) Par monotonie
Un+1 + Un < 2Up < Up—1 + Un
avec Un41 + Up ~ = €6 Up_1 + Up ~ —5 ~ + donc 2u, ~ L puis

1
Upy ~ —.
" 9n

Exercice 7 : [énoncé]
Supposons u, ~ v, et w, ~ t,. On a

tn || (= V) o (0 = )
Uy + 1y Up +tn
donc
Un+wn_1 < |un_vn|+|w”_tn‘: ul_l + %_1 — 0.
Up +tn Un 128 Un n

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections 10

Exercice 8 : [énoncé] (a) On étudie la fonction ¢ — ¢ — In(1 4 ¢) pour établir la premiére inégalité. On
On a en déduit
n—2 In(1 — _t ) < .
up =nl+ (n—1)1+ Y K 1+t~ 1+t
k=0 donc
or ! m(lit)g_lit
=D _1 e
n! n puis 'inégalité voulue.
et (b)
) - Z;gk!lei<§(”*2)!f§ [ S n 4 n 1
- nl n! — nl nn—1) — n ZE n H<1+k> =Mn(n+1)
k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
donc et
n—2 n—1 1
Up =0l + (n— 1)1+ Y k' =nl+o(n!) ~ nl Sh —HZ l/k <1+hn(]] (1+k> =1+Inn.
k=0 k=1
On en déduit
S, ~ Inn.
Exercice 9 : [énoncé] (c)
1 1
(3) 9 Un+1—un:1_'_/1n/_1n<1+><0
n n
Vn+1—+/n
2 )= vn+1+ f donc (uy,) est décroissante. De plus u,, > In(n+ 1) —Inn > 0 donc (u,,) est

minoré r sui nvergente.
donc orée et par sulte convergente

—_

<2(Vn+1-+vn)< T
Exercice 11 : [énoncé]
(b) On peut calculer I'intégrale

S, > 2(\/k +1-— \/%) =2vVn+1-2 u,, = arctann® — arctan n2.

Or pour z > 0,

i

el
I
—_

puis S,, = +o0.

(€) Uns1 —up = m 2(v/n+1—/n) <0 donc (u,) est décroissante.
Or up, = Sp, —2y/n>2v/n+1-2-2/n> -2 donc (u,) est aussi minorée. donc ) ) ) )
Par suite (un) converge. u, = arctan — = arctan — = —+ o<2> ~ .
n n n n n

(d)

1 s
arctan x + arctan — = —
x 2

Sy = 2vn +u, = 2/n +o(v/n) ~ 2v/n.

Exercice 12 : [énoncé]

(a) 1n<1+n21+1) Nﬁw# car n2+1 — 0. Par suite u, ~ 1 — 1.

Exercice 10 : [énoncé]
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= A~ = =
n n n

(b) u, =e" In(14sin 7) ln(l + sin i) ~sint ~ L donc nln(l + sin 1) — 1 puis Exercice 16 : [énonce]

Uy — €.
(C) Uy = e\/7L+llnn—\/ﬁlr1(n+1)’

VAtilnn— val(n+1) = (Vatl —\/ﬁ)mn_mn(H;).
_ Inn . Inn Inn

Or (Vn+1—+y/n)lnn= T e = Tty ™ e e

\/ﬁln<1—|— 711) ~ % :o<;\‘/’%> donc

vn+1llnn—+/nln(n+1) = ;‘7’% —1—0(21‘3/%) — 0 donc u,, — 1.

Exercice 13 : [énoncé]

(a) nsin% ~ 2 =1 donc lim,,_ s nsin% =1

n
n
n? 2

L n
(b) (n sin 711> — en2 In(nsin L) _ e_é-‘ro(l) donc lim,,_s o0 (n sin i) = %_
(c) n?((n+1)Y" —nl/n) = el nz(eln(ltl/n) —1) ~e"% donc
limy, 00 n2((n + 1)/ — nl/") =1

Exercice 14 : [énoncé]
On a

Ja+ Vb oal/m4blm et e Ina+1Inb

Va - - 14 +o(1/n)

2 2 2 2n

donc

( W;- %) _ en(ln(1+1na2+n1nb+o(1/n)) _ elna;rlanrO(l) N m

Exercice 15 : [énoncé]
On a

3In2—2In3 1
3{’/5—2{73:3ei1n2—2ei1“3=1+nn+o<)
n n

donc
(3 \/5 _9 \/g)n — onIn(3 V2+2V/3) _ en(8/9)+o(1) _ §
9

|=

Exercice 17 : [énoncé]

Pour z € [0;1],
_ R
sing —x + -z —
6 — 120
On a donc
"k 1K
Un =D M
k=1
avec
J Ay 11
M| < —Y 2 <
| = 12O];n10 — 120 n4
donc M,, = o(1/n?).
Or
iﬁ_n(n—kl)_l 1
n2 w2 2 2n
k=1
et
N R
7625216 4n2
k=1 k=1
donc

Exercice 18 : [énoncé]

On a
X " ) 1 1 n—4k'
“ n!kz=0 +n+n(n—1)+n(n*1)(”*2)+kz=;)n!
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Or
n—4 n—4
k! (n—4)! 1 1
0< — < < = — .
_Zn! - n! _nn(nfl)(an)(n—?)) n—>+ooo<n2>
k=0 k=0
Donc

Exercice 19 : [énoncé]

On a
n n—>5
1 1 1 1 1 k!
— Y kKl=1+4= — —.
n!z +n+n(n—1)+n(n—1)(n—2)+o<n3)+Zn!
k=0 k=0
Or .
— k! (n—5)! 1
a S = <n3>
k=0
donc
- 1
;Zk':1+7+ﬁ+n3 +O( 3)
k=0
Exercice 20 : [énoncé]
(a) Cette inégalité fameuse a déja été justifiée dans le sujet 4898.
(b) Pour tout? n > 2,
1 1 1 1
ap — ap—1 = — —In(n+1)+1In(n) = — 111(n+ ) =— ln(1+
n n n n n
1 1 —1 1
bn—bnlz—ln(n)+ln(n—1):+1n(n ):—l—ln(l—
n n n n n

et

by, —an =In(n+1) — In(n) :1n<n+1> — 0.
n

Les suites (an)n>1 €t (bn)n>1 sont donc adjacentes.

2. 11 est ici plus commode d’étudier la monotonie de la suite (ayn) en déterminant le signe de

an — an—1 plutét que celui de ap+1 — an.

(¢) Lorsqu’une suite (u,) posséde une limite finie £, on peut écrire
un =€+ 0(1) quand n — +oo.

Puisque la suite (b,,) tend vers v, on peut écrire

by, =+oo’y + 0(1).

n—

Cette égalité se transforme immédiatement en celle souhaitée 3

}:% = In(n)+7+o(1).

Exercice 21 : [énoncé]

()

(b)
()

Le tableau de variation de f: z +— = 4 Inz permet d’affirmer que cette
fonction réalise une bijection croissante de R* vers R. L’équation F, posséde
alors pour solution unique x,, = f~1(n).

Le tableau de variation de f~! donne lim ., f~! = +oc. Par suite z,, — +oc.
Z, — +o0o donne Inx,, = o(x,). La relation z,, + Inz, = n donne alors

Zn 4+ o(x,) = n et donc x,, ~ n.

Exercice 22 : [énoncé]

(a)
(b)

La fonction f: x — x 4 Inz réalise une bijection de ]0;+oo[ sur R d’ou
Pexistence de (zy,).

Comme n — 400, 2, = f~1(n) = 4oo. Par suite Inx,, = o(x,,) et
n=x,+Inz, ~x,.

Donc z, = n+ o(n).

Soit y,, = x, —n. On a:

Yn = —Inz, = —In(n+o(n)) = —Inn+In(1 + o(1)) = —Inn + o(1).

Donc
ZTp, =n—Inn+o(l).

Soit z, =y, +Inn. On a :

Inn 1 Inn Inn
zn = —In(n—1In(n) +o(1)) +1Inn = —ln(l—n—i—o(n)) = n—i—o(n).

Donc
Inn (lnn)
Tp=n—Inn+—+ol — |.
n n

. En particulier en en déduit 1+ % +- 4 % ~ In(n).
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Exercice 23 : [énoncé]

(a) Soit f: R — R définie par f(x) = z + €”.

x —00 “+00

flx) | —0 2 4oo |

(b) f(zp)=n<n+1= f(xy41) donc z,, < 2,41 car f~1 est croissante.
Si (z,) est majorée par M alors f(x,) =n < f(M) ce qui est absurde.
La suite (x,) étant croissante et non majorée, elle diverge vers +oo.
x, = o(e®) donc €*" ~ n — 400 # 1 puis x,, ~ lnn.
(c) Posons y,, = x, —Inn = o(lnn).
On a y, + Inn 4+ ne¥» = n donc
e Yo _Inm
n n
d’ou y, — 0 et
eyn =1 —+ Un + O(yn)

On a alors y, +Inn +n(1 + y, + o(y,)) = n d’oit ny, + o(ny,) = —Inn et

Inn
Yn ~ ——.
n
Par suite
Inn <lnn)
Ty, =Inn— —+o — ).
n n
On écrit yn:—“‘T”+zn et
Inn 1 /Inn\ Inn )2
e =1—-—4+z,+=( — ) +0| —
n 2\ n n
donc . | ) | )
1
—ﬂ—l—zn—&—nzn—l—f(nn) +O<(nn) )zO
n 2 n n
puis
2
ani(lnn)
2n?
Finalement

Inn  (lnn)? Inn\
Tp=Inn— — — +ol (— ] )
n 2n? n

Exercice 24 : [énoncé]

Sur I, la fonction f: x — tanx — y/z est continue, croit strictement de —oo vers
+00.

Cela assure 'existence et 'unité de x,,.

On a

T fmr<z, <S4
_—— nm X — nm
2 n<3

donc x,, ~ nm.
Posons y, = x, —nm. On a tany, = \/z, et y, € |- ; 5[ donc

m
Yp = arctan/x, — —.

2
Posons
Zn = T_ Yp = T_ arctan\/xTL = arctan L = arctan ;
2 2 VT v+ 5 +o(l)
On a

1 1 1 1 11 1
= = — = +O
vnm+ 5 +o(l)  nm 1—}—%—&—0(;) vnr o 4 \/rn3 <n3/2)

et
1
arctanx = x — gﬂ?g + o(z?)
donc
1 1 1 1 1 n 1
Zn = - - - = o) .
/N 4\/71-77/3 3\/71'3713 7’L3/2

Finalement

r 1 344r 1 1
xn_nﬂ+§_\/mr+127r3/2n3/2+0 n3/2 )’

Exercice 25 : [énoncé]

(a) On introduit ¢, (z) = 2" +z — 1. ¢, () =nz" 1 +1 > 0, ¢, est continue
strictement croissante et réalise une bijective et de [0; +oo[ vers [—1; +o00]
d’ot lexistence et 'unicité de z,. On a ¢, (1) = 1 donc z,, € ]0;1[. Si

Tpy1 < T, alors :EZE <z} puis

1
et T — 1 <al+a, -1

ce qui est absurde. On en déduit que (z,,) est croissante et étant majorée
cette suite converge. Posons ¢ sa limite, £ € ]0;1]. Si £ < 1 alors
! + x, —1 =0 donne a la limite £ — 1 = 0 ce qui est absurde. Il reste £ = 1.
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(b) fn est strictement décroissante sur |0;1[, fn(yn) =0, donc
Inu, ~—Inn
Inn Inn 2lnn
Inn
Up ~ ——
donc & partir d’un certain rang n
| | et enfin |
<y, <2l 2y — 1o =20
2n n

ln(lnn> <y, < ln(21nn>
2n n

donne In(y,) ~ —Inn puis nln(l — y,) = lny, donne —ny,, ~ —Inn puis

Yn ~ h;l—” et finalement
Inn (lnn)
Tpn=1——+o0 — ).
n n

Exercice 26 : [énoncé]
Posons f,(z) = 2™ +2? — 1. L’é¢tude de la fonction f,, assure I’existence et 'unicité
d’une solution z,, € Ry a ’équation étudiée. De plus, on observe que z,, € [0;1].
Puisque 0 = fr41(2n11) < fu(®nt1), on peut affirmer x, 11 > x,.
La suite (x,,) est croissante et majorée donc converge vers un réel /.
Puisque pour tout n € N, x,, € [0;1], & la limite £ € [0;1].
Si ¢ <1 alors
0<z, <" =0

et la relation 27 + 22 — 1 = 0 donne & la limite £2 = 1 ce qui est absurde.
On conclut que ¢ = 1.
Posons u,, =1 — z,,

On a
(1 —up)™ = up(2 —uyp)
donc
nn(l —u,) = Inu, +In(2 — uy,)
d’ou
—niy, ~ Inu, puis Inn + lnwu, ~ In(—Inwu,)
or

In(—Inwu,) =o(lnu,)

Exercice 27 : [énoncé]
(a) 1l suffit d’étudier f,: z — 2™ — (z + 1).
(b) fn(1) <0 donc x, > 1. De plus

fnr1(zn) = wZ“ —(@n+ 1) =zp(zn+1) = (2n+1) = (2 = )(2, +1) >0

donc 41 < z,. La suite (z,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle
converge vers £ > 1.

Si¢>1 alors o] > 4" = oo or 2]y =z, + 1 — £+ 1. Ce qui est impossible
et il reste £ = 1.

(c) On a
1
2" =1r+4+1 < nhhex=h(r+1) < g(x)zﬁ
avec
(2) = Inz
g ~In(z+1)

définie sur [1;+oo[. La fonction g est de classe C*°, ¢'(x) > 0 donc g réalise
une bijection de [1;+oo[ vers [0; 1], de plus (puisque g'(x) # 0) g~* est aussi
de classe C* et donc g~! admet un DL, (0) pour tout n € N et donc

r, = g~ 1(1/n) admet un développement limité & tout ordre.

Formons ses trois premiers termes

g Y (x) = a4+ bx + cx? + o(x?)
a=g10)=1.g(¢g7(z)) =  donc
In(1+ bz + cz? + o(2?)) = 2In(2 + bz + o(x?))
puis

2
bz + (c - b2>9:2 + o(x?) = In(2)z + gzZ + o(z?)
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done 1+1n(2))In(2
o (LB
Finalement | | |
xn:1+n—2+ (1+1n(2)) n2+0 1 '
n 2n?2 2

Exercice 28 : [énoncé]

(a) La fonction x +— P, (x) est strictement décroissante sur [0;1] car
Py(x) =n(a""" = 1)

est strictement négatif sauf pour x = 1.

La fonction continue P, réalise donc une bijection strictement décroissante de

[0;1] vers [P(1); Py(0)] = [2 — n; 1].

On en déduit P'existence et 'unicité de la solution z,, & I’équation P, (x) = 0.

(b) Puisque z, € [0;1], on a 27T < 2 puis
Pn""l('r") = xZJrl - (n + l)xn +1< Pn(xn) =0.

Ainsi P41 (2n) < Ppt1(2n41) et done 2,41 < x,, car la fonction P, y; est
strictement décroissante.
La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel
¢e0;1].
Si ¢ > 0 alors

P, (zp) =28 —nx, +1 = —00

ce qui est absurde. On conclut £ = 0.
(¢) On a

X

33
—_
—

nT, n
et donc zf! = o(nxy,).
Sachant x]) — nxz, + 1 = 0, on obtient nz,, ~ 1 puis

1
Ty ~ —.
n
Ecrivons ensuite
1 e,
xr, = — + — avec €, — 0.
non
Puisque z], = nx, — 1, on a
1+e,)"
en—ap = AFE)" S

nn

Nous allons montrer

(1+en)" — 1
n—-+4oo

ce qui permettra de déterminer un équivalent de ¢,, puis de conclure.
Puisque &, — 0, pour n assez grand, on a |1 4+ &, | < 2 et alors

(1+e,)™ < 2"

En = nn >~ n7

On en déduit
]- = (]- En) = ]- ’n" - eXp nlIl ]. + TL'VL .

2m 2"
nln(1l+ — | ~ T 0
nm nn—

et par encadrement
(14+e,)" = 1

On peut conclure €, ~ -1 et finalement

Exercice 29 : [énoncé]

(a)

Soit f,: z+— " +1Inz. On a

x 0 1 +00
folz) | —00 /1 7 400

d’on Dexistence et 1'unicité de x,, avec en plus la propriété z,, € ]0;1].
On a

fra1(zn) = 2" +In(z,) = (1 — 2,) In(x,) < 0
donc 41 > @, La suite (x,,) est croissante et majorée par 1 donc converge
vers £ € ]0;1].
Si ¢ < 1 alors

0=z, +Inz, - —Inl

car 0 <z < /(™ — 0.
Ceci est impossible. Il reste ¢ = 1.
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() I—up)"=—In(1 —uy) ~u, >0#1
donc nln(1 — uy) ~ Inw, puis nu, ~ —Inwu, = +oo # 1.
Inn+ Inwu, ~In(—Inwu,) donc Inn = —Inwu, + In(—Inw,) + o(ln(—Inwu,)) or
In(—Inwuy,) = o(lnuy,) donc Inn ~ —Inwu, puis

Inu, Inn

~ —

n n

Up ~ —

Exercice 30 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie et C*° sur D = |J, ¢, I avec

Iy = ]—g + 2k g + 2kn].

Pour z € D, la tangente en (z, f(x)) passe par O si, et seulement si,

af'(z) = f(z).

Aprés transformation, ceci équivaut pour z > 0 & I’équation
xtanz + In(cos(z)) + = = 0.

Posons p(z) = x tanx + In(cos(x)) + .
@ est définie et de classe C* sur D.
¢'(z) =z(1+tan’z) + 1> 0 sur DNRE.
- +
Quand z — (g + 2k:7r> , () = +00. Quand z — (—’27 + 2k7r) ,
p(x) = —oc.
@1, réalise donc une bijection de Iy vers R (pour k € N*).
La suite (7, )nen+ avec z,, = (¢y7,)~1(0) est solution.

(b) Evidemment z, ~ 2n7 et donc x, = 2nw + Y.
Aprés calculs, on obtient

(2n7 + Y ) (cos Y, + sinyy) = — cos(yn) In(cos yy).

La fonction ¢ — tInt est bornée sur ]0;1] car prolongeable par continuité en 0

et donc
cos Y, In(cos yy,)

2nm + yn,

COS Yy + siny, = 0.

n—-+o0o

Sachant |y,| < 7/2, on en déduit y,, — —7/4.

On conclut
T, =2nmt—— 4o —|.
4 n

Exercice 31 : [énoncé]

(a) Sur I, la fonction f,,: x — tanz — x est continue et croit strictement de —oo
vers +o0o. Elle réalise donc une bijection de I,, vers R. L’équation f,(z) =0
posséde alors une unique solution dans I,,.

(b) Puisque z,, est un élément de I,,, on dispose de I’encadrement

T <o, <=+
——+n Ty < — +nm.
g T g T

On en déduit

n—-+oo
(c) Posons
Yn = Tp, — N
On a
T
tany, = x, avec y, € }—5 ; 5[
et donc
T

Yy, = arctanz,, — —.
n—-+o0o 2

On peut ainsi déja écrire le développement asymptotique & deux termes

Tp = nm+ T +o(1).

n—+o00 2

Déterminons un équivalent de ce o(1) en étudiant

T T
Zn = 3~ Yp = 3~ arctan x,,.
Sachant

1
Va > 0, arctan(x) + arctan(> = g
x

on obtient

1 1 1
zp = arctan = arctan| ———— ~ —.
(xn) n—+o00 (mr—l—g—i—o(l)) n—-+oo NI

Finalement

Exercice 32 : [énoncé]
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(a) up > /n — +o0. (a) Quand z — +oo,

(b) Upt1 =/ (n+1)+u,.
(c) Montrons par récurrence sur n > 1 que u, < n.

Pour n =1 : ok
Supposons la propriété établie au rang n > 1. (b) Quand z — +o0,

In(z +1) - In(1 +1/x) 1

Inx Inz zlnz’

In(2£L)

z—1

Vin(z + 1) + /In(z — 1)

tni1 =Vt D +un < Vnthtnsntl. Vin(@ + 1) — /In(z — 1) =

Récurrence établie.

Or
Ogunz\/n—i—un,lg\/n+(n—1):O(\/ﬁ) In z+1 =In{1+ 2 ~ 2 N2
z—1 z—1 r—1 =z
donc u,, = O(y/n) = o(n). et
(d) un = /1t o(n) ~ v \/1n(x+1)+\/ln(gc—l):2\/lnx+0(vlnx)~2vlnx
(e) donc )
= Un—l Vin(z +1) — /In(z — 1) ~ .
Unp, \/rﬁ— un+\/ﬁ T /lnx
or up—1 ~vn—1~/netu,++/n=+n+o(y/n)++/n~2yn donc (¢) Quand z — +o0,
1 1
_ - 1 1) — Dne=znh(l+—- | —Inz=1 1)—Inz~—Inz.
Uy, \/ﬁ_>2‘ zln(z+1)—(z+1)Inx xn( +m) nx +o(l)—Inz nx
Exercice 33 : [énoncé] Exercice 35 : [énoncé]
(a) Quand x — +oo0, (a) Quand z — 0,
3+ 2 {E3/2 5/6 2 2
~ = 5/6, 2z 2z
V2 2/3 1422 —+y1—-2%2= ~ =27
z+3 \/ \/ N = D)
(b) Quand z — +o0,
(b) Quand z — 0,
Va2 + 14+ V22 — 1=z +o0(z) + 2+ o(z) = 2z + o(z) ~ 2z. R
tanx—sinm:tanm(l—cosw):2tanxsin2§NE.
(c) Quand x — +o0,
(¢) Quand z — 0,
Va2 — Va2 — :(x2—|—1)—(x2—1): 2 1 e —1~z
e +1 s —1 .
Va4 1422 -1 z+o(z)+z+o(z) = d
onc

e®+r—1=z+z+o0(x) =22+ o(x) ~ 2.

Exercice 34 : [énoncé]
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Exercice 36 : [énoncé]

(a) Quand z — 0,
In(1 + sinz) ~ sinz

car sinx — 0, or
sinx ~ x

donc
In(1 + sinzx) ~ z.

(b) Quand = — 0,
In(l4z)~2x—0#£1

donc
In(In(1 4+ z)) ~ In(x).

(¢) Quand =z — 0,

In(l1+2)> —In(l1 —2)* = (In(1 +z) + In(1 — z)) (In(1 + 2) — In(1 — 2))

. In(1+2)+In(l —z) =In(l — 2%) ~ —2?
et

In(l1+2z) —In(1 —z) =z 4 o(x) — (—z + o(x)) = 2z + o(z)
donc

(In(1 + w))2 — (In(1 - x))2 ~ =213,

Exercice 37 : [énoncé]
Quand x — 57, posons x = 5 — h avec h — 0*

cosx = cos<g — h) = sin h.

Or
sinh~h—0#1
donc
Insinh ~1Inh
puis

Incosx ~ ln(7r —x>.
2

Exercice 38 : [énoncé]
Par développements limités :

: 1.5
(a) z(2+cosx) —3sinz ~ g5z

(b) 2% — (sinz)” = 27 (1 - ()) ~ g

(c) arctan(2x) — 2arctan(z) ~ —223

Exercice 39 : [énoncé]

(a) f est décroissante donc posséde une limite ¢ en +oc.
Quand z — +o0, f(x) = L et f(x+ 1) — £ donc

fl@)+ flx+1)—2¢

or )
f(m)+f(x+1)~;—>0

donc £ = 0.
(b) Quand z — 400, on a

fle+1)+ f(x) <2f(zx) < f(z) + f(z - 1)

donc

2f (@) ~ p
puis

Fla) ~ 5

Exercice 40 : [énoncé]

(a) Quand z — +o0,
xe % 4 g2 22
—_—~ — =1 — +00.
z—Inx T

(b) Quand z — +o0,
zlnzx —z zxlnz
~ =Inx — +oo.
T+ cosx x

(¢) Quand z — +o0,
Tet — g2 a
e " Ve 0.
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Exercice 41 : [énoncé]

(a) Quand x — 0T,

i 2
z+smx:x+x+o(x)N o

zlnz rlnz Inz

(b) Quand z — 0%,
Inz+2? =Inz +o(lnx)

et puisque
z4+al~zr—=0+#1
on a
In(z +2?) ~Inx
donc

Inz + 22 Inx

Bl g NN
In(x +22) Inz
(c) Quand x — 1, on peut écrire x = 1 + h avec h — 0,
Inz _ In(1+h) ~Hh 1 — 1
221~ 2h+h? T 2n T 2 772

Exercice 42 : [énoncé]

(a) Quand x — +oo,

Inx
X 2_ 2 2
e(In z)*—Inlnz e(ln z)“+o(lnz) ]

Inx

(b) Quand z — +o0,
z o oz e noigyg M+O(M)
—e = z —e = z — 1.
Inz

(¢) Quand z — +o0,

In(x +vz2+1) In(2r+o(z)) In2+Inzx

Inx Inx Inx

Exercice 43 : [énoncé]

: 1 1 1
(a) limgso g — 32 = 3

(b) limg_o % - 1n(11+m) =

N[

(¢) limy_so % —

Njo

Exercice 44 : [énoncé]

1/(2—)
(a) limg_,o (M) — %64/1355/26

zlnx
(b) limg 400 (1n§r11;x)) =e

(¢) z* —a® ~a*(l —lna)(x —a)sia#1et
arctan(z) — arctan(a) ~ (arctan(a)) (z — a) = =%

14+a2?
Siaz#l,
% —a”®
lim =a*(1+a%)(1 —Ina).
z—a arctan x — arctana ( + )( )
Sia=1,
% — a”®
lim =2

z—a arctan x — arctana

Exercice 45 : [énoncé]
Posons z =1 — h.
Quand z — 17, ona h — 0" et

In(z)In(1—2z) =In(1 —h)Inh ~ —hlnh — 0.

Exercice 46 : [énoncé]

(a) Si f(x) est de limite 1, on montre que ln(f(x)) équivaut a f(x) — 1.

Par ’écriture exponentielle,

F(@)7) = exp(g(x) n(f(2))).

Cependant,
In(f(z)) =In(l1+u) avec u=f(z)—1——0

T—ra

et donc

In(f(z)) ~ f(z)—1 puis g(z)In(f(2)) ~ g()(f(z) —1).

r—a r—a
Par composition de limites, on conclut

f(:r)g(w) — el

r—a
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(b) On observe

z  In(x) =z In(x) z—+00

et

In(z) <1 + In(2z) _ 1) = In(z) + In(2z) — In(z)

x  In(z) x
= # +1In(2) = In(2).

Le résultat qui précéde donne alors

In(z)
lim (1 + mm)) = on® = 9,

r—+o0

Exercice 47 : [énoncé]

() sin(a) = ¥ + Lo —5) = L@ - - Fo -1 +ol(—5)?)

4 4 1 4
(b) B =(z—-1) =3z~ 1)’ + F(z - 1)* = F(& —1)* +o((z — 1))".
(c) shzch(2z) — che = -1+ 2 — L% + 1323 — Lot 4 12125 4 o(2).

Exercice 48 : [énoncé]

(a) 1n<m:_:r11> =In(1+2%) —In(1+2) = -z + 327 — 22° + o(z?)

(b) In(1+sinz) =& — 1% + 223 + o(z?).
(c) cos(lnz) =1—3(z—1)* + 3(z —1)3 4+ o((z — 1)3).

Exercice 49 : [énoncé]
(a) In(1+¢”) =In2+ 4z + $22 + o(z?)
(b) In(2+sinz) =2+ 1z — 2% — L%+ o(a?)

(¢) V3+cosw=2— 3a? +o(z?)

Exercice 50 : [énoncé]

(a) eV =—e+ S+ Za® +o(z?).

(b) m(1+V1+z) =2+ o — 5%+ Za® + o(a?)
(c) In(3e” + %) =2In2+ jx + 2% — 123 4 o(z?)

Exercice 51 : [énoncé]
(a) (L+2)/*" =e— Sx+ Lea? + o(2?)

x

(b) ln<m> = —%xQ — ﬁx‘l +o(z*)

(c) ln(siw) = 1% — 552t + o(x?)

Exercice 52 : [énoncé]

(a) 2D — 9 gy 252~ Lgd 4 o(ad)

e?—1
(b) sgtams — 1 22 4 o(s?)
(c) ”fn—_Tl =1+ %(:c -1) - %(z —1)2 4 o((x —1)?)

Exercice 53 : [énoncé]

(a) z—sinz _ %:L‘—f— %xi’) —|—O(.%'3)

l—cosz
(b) GtafT =1 32— 152° +ol«?)
(c) ZGETE = §o + gpa’ +o(a?)

Exercice 54 : [énoncé]

(a) ln<$2“) =—z+ 32? — 12% + o(2?)

x+1
(b) V3+cosz =2— Ltz?+o(z?)
(¢) 1+2)V/* =e— Lo+ Lea? 4 o(2?)

In(14x
(d) 2D — 1 g4 222 - Uad 4 o(a?)

Exercice 55 : [énoncé]
On primitive de DL5(1) de H% :
arctanz =X 4+ 1(z—1) — L2 - 1)2 + L(z - 1)3 + o((z — 1)?).
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Exercice 56 : [énoncé]

(a) = =15t + §t° +o(t”) dont Iy m =t — 1515 + 57t° + o(t'?)
puis
N W fo m -y t4:f:c+x + Ead — Ha® — 35210 +o(x
999 .k z 1000
(b) 1n< k0 ”Z,) = In(e® — Tooor + o(21000)) =

1000
In(e®) + In(1 — e ° 4 o(2100)) = 2 — 10%)0@1000 + o(z1000).

Exercice 57 : [énoncé]

T k=0
avec
-1\, (3)(=3) - ()
(7)2= z
1.3...(2k—-1 2k)!
= (-1 21(%! - (_1)k(;kk?)2'
Au final,

Exercice 58 : [énoncé]

On a
ale—1)...(a—k+1) (=DF33... 2L (_1)k(2k)!
k! N k! o 22k(1)2
Donc
1 ~(2R) 2n41
= +
i et e
puis
” (2k)!

. o 2k+1 2n+2
arcsimmxr = I;) mm + O(l' )

Exercice 59
On a

et

avec

donc

Exercice 60

I
( 1n1+:> :112et

Donc 2ln1+r—x+§x3+%x5+...+

Exercice 61

: [énoncé]

1
(arcsinz) = =
1 " A
i Z(—l) ckx™® 4+ o(x=")
k=0
(—1)k12... 261 . (2R)!
Cp = 22! 2 (_1) W
. - 2k)! .
arcsinz = » _ 22’f(k!()2(;k+l)x2k+l + (a2,
k=0
: [énoncé]

s =142 + ot + - 4 22" 4 o(x® ).

x2n+1 + O(.’L’Qn+2).

2n+1

: [énoncé]

f est de classe C*° sur R et

Flz) = (1+22%)e” >0

de plus limy , f = 400,lim_, f = —o0.

Donc f réalise une bijection de R vers R et f~! est de classe C* sur R.

En particulier f~! admet une DL5(0), de plus comme f est impaire, f~! I'est
aussi et le DL5(0) de f~! est de la forme :

fHx) = ax + bx® + ca® + o(z®).

En réalisant un DLs5(0) de f~!(f(z)) on obtient :

T (f(@) = az + (a + b)2® + (%a +3b+c)2® + o(z?).

Or f~Y(f(z)) = x, donc :

)
a 5 et ¢ 5
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Exercice 62 : [énoncé]

(a) f est évidemment dérivable en tout a € R* et aussi dérivable en 0 avec
J'(0) = 0.

(b) f admet pour développement limité a 'ordre n — 1 : f(z) = o(x
Si f admet un DL, (0) celui-ci serait de la forme

nfl)‘
f(@) = az™ 4 o(z")
ce qui entraine que sin(1/z) admet une limite finie en 0 ce qui est

notoirement faux.

Exercice 63 : [énoncé]

On a L1 )
flx) = 3 + 3%~ 1x2 + o(z?).
Par suite f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = —%.
De plus ce prolongement est dérivable en 0 et f(0) = 3.
L’équation de la tangente en 0 est y = —% + %ac et la courbe est localement en

dessous de celle-ci.

Exercice 64 : [énoncé]

On a ) ) )
fl@)=ax —a(l+ §a)x2 +a(l+ 5@ + gaz)z‘3 + o(z?).

Pour que f présente un point d’inflexion en 0, il faut que a(1 + %a) =0ie.:
a=—2.
Inversement si a = —2,

flx) =—22x— §x3 +o(z%)

et par suite f présente un point d’inflexion en 0.

Exercice 65 : [énoncé]
f est définie sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
f est de classe C! sur R* et

e® —1—xe® —iz%+4o0(a?)

oy _ !
Fw) = (e* —1)2  a24o0(z2) =20 2

donc f est dérivable en 0 avec f/(0) = —1/2 et finalement f est de classe C! sur R.

Exercice 66 : [énoncé]
f est évidemment de classe C*° sur R*.
Montrons par récurrence que f est de classe C" et que f(™ est de la forme :

J0 @) = Pa(1/a)e

pour z # 0 avec P, € R[X].

Pour n =0 : ok.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.
f(") est continue, dérivable sur R* et pour x # 0,

,ip/ 1 e 1/a% 4 zpn 1 e e =Py 1 o 1/a?
2 "\ =z 3 T T
avec P11 € R[X].

Récurrence établie.

Pour tout n € N, £ (x) 1:/ ,Pu(y/y)e™ — 0 quand © — 0" et de méme quand
y=1/x

fr (@) =

x—07.

Par le théoréme du prolongement C! dans une version généralisée, on obtient que
f est de classe C*® et £ (0) = 0 pour tout n € N.

Par suite f(") est dérivable en 0 et f("+1)(0) = 0.

Exercice 67 : [énoncé]

(a) Soit G une primitive de la fonction ¢ — 1/Int sur ]0; 1] (resp. sur |1; 4o00[).
Pour tout = € ]0; 1] (resp. ]1;+o0[), on a f(z) = G(z%) — G(z). On en déduit
que f est de classe C* sur |0;1[ (resp. sur |1;+o0[) et

2x 1 rx—1
/ = — =
f(x)_lnxQ Inz Inz
On a alors
() = rlne—x+1

z(Inx)?

Soit g(z) = xlnx — 2 + 1 sur R%..
g est de classe C* et ¢'(x) = In(x). Puisque ¢g(1) = 0, la fonction g est
positive puis f” > 0 sur ]0; 1] (resp. |1; +00]).

(b) Pour z > 1,

1’2

t ~ tlnt

T
vt € [x;2?%], — <
=527 tint —

|~

—
=]

D’ou
2 2 2
xdt

/I zdt /I dt /
< —_— .
. t.Int — J, Int . t.Int
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2
Comme [* 4L =In2, on obtient
z t.Int ’

xIn2 < f(z) < 221n 2

puis lim, 14 f(z) =In2.
Pour x < 1,

x 1 x?
<<
Int — Int — tint

2 2 2
T a2 dt Tdt T oxdt
< — < .
. t.Int— J, Int ™~ J, t.Int
On obtient 22In2 < f(z) < zIn2 puis lim, 1 f(z) = In2.
(c) f est continue sur ]0;+ool, de classe C sur J0;1[ et ]1;+o0[ et

D’ou

h

SO0 = asm 7o !

Par le théoréme de prolongement C!, on a f de classe C* et f/(1) = 1.
De méme, en exploitant

(1+h)In(1+h)—h h?/2

" _ 1
S 4h) = I+ h)In(1+h)2 ~ (I+h)h2 w0 2

on obtient que f est de classe C? et f”(1) = 1/2.
Comme f” est positive sur ]0;4oo[, on peut conclure que f est convexe sur
R*.

+

Exercice 68 : [énoncé]

(a) ln(\l/gl’) —_ \/5_ %x3/2+ %x5/2+0(x5/2)

(b) 2*=1+alnz+ %lenzx—i—o(lenzx)

Exercice 69 : [énoncé]

(a) Vz+1=a\/1+1/z =z + %ﬁ — §o3 +0($31/2>.

Exercice 70 : [énoncé]

(a) La fonction ¢ est dérivable sur |—1; 4o0[ avec

1
<p’(s):1—1+szli+8 pour tout s > —1

On en déduit les variations de ¢ :
[Une figure]

La fonction ¢ est continue sur [0;+oo] et strictement croissante sur cet
intervalle car sa dérivée y est positive et ne s’annule qu’en 0. La restriction de
¢ au départ de [0; +oo[ définit une bijection dont le domaine de valeurs est
déterminé par les limites de ¢ en 0 et 400, c’est la bijection ¢ de [0;+o0]
vers [0; +oo[. De méme, ¢ est continue sur |—1;0] et strictement
décroissante, elle définit une bijection ¢_ de |—1;0] vers [0; +oo].

(b) Par développement limité,

1 1 1
w(s) =5~ <s — 532 + 0(32)) = 532 +o(s?) ~ 532

S—r S—r
Les bijections réciproques <pjrl et ¢~ sont continues et leurs limites ainsi que
leurs variations se déduisent des tableaux de variation de ¢ et p_ :
[Une figure]

En particulier, cp_;l et ¢~! sont de limites nulles en 0. Par composition, on
peut donc écrire & la fois

_ 1, _ _
ga(ga+1(t)) e 5(¢+1(t))2 et gp(cp+1(t)) =t pour tout t >0
On en déduit

e (t) t:g\/ﬂ car ¢;'(t) >0

On montre de méme

() ~ —V2t car pZ'(t) <0
t—0

(¢) Un équivalent produit le premier terme d’un développement
asymptotique, le terme suivant se déduit d’un équivalent de la
différence.

Posons a(t) = ' () — v/2t de sorte que

e () = V2t +at) avec a(t) = o(Vi)

t—0+
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Déterminons un équivalent de «(t) en injectant l’écriture précédente dans Par des calculs analogues, on acquiert
Pégalité o (o '(t)) =1, c’est-a-dire

2 1
—1 _ 2, 1 3p 3/2
t) = —Vv2t t— t t
e '(t) —In(1+ ¢ '(t)) =t pour tout t >0 (1) o= )t—>0+ * 3 9v2 +o(t)
Par développement du logarithme & trois termes, [Une figure]

1 1
In(1+u) =u—-u®+ v’ +o(u?)

2 3
avec
u =2t + at)
u? =2t +2v/2ta(t) + o(Via(t))
ud = 2V23/2 4 o(t3/2)
on obtient

- %(215 +2v2ta(t)) + ?,@/2 +o(t%/?)

In(1+ V2t + aft)) o V2t + a(t)

Apreés simplifications, 1’égalité (??) donne alors

Vata(t) = 2—\/itg/ero(t?'/z)

t—0+ 3
On en déduit
() ~ 2t
a ~Y p—
t—0+ 3

On obtient ainsi le développement asymptotique & deux termes
2
-1
t) = V24 t+o(t
T (1) = VIE+St+ol)

On calcule un troisiéme terme en déterminant un équivalent de
B(t) = a(t) — 2t/3 = o(t). On développe pour cela le logarithme & quatre
termes en écrivant

u=2t+ 2t + B(t)
u? = 2t + B2¢3/2 1 442 4 92\ /21B(¢) + o (VEA(L))
u® = 2v2t3/2 4+ 442 + o(¢?)
ut = 4t? + o(tQ)

Au terme des calculs, on obtient

2 1 f
t /2 i ) = V2ot St ——t3/2 3/2
(t) puis ¢ ()H0+\F+3 +9\@ +o(t*?)

~ 7t3
t—0+ 9\/5
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