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Enoncés 1

Calculs algébriques

Equations et systémes

Exercice 1 [o02116] [Correction]
Observer que

x= {/20+14\/§+ {/20—14\/5

est solution d’une équation de la forme 23 = ax + S avec a, 8 € R. Résoudre cette
derniére et déterminer x.

Exercice 2 [o02117] [Correction]
Résoudre les systémes d’inconnue (z,y) € R? :

(b) {x2 +yi=1

2?42y =1
(a) { 2zy =1

22 +2y=0

Exercice 3 [o02118] [Correction]
Résoudre les systémes suivants d’inconnue (z,y, 2z) € R? :

r+2y—z=1 r+2y—z=1 r+y+z=1
(a) § z—y+2z=2 (b) z—y+22=2 () sx—y+32=2
zyz =0 3xr—y+z=3 20 —y+2=3
Exercice 4 [o02119] [Correction]
Résoudre le systéme
rT—ay+z=2

x4+ (a+1)z2=3
T+ay+3z=4

d’inconnue (z,y, z) € R, a désignant un paramétre réel.

Exercice 5 [o02115] [Correction]
Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R :

(a) z =22 —1[1] (b) 3z =2 —z [n] (c) nxz =0 [n] (avec

n € N¥)

Exercice 6 [o05019 ] [Correction]
Soient a un réel non nul. Déterminer les triplets (z,y, z) de réels non nuls
vérifiant :

r+y +z =a
11 1 1
r Yy z a

Sommes

Exercice 7 [ 02062 ] [Correction]
Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies :

(@) Y ata=a+3 a

(b) Yy ai+bi =30 ai+ 30 b;
(c) 2?21 aa; =« Z?:l @;

(d) Z?:l aib; = Z?:l a; Z?:l bi

(e) 2?21 ai = (Z?_l ai)

(f) X >y @iy = Dy >y i ?

Exercice 8 [02063] [Correction]
Etablir I’'une des trois formules suivantes :

n n(n+1 n(n+1)(2n+1
(a) T, & = ") (1) 2n+1)

(b) 3oy k* = (€) Xhor K =

n?(n+1)?
4

Exercice 9 [ 02064 ] [Correction]
A partir des valeurs connues de >, _, ket > _, k%, calculer :

(2) 2 pmy k(k+1)
(b) 1n+2.(n—-1)+---+(n—-1).24+n.l.
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Exercice 10 [ 02065 ] [Correction]
Calculer

zn:(—l)kk.

k=1

Exercice 11 [o2066 ] [Correction]

Montrer que la suite de terme général u,, = >, _; %HC est strictement croissante.

Exercice 12 [o02067 ] [Correction]
Montrer

VneN,Y k< (n+1)!
k=0

Exercice 13 [ 02068 ] [Correction]
Calculer

- k
Z(k+1)!'

k=1

Exercice 14 [o02069 ] [Correction]
(a) Calculer

P
Zkk!.
k=1

(b) Soit p € N. Montrer que pour tout n € [0, (p + 1)! — 1], il existe un uplet
(nosmi,...,np) € NPT tel que

P
Vk € [0;p],0 < nyg §ketn:ank!.
k=0

(c) Justifier I'unicité d’une telle suite.

Exercice 15 [o05012] [Correction]
Soient n € N* et z € R. Montrer

Z|cos(km){ > 2n + 5.
k=0 8

Sommes géométriques

Exercice 16 [ 02070 ] [Correction]

Calculer, pour tout 6 € R, la somme Y, _, elk?,

Exercice 17 |o2o071 | [Correction]
Calculer, pour tout ¢ € C, la somme >_,_, ¢**.

Exercice 18 [02053] [Correction]
Soit n € N. Résoudre, lorsqu’elle a un sens, ’équation :

cos(kx)

E — =0.
cos® z

k=0

n

Sommes doubles

Exercice 19 [o02073] [Correction]
A partir des valeurs connues de Y ;_ k, > p_, k% et >, _, k?, calculer :

(a) 21§i,j§n(i+j)2
(b) Zl§i<j§nij

(c) Z1§i,j§n min(4, j)

Exercice 20 [o02074 ] [Correction]
Soit n € N*. Calculer C,, = 37, ., (P + q) en remarquant

Z p+q=2Cn+2Zp-
p=1

1<p,q<n
Produits

Exercice 21 [ 02075 | [Correction]
Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies :

(a) [Ty aa; = T[Ty ai b) TTiey aibi =TTy ai [Ty bi )
H?:l a; +b; = H?:l a; + H?:1 b;?
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Exercice 22 [ 02076 ] [Correction] En déduire
Calculer
H ( 1) LnZ/BJ n L(nzl)/3J n L(ni)/fﬂ n
) A= ( )B: ( )etC: ( )
k I
fie = \3k pors 3k+1 = 3k +2

Exercice 23 [ 02077 ] [Correction]
On désire calculer le produit

P(z) = H cos(2)
0<k<n

pour tout xz € R.
(a) Commencer par traiter le cas z = 0 [n].
(b) Pour x # 0 [n], simplifier sin(z)P(z) et exprimer P(x).

Exercice 24 [o03498 ] [Correction]
Pour n € N*, simplifier

f[ 2k +3
% —1°

k=1
Nombres factoriels

Exercice 25 [o02079] [Correction]
Exprimer 2 x 4 x -+ X (2n) puis 1 x 3 X -+ X (2n 4 1) a l’aide de factoriels

Formule du binéme

Exercice 26 [o02082] [Correction]
Calculer pour tout n € N* :

(a) So = ZZ:O (Z) (b) S1= ZZ:O k(Z)

Exercice 27 [o02084] [Correction]
Soit n € N. Calculer

(c) S2= ZZ:O k? (Z)

Exercice 28 [o02088] [Correction]
Développer (a + b+ ¢)™.

Exercice 29 [o02089 ] [Correction]

(a) Soit n € N. Calculer

(b) Soient k,¢,n € N tels que ¢ < k < n. Comparer

()= () G0)

(¢) Soit (xy,) une suite de réels. On pose

k
k
VEENy = <€>$z~

£=0

Montrer que

Vn e N, z, = Z(—l)”_k (Z)yk

k=0
Coeflicients binomiaux

Exercice 30 [o2087 ] [Correction]
Calculer pour n,p € N*, la somme

(H (i + j)) .
i=0 \j=1

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Enoncés

Exercice 31 [o02090] [Correction]
Montrer que pour tout n € N*

Exercice 32 [o36s2] [Correction]
Soit n € N avec n > 2.

(a) On suppose que n est premier. Montrer
.. n
Vk € {2,...,n— 1}, n divise (k>
(b) Inversement, on suppose que n est composé. Montrer

Ik € {2,...,n — 1},n ne divise pas (Z)

Exercice 33 [o36s8s8] [Correction]

Soient n € N*.
n n—k+1 n
<k< = .
V1—k—"’(k> k <k1>

(a) Justifier
(b) En déduire que pour tout entier k vérifiant 1 < k <n/2

(:"0) < (2)

et pour tout entier k vérifiant n/2 <k <n —1

<kil)<<2)

(c) Comment interpréter simplement les inégalités qui viennent d’étre obtenues ?

Exercice 34 |[o36s89 | [Correction]

Montrer )
2 24m
Vn € N*, ( ”) >

n) " 2n+1
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Exercice 1 : [énoncé]
On remarque

2% =6z +40

4 est solution apparente de cette équation.

23 — 62 — 40 = (z — 4) (2% + 42 + 10).

Les solutions de I’équation sont 4, —2 4 iy/6, —2 — i1/6. Le nombre z correspond a
la seule solution réelle donc x = 4.

Exercice 2 : [énoncé]

(a)

Si (z,y) est solution alors (2) = z(rx+y) =0donc z =0ouy = —x.
Si 2 = 0 alors (1) donne y = +1//2.

Si y = —x alors (1) donne x = +1/1/3.

Inversement : ok

Finalement :

S={(0,1/v2),(0,-1/v2),(1/V3,-1/V3),(~1/V3,1/V3)}.

Si (x,y) est solution alors (1) — (2) donne (x —y)? = 0 d’ott & = y puis (1)
|

donne x =y = :I:ﬁ.

Inversement : ok. Finalement

S={(1/v2,1/v2),(-1/V2,-1/V2)}.

Si (z,y) est solution alors (1) et (2) donnent z* = x d’ott z = 0 ou = = 1.
Siz=0alorsy=0.Siz=1alors y = 1.
Inversement : ok. Finalement,

S ={(0,0),(1,1)}.

Exercice 3 : [énoncé]

(a)

Si (z,y, 2) est solution alors (3) donne z =0,y =0 0
Siz=0alorsy=3,z=5. Siyanlorsx:%,z:

_ 5 _ 1

Inversement : ok. Finalement & = {(073,5), (%,O7 %), (%, —é,())}.

Exercice 4 : [énoncé]

On a
r—ay+z=2 r—ay+z=2 r—ay+z=2
r+(a+1)z=3 = aytaz=1 < ay+az=1
r4+ay+3z2=4 ay+z=1 (I1-a)z=0.

Si a =1 alors le systéme a pour solution les triplets
(3—22,1-2,2) avec z € R.

Si a # 1 alors le systéme équivaut a

r—ay =2
ay =1
z=0.

Si a =0, il n’y a pas de solutions.
Si a # 0,1 alors le systéme posséde pour solution I'unique le triplet

(3,1/a,0).

Exercice 5 : [énoncé]
(@) z=2z—-1[1] <= —z=-1[1] <= z=1[1],S=1Z.
(b) Bz=2—z[r] < da=2[r] < z=73 [Z],S:{W‘REZ}.

(c) nz =0 [n] — xZO[%],
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Exercice 6 : [énoncé]
Soit (x,y, z) un triplet de réels non nuls. En passant I"inconnue z en second
membre avant de réduire au méme dénominateur,

r+y +z2 =a rT+y =a—=z
1 1 1 1 — 1 1 1 1
r Yy 2z a Yy a =z
r+y=a—=z
— STty z—a
Ty - az
rt+y=a—z
— T+y x+y
Ty az

On poursuit ’étude en distinguant deux cas.
Cas: x + y = 0. Le systéme se réduit a la seule équation z = a ce qui produit les
solutions

(x,—z,a) avec z€R".

Cas: x + y # 0. On simplifie la deuxiéme équation par x + y et on obtient le
systéme somme-produit

rt+y=a—=z

Ty = —az
Les solutions de ce dernier systéme en les inconnues x et y sont les racines de
I’équation
r? —(a—2)r—az=0
c’est-a-dire
(r—a)(r+2z)=0.

Ses racines sont a et —z ce qui conduit aux triplets solutions
(a,—z,2z) et (—=z,a,z) avec z€R".

Finalement, les triplets solutions sont ceux formés par a et deux réels non nuls
opposés.

Exercice 7 : [énoncé]

b) c) f)

Exercice 8 : [énoncé]
Chacune des formules peut étre acquise en raisonnant par récurrence.

Exercice 9 : [énoncé]

(a) En séparant la somme
ik k+1) f:k2+§n:k:w
3 :
k=1 k=1 k=1
(b) On réécrit

+(n-1)2+4n1=>Y kin+1-k)
k=1

ln+2.(n—1)+

et on réorganise

S hn41-k)=(m+1)> k- oot Dot
k=1 k=1 6
Exercice 10 : [énoncé]
D’une part
2p p

S D= (—(20-1) +20) =

k=1 =1
et d’autre part

2p+1

S (-Drk=p—(@2p+1)=—(p+1).

k=1

Ainsi
si n est pair

n IO K2
Z( 1) k_{(—l)"(n+1)/2 si n est impair.

Exercice 11 : [énoncé]
En étant attentif & ’expression de la somme associée & u,41, on a

n+1 1 n 1
T D 3
k:1n+1+k k:1n+k
1 1 1 1 1
= + - = - > 0.

2n + 2 2n+1 n—+1 2n +1 2n + 2
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Exercice 12 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N, sachant

m+D+nm+1)=2.n+1)! < (n+2)!

Exercice 13 : [énoncé]
En écrivant au numérateur k= (k+1) — 1

n k
2T

n

1(k+1—1 ;< k+1)>

n

I
M:

k

1
CE

1
‘!

Il
TTM:

k=1

Exercice 14 : [énoncé]

(a) En écrivant k= (k+1) -1

p
=Y (k+1)!—k'=(p+1) -1
k=1

M@

>
Il
—

(b) Par récurrence forte sur p > 0.
Pour p =0 : ok
Supposons la propriété établie jusqu’au rang p > 0.
Soit n € [0, (p + 2)! — 1].
Reéalisons la division euclidienne de n par (p+ 1)! : n =q(p + 1)! + r avec
0<r<(p+1).
Puisque 0 <n< (p+2)!onal0<g<p+1.
Par hypothése de récurrence, on peut écrire r = Zizo nik! et en prenant
N1 =qonan=>" gkl
Récurrence établie.

P p

(c) Supposons n =} _npk! = > 7 nik! avec les conditions requises.

3 !
Si ny < ny, alors

P P
ank! < npp! + Z k= (n, +1)p! =1 <np! < Zn%kz'
k=0 k=0

Ceci est absurde donc nécessairement n, > n/ puis par symétrie n, = n/’.
P P P P

On simplifie alors le terme n,p! et on reprend le principe pour conclure a
I'unicite.

Exercice 15 : [énoncé]

1l n’est pas possible d’exprimer simplement la somme. On minore celle-ci en
employant l'inégalité |cos(t)‘ > cos?(t).

Pour tout k € [0;n], on a cos(kz) € [—1;1] et donc
|cos(kz)| > cos® (kx).

En sommant ces inégalités, il vient
n n
Z|cos(ka:)‘ > ZCOSQ(kx).
k=0 k=0

On peut calculer la somme en second membre en linéarisant cos?(kzx).
On sait cos(2a) = 2cos?(a) — 1 et donc cos?(kz) = 3 (1 + cos(2kz)). On en déduit

n

1 n+1 1
ZCOS kx) 5;1+COS2/€£)— 5 —1—51;005(2]63:).

Cas: © =0 [rr]. On a cos(2kxz) = 1 pour tout k € [0;n] et donc

1
chos (2kx) n—|—

On a alors
n

Z|cos(ij)’ >n+1>
k=0

2n+5
8

(ce que I’on peut aussi trouver par un calcul direct).
Cas:  # 0 [rr]. On peut calculer la somme des cos(2kz) comme cela a déja été
réalisé dans le sujet 2028 et on obtient

sin((n + 1)z)
sin(x)

- Z cos(2kx) = = Cos( x)
On transforme ’expression en employant
1
sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b))

et on écrit

E icos@kx) = sin((2n + D)z) + sin(z) _ L sin((2n + 1)z) n 1

4sin(x) 4 sin(z)
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Etudions ensuite la fonction ¢ donnée par Exercice 17 : [énoncé]
2n+2
sin((2n + 1)) Sig*# 1alors >, _, q2’€ = q;_l_l (somme géométrique de raison ¢?)
ple) = 2 pour w0 [x]. Si g = 1alors Y7 g% =t 1.

sin(z)

Celle-ci est 7 périodique et paire ce qui permet de limiter son étude sur |0;7/2].

Soit x € ]0;7/2]. Si z < w/(2n + 1), la valeur (z) est positive. Sinon, on a Exercice 18 : [énoncé]

L’équation a un sens pour x # 7/2 [r]. En exploitant cos(kz) = Re(e!**), on peut

(2) ( T ) ecrire
sin(x) > sin n n ik
mt1 Z cos(kx) — Re <Z e )

cosk z cosk z
k=0 k=0

et I'inégalité sin((2n + 1)x) > —1 entraine . R .
ce qul apparait comme une somine géomeétrique.

(@) sin((2n + 1)z) - L 1 Six#0(r]alors = 2= #1et
o(x) = - > —— >— .
sin(z) sin(x) sin (5,27 ) n ke 1 cos™tl g — ei(nt1),
On en déduit Ig coskx  cos"x cosx — ei?
1 1
Py Z cos(2kx) > 4( ) Il reste & en déterminer la partie réelle. Puisque
sin (5757 _
puis zn: ef* 1 cos""lx—cos(n+ 1)z —isin(n+ 1)z
n k - n i
11 1 — coshx  cos"x isinx
Z’cos(kx)’ > nt —1—(1— ) h=0
k=0 2 4 sin ( 2n+1) on obtient .
Enfin, en employant I'inégalité Z cos(fx) - sin(n + 1)z
] n
5 i coshx  sin z(cos x)
sin(z) > e pour tout z € [0;7/2] Alors, pour les = considérés
on conclut i coskz _ 0 < sin(n+1)z =0
_ 2n + 5 costz B
Z‘cos k‘x > . k=0
— =0 T .
n+1
Exercice 16 : [énoncé] Si z =0 [nr] alors  n’est pas solution car

Si 6 # 0 [27] alors

ei(n+1)0 _ Zn: cos(kx)

iko _ =n+1.
E e' — cosk x
-1 k=0

(somme géométrique de raison e19 £1) Finalement, les solutions sont les

Si 0 =0 [27] alors b

n
Z elk? = l=n+1 avec k € Z, k non mutiple de n + 1 et non multiple impaire de (n + 1)/2 (lorsque
k=0 k=0 n est impair et afin de tenir compte de la condition = # /2 [r].)
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Exercice 19 : [énoncé] et N

Zp—l—q:nQ(n—i—l)

(a) On développe

NE

n n

=1g=1
D (i)t = 330 20 4 ) Fon o
1<i,j<n i=1 j=1 o (n—1Dn(n+1)
puis n=— 5 -
(n+1)(Tn +5)
Z (i +7) —nZz +2ZZ”+HZ] 6 ' Exercice 21 : [énoncé]
1<4,5<n i=1 j=1
b)
(b) Il s’agit d’une somme triangulaire
Exercice 22 : [énoncé]
SIEDSD S 9 (D oF) n n
1<i<j<n =1 j=it1 =1\ it 11 LYokt _o23 ntl
. k k 12 n '
puis k=1 k=1
n—1 .
y n+i+1 ~ nn—=1)(n+1)3n+2) . ) ’
1<;< 1j = ; ZT(H —i) = 21 . Exercice 23 : [énoncé]
= - (a) Cas: z =0 [27]. Tous les facteurs sont égaux a 1 donc P(z) = 1.
(c) On organise la somme afin de résoudre la valeur du min Cas: = 7 [27]. Tous les facteurs sont égaux a 1 sauf le premier qui vaut —1.

On a donc P(x) = —1.
Z min i, 5) Z (Zﬂ + i Z> (b) En exploitant successivement la formule sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

1<i,j<n i+1 . i
= = sin(z) P(z) = sin(z). cos(z). cos(2x) . .. cos(2"x) = T sin(2"'2)
puis
donc ( o )
, i +1) L nm+1)@2n+1) sin(2" 1z
. mln(z,]) — 5 —+ Z(Tl — ’L) = 6 . P(CC) = ‘2n+1 Sil’l(x)i'
1<i,5<n i=1

Exercice 24 : [énoncé]

Exercice 20 : [énoncé] Pour n > 2, on a

Aprés réorganisation des termes

> pt+a=20.+2) p

1<p,g<n p=1

lﬁ[2k+3_ (2n+3)2n+1)(2n—1) x ... x5
ph2k—1" (2n—1)(2n—3)x...x5x3x1

puis aprés simplification
Or

ﬁ2k+3  (2n+3)2n+1)

ZZp:n(n—Fl) T 3

p—1 k=1
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et pour n =1 Exercice 27 : [énoncé]
ﬁ 2k +3 5 Par la formule du binéme
P 2k—1 n
= n P — (1 -n:2niM nz
ce qui rend la formule précédente encore valable. pz:;) (p)j (1+7) ¢ sty
On a aussi
Exercice 25 : [énoncé] A+B+C=(1+1)=2"
En extrayant un 2 dans chaque facteur .
et par ce qui précéde
2.4.6 % -+ % (2n) = 2"1.2.3 x -+ x n = 2"n A+ B+ j2C = 276 cos™ %
En introduisant les facteurs pairs intermédiaires puis aussi par conjugaison
1.23.456x---x (2n) x 2n+1) (2n+1)! 2 A _on—izz  n T
1.3. cox (2 1) = = . A+ j°B+jC =2"""3 cos" —.
85 x (2n+1) 2.4.6 < - x (2n) 9nn) 3
On en déduit aprés résolution
Exercice 26 : [énoncé 2™ 2n -2
[ | AZ<1+2COSWCOSnﬂ-),B=(1+QCOSMCOSH7T>
(a) Par la formule du binéme 3 3 3 3 3 3
_ n _ on et
So=(1+1)" =2 2n m+2)r 7
C= 3 1+2COSTCOS 3 )
(b) ((1+2)")" =n(1 +z)""! donne
- n
k—1 __ n—1
Z k (k)x =n(l+2) Exercice 28 : [énoncé]
k=1 n _ \n ko my (kY n—kpk—€ .0 n\ (kY _ n!
(a+b+e)" =350 Xm0 (1) (q)a™ "0 et et () (5) = (n—R)I(k—0)12t"
donc
S = n2"1.
(c) Exercice 29 : [énoncé]

(@((1+2)")Y = (nz(1 + 2)"1) = n(1 + )" + n(n — Da(l + 2)"~2 (a) Par la formule du bin6éme

donne - SR (Y — 1 () = 1 sin=0
§5k2<z)xk_l:7N1+ww"_1+4Kn——1ﬁil+ﬁ®"_2 Z;( ! <k) e {O sinon.
= (b) On a

o e (Z) <e]§z) - k!(nni o)l e!(kki o e!(nni 0 (n —( 2)?(1?!— o (gz) (Z . ﬁ)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

donc




[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

11

(c) On a

Pj:
L
s

k‘
>
v
||
M=
M»

avec

Par suite

Exercice 30 : [énoncé]
On commence par exprimer le produit comme un rapport de nombres factoriels

(f[(m)) _y )
j=1 i=0

puis on introduit un coefficient du binéme

i(ﬁ(i—i—j)) :p;ictp)_

i=0 =0

M=

La somme introduite peut étre calculée grace a la formule de Pascal

g:(ﬁ(ﬂrj)) p!(wZﬂ) _

(p+n+1)!
(p+ 1)n!

Exercice 31 : [énoncé]
Par récurrence sur n > 1 sachant :

k=1 k=1

SENE( )=S0

Exercice 32

(a)

1)n+1 1

T n41

n+1 E ) n+1 n+1

: [énoncé]

On suppose n premier. On sait
n\y _n(n- 1
k) k\k-1
n n—1
) =n(i1)

ce qui permet d’affirmer que n divise Uentier k(7). Or n est premier et donc

premier avec k puisque k < n. Par le théoréme de Gauss, on peut alors
affirmer que n divise (Z)

donc

Supposons maintenant n composé. On peut introduire p un facteur premier
de n avec p < n. Nous allons alors montrer que n ne divise par () ce qui
permet de conclure.

3 _ 1¢(n . . L.
Par I'absurde, supposons que m = E(p) soit un entier. On peut écrire

(n—1)'=m.pl(n—p)!
Puisque p divise n, on peut aussi écrire n = pq avec ¢ entier et donc
(pq —1)! = mp!(p(q — 1))!

Dans les produits définissant (pg — 1)! et (p(g — 1))!, on retrouve les mémes
multiples de p, & savoir p,2p, ... (¢ — 1)p. On peut donc écrire

(pg — 1)! = ka et (p(qg —1))! = kb

avec k regroupant le produit des multiples de p précédents et a et b non
divisibles par p.
La relation initiale se simplifie alors pour donner

a = mplb

ce qui entraine que a est divisible par p. C’est absurde!
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Exercice 33 : [énoncé]

(a) On peut écrire

n! n—k+1) n!

Kin—k! & (k-Dln—Fk+1)

ce qui donne directement la relation soumise.
(b) Si1<k<n/2alors 2k <n+1et doncn—k+1>k puis

(Z) Z”_'Z“(kﬁl) g (kﬂ)'

La deuxiéme inégalité s’en déduit par la relation de symétrie

n\ n
k) \n—-k)
(c) Pour n fixé, la suite finie des coeflicients binomiaux croit puis décroit en étant
extrémale en son milieu.

Exercice 34 : [énoncé]

On a

i (i’f) = (1+1)2 =22,

k=0

Or, pour n fixé, la suite finie des coefficients binomiaux est maximale en son

milieu donc 5 )
vogkgm( ”) < ( ”)
k n

220 < (21 + 1) <2:>

et donc

puis 'inégalité proposée.
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