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Intégration sur un segment

Continuité uniforme

Exercice 1 [o01818] [Correction]
Montrer que z — /x est uniformément continue sur R.

Exercice 2 [ 01819 ] [Correction]
Montrer que z + Inx n’est pas uniformément continue sur R .

Exercice 3 [ 01820 ] [Correction]
Montrer que z — xInx est uniformément continue sur ]0; 1].

Exercice 4 [ 03034 ] [Correction]
Soit f:[0;1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

Exercice 5 [o03153] [Correction]
Soit f: R% — R une fonction uniformément continue vérifiant

Yo > 0, f(nx) —— 0.

n—roo

Montrer que f converge vers 0 en +oo.

Fonctions continues par morceaux

Exercice 6 [ 02642 ] [Correction]

Soit f: [a;b] — R une fonction en escalier.

Montrer qu'’il existe une subdivision o du segment [a ;b] adaptée & f telle que
toute autre subdivision adaptée & f soit plus fine que o.

Exercice 7 [ 00246 | [Correction]
La fonction ¢ — sin% sit >0 et 0sit=0 est-elle continue par morceaux sur
[0;1]7?

Calcul d’intégrales

Exercice 8 [01964] [Correction]

Calculer les intégrales suivantes :
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(a) J{ (b) [y 12, (c) 01/2 & (a) [ (b) [e'costdt (c) [tsinte'dt

Exercice 9 [ 00284 ] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

(a) [27 cos?tdt (b) [Pmtdt (©) [} A= dt

Exercice 10 [oo02s85] [Correction]
Calculer

/4
I= / In(1 + tan z) dz.
0

Calcul de primitives

Exercice 11 [o1960 ] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

(a) [te!” dt (b) [ntqe (¢) [ oL

Exercice 12 [ 00279 ] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

(a) [costsintdt (b) [tantdt (c) [cos®tdt

Exercice 13 [oo02s0 | [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

(a) [ i dt (b) [ et (0) [ it

Exercice 14 [o1962 ] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

Intégration par parties

Exercice 15 [o1979 | [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

(a) [tlntdt (b) [tarctantdt (c) [tsin®tdt

Exercice 16 [00263] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

(a) [(t* —t+1)e tdt (b) [(t—1)sintdt

Exercice 17 [o1980] [Correction]

Calculer les intégrales suivantes :

(a) fol In(1 +¢2)dt (b) f; t"Intdt(avec
n € N)

(c) flew sin(Int) dt

Exercice 18 [ 00287 ] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

(a) fol arctant dt (b) f01/2 arcsin t dt (c) fol tarctantdt

Exercice 19 [o02s83] [Correction]
Calculer

1
/ In(1 + %) dt.
0

Exercice 20 [ 03089 ] [Correction]
Soient (a,b) € R?, p € R et f € C*([a;b],R) telles que

V€ [a; D],

b 1
/ teTrf(t) dt’ <.
o p

f'(@)| = et f monotone.

Montrer :
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Changement de variable

Exercice 21 [o1982] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes en procédant par un changement de variable
adéquat :

f \/+\/?3 ftﬁ?(i?f)? (c) f eurdf

Exercice 22 [ 00290 ] [Correction]

Déterminer
/ dt
V2 —1

Exercice 23 [o01983] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

1
(C) 0 etd-il

fl t+t(1nt)2 fl t\/W

Exercice 24 [oo0260 ] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

) Jo VI—12adt ) Jo VT —2adt ¢) [}ttt
Exercice 25 [o1985] [Correction]
(a) Montrer que
/”/2 cost. dt:/ﬂ/g sint. P
o cost+sint o cost+sint 4

(b) En déduire

1
/0 VIi—2+t

Exercice 26 [oo1ss ] [Correction]

(a) Soit f € C([0;1],R). Etablir
/ tf(sint) dt = f/ F(sint) dt.
0 2 Jo
(b) En déduire la valeur de

™ s 2n
xsin”"(x)
In :/ 2N 2n dw
o sin“"(x) + cos?™(z)

Exercice 27 [o3193] [Correction]
Pour a et b des réels tels que ab > 0, on considére

I(a,b) / R d
a,b) = ———dx
o (14+2z22)vV1+z*
(a) Calculer I(—b,—a), I(1/a,1/b) et 1(1/a,a) en fonction I(a,b).
(b) Pour a,b > 1, calculer I(a,b) via changement de variables v = x 4+ 1/2 puis
v=1/t.
(c) Montrer que la relation ainsi obtenue est valable pour tout a, b tels que
ab > 0.

Exercice 28 [o02s82] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable ad hoc :

(a) 07T 3-:2252 7 dt

fl \f+2t

(c) 12 1n(1+t) Int dt

Exercice 29 [02436 ] [Correction]

Calculer
/\/5 ) 2
arcsin| ——— | dt.
0 142

Intégrales fonctions des bornes

Exercice 30 [o1987] [Correction]

Soit f: R — R une fonction continue.

Justifier que les fonctions g: R — R suivantes sont de classe C' et exprimer leur
dérivée :
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(a) g(o) = [ f(t)dt (b) glx) = [y xf(t)dt (c) g(x

Exercice 31 [o19s88] [Correction]
Soit ¢: R — R la fonction définie par :

ht
o(t) = ST pour ¢ # 0 et ¢(0) = 1.
Soit f: R — R définie par :
2z
fo = [ e

(a) Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
(b) Justifier que f est dérivable et calculer f/(z).

(c) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 32 [o01990] [Correction]
Soit g: R — R une fonction continue.
On pose, pour tout z € R,

F@) = / sinz — t)g(t) dt.
0
(a) Montrer que f est dérivable et que

f(z) = /0QE cos(t — x)g(t) dt.

(b) Montrer que f est solution de 1’équation différentielle " + y = g(z).

(c) Achever la résolution de cette équation différentielle.

Exercice 33 [o01991] [Correction]
Soient f: R — R de classe C! et F': R* — R définie par

Vo £ 0, F(x) = % ’ f(¢)de.

(a) Montrer que F peut étre prolongée par continuité en 0. On effectue ce

prolongement.

)
Jo ft+z)dt

(b) Montrer que F' est dérivable sur R* et exprimer F’(z) a ’aide d’une intégrale

(c) Montrer que F est dérivable en 0 et observer £’(0) = 0.

Exercice 34 |[oooss | [Correction]
Soit f continue de R dans R telle que

2y+x
WaweRaﬂm—f@w3£ £(t) dt.

Montrer que f est de classe C! et déterminer f.

Exercice 35 [ 00276 ] [Correction]

Pour z € ]0;1[, on pose
2
dt
80(5'3)—/0C nt

(a) Montrer que ¢ est bien définie et que cette fonction se prolonge par

continuité en 0 et en 1.
(b) En déduire la valeur de
1
-1
/ i dz
o Inz

Exercice 36 |[02444 | [Correction]

Soit )
Todt

f(ff):/w nt

(a) Calculer les limites de f en 07 et +o00, la limite en +oo de f(z)/z et montrer
que f(z) tend vers In2 quand z tend vers 1.

(b) Montrer que f est de classe C*> sur R* mais qu’elle ne I’est pas sur R.

(c) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 37 [o37ss ] [Correction]

QIet
f:x»—)/ 7dt

est définie et dérivable sur R*.

(a) Montrer que la fonction
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(b) Déterminer la limite de f en 0.

Exercice 38 [o0275 ] [Correction]
Soit )
T cht
f:wGR*r—)/ CTdt.
Etudier la parité de f. On étudie désormais f sur ]0; +ool.
b

(c
(d

Prolonger f par continuité en 0.

(a
(

Montrer que f est de classe C* sur R.

N ~— ~—

Branches infinies, allure.

Exercice 39 [oo0277 ] [Correction]
Soient f € C*(R,R) et g: R* — R définie par

(a) Prolonger g par continuité en 0.

(b) Montrer que la fonction ainsi obtenue est de classe C! sur R.

Exercice 40 [o037s89 ] [Correction]
Etude et graphe de la fonction

}_)/Qw dt
T _—,
s V1+t2+td

On préciser le comportement de la fonction quand z — 0 et quand =z — Foo.

Exercice 41 [o02617 ] [Correction]
Pour tout x € [1;+o00[, on pose

F(m):/lm\/t;jdt.

(a) Montrer que la fonction F' est bien définie, continue sur [1;+oo[ et de classe
C> sur |1;4o0].
Exprimer sa dérivée F'(x)

(b) Etudier la dérivabilité de I en 1. Préciser la tangente au graphe de F en 1.
(c) Etudier la limite de F en +ooc.

(d)
)

(e) Justifier que F~! est dérivable sur ]0; +oo[ et solution de 1’équation

différentielle
vy =y -1

(f) Etudier la dérivabilité de F~! en 0.

Justifier que F' réalise une bijection de [1;+oo[ sur un intervalle & préciser.

Sommes de Riemann

Exercice 42 |[o1998 | [Correction]
Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant :

() Dot e (b) Yoy 7o

(€) Xker Vrram

Exercice 43 [o01999 | [Correction]
En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de

Sy = f: V.
k=1

Exercice 44 |[oor44 | [Correction]
Déterminer la limite de la suite de terme général

()"

Exercice 45 [o2785 ] [Correction]

1/n 1/n
Etudier les limites de <HZ_1 (1 + ﬁ)) et de (Hz_l (1 + n’%)) .
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Exercice 46 |[o027s86 ] [Correction]
Calculer les limites de

isin(fb) sin(2> et Zsm k—i—n

lorsque n — +o0.

Exercice 47 [o02787] [Correction]

SineN*et xR, soit fo(z) =5, k),

Soit x,, le plus petit réel strictement positif en lequel f, atteint un maximum
local. Calculer lim f,, (z5,).

Exercice 48 [o03198] [Correction]
Déterminer un équivalent quand n — +oco de

1
=Y s

k=1

Exercice 49 [o376s ] [Correction]
Etudier la suite suivante

avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
Indice : étudier la suite suivante

(n—r@)+m-r@)+ - +@n-—r)

Up =
n

Exercice 50 [o03428] [Correction]

(a) Déterminer

(b) Pour a > 1, déterminer

(c) En déduire

Formules de Taylor

Exercice 51 [o02816] [Correction]
Enoncer et établir la formule de Taylor avec reste intégrale.

Exercice 52 [ 02001 ] [Correction]
Montrer que pour tout n € N et tout x € R

|x|n+1e\z\
Z k! (n+ 1)1
En déduire
. =k
Jm 2
k=0

Exercice 53 [ 02002 ] [Correction]
En appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction x — In(1 4 z) entre 0
et 1, montrer que :

1 1 1
l— - — 4. In 2.
stz gt n

Exercice 54 [00295 ] [Correction]
En exploitant une formule de Taylor adéquate établir

lim ( )

1 =1In2.
n—>+ook_0 —+

Exercice 55 [02003] [Correction]
Soient f: R — R de classe C? et a € R.

Déterminer
L flath) ~2f(a) + fla—h)
h—0 h2
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Exercice 56 [ 00297 | [Correction]
Soient f:[0;1] — R une application de classe C? et

n

Su =3 F(k/n?) = nf(0).

k=1

Déterminer la limite de la suite (Sy,).

Exercice 57 [o02817] [Correction]

(a) Montrer, pour tout x € ]0;7/2[, Pexistence de 6, € ]0;1[ tel que

e
sine =x — G cos(z6y).

(b) Etudier la limite de 6, quand 2 tend vers 0 par valeur supérieure.

Exercice 58 [00255 ] [Correction]
Soient n € N* et ¢: R — R une fonction de classe C" telle que

ol) = o(a").

(a) Montrer que
V0 <p<n,oP(x) = o(z"P).

x—0

(b) On introduit ¢: R — R définie par

Montrer que
Y0 < p < n,p®P(x) = o(z"P7h).

z—0
En déduire que 1 est de classe C"~! sur R.
(c) Soient f: R — R de classe C" et g: R — R définie par

f@)=10) G o £0
9le) = 1/(0) sinon.

Montrer que g est de classe C*~ 1.
(d) Soient f,g: R — R de classe C™ telles que

f(0)=0,g9(z) =0 < z=0et ¢'(0) #0.

Montrer que f/g est de classe C"~ 1.

Propriétés de 'intégrale
Exercice 59 [o01965 ] [Correction]

Soient f: [a;b] — R une fonction continue par morceaux et ¢ € Ja;b|.
Montrer que

bla/abf(t)dtgmax(c1a/acf(t)dt,blc/cbf(t)dt>.

Exercice 60 [o01967 ] [Correction]
Soit f: [a;b] — R continue. Montrer

b b
/ (@) dt‘ :/ ’f(t)’ dt si, et seulement si, f >0 ou f < 0.

Exercice 61 [o1767 ] [Correction]
f étant continue sur [a;b] et & valeurs dans R, trouver une condition nécessaire et

suffisante pour que
b b

Exercice 62 [o3051 | [Correction]
Soient (a,b) € R* avec a < bet f € C%([a;0],C).
A quelle condition portant sur f a-t-on

/abf’=/ab|f|?-

Exercice 63 [o01968 | [Correction]
Soit f:[0;1] — R continue telle que

! 1
/O f(t)dt = 5

Montrer que f admet un point fixe.
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Exercice 64 [o03092] [Correction]
(Seconde formule de la moyenne) Soient f,g: [a;b] — R deux fonctions continues
avec f décroissante et positive.

(a) Pour n € N*, on pose

b-a)

n—1 Qht1
S":Zf(ak)/ g(t)dt avec a, = a+k
k=0

(23

Montrer que

b
S, — / F(t)g(t) dt.

n——+oo

(b) On introduit G la primitive de g s’annulant en a.

Montrer que

fla) minG < Sy < fla) max G,

(c) En déduire qu’il existe ¢ € [a;b] vérifiant

b C
/ f(Hg(t)dt = f(a) / o(t)dt.

(d) Soient f,g: [a;b] — R continues avec f monotone.
Montrer qu'il existe ¢ € [a;b] tel que

b c b
[ rogwae= s [ gyae+ o) [ goa

Exercice 65 [o03188] [Correction]
Soit f une fonction réelle de classe C' positive et décroissante sur I = [a;b].
Soit g une fonction continue sur 7. On définit G: I — R par la relation

Gla) = /zg(t) dt.

(a) Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G([asb]) = [m; M].

(b) Montrer que

b b
/ F(Dg(t)dt = FB)C(B) / PG dt.

(c) En déduire qu’il existe ¢ € [a;b] tel que

b C
/ F(Dg(t)dt = f(a) / o(t)dt.

Exercice 66 |[o1971 ] [Correction]
Soit f: [0;7] — R continue.

(a) Montrer que si
/ F(t)sintdt = 0
0

alors il existe a € |0; 7| tel que f s’annule en a.

(b) Montrer que si
/ f(t)sintdt:/ f(t)costdt =0
0 0

alors f s’annule 2 fois sur ]0; 7[.
On pourra regarder foﬂ f(@t)sin(t — a) dt.

Exercice 67 [o01974 ] [Correction]
Soit f: [a;b] — R continue par morceaux. Montrer que la fonction

b
xl—)/ f(t)sin(xt) dt

est lipschitzienne.

Exercice 68 [02966 ] [Correction]
Soient f: [0;1] — R continue telle que

/Olf(t)dt:O

m le minimum de f et M son maximum.
Prouver

/1f2(t) dt < —mM.
0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Enoncés 9

Exercice 69 |[o05034 ] [Correction] Utilisation de primitives
Soient f,g: [a;b] — R des fonctions continues. Montrer qu’il existe ¢ € [a;b] tel
que Exercice 74 [o033s80] [Correction]

g(e) /b Ft)dt = f(c) /b g(t)dt Soit f:[0;1] — R continue vérifiant

/Olf(t)dtzo.

Exercice 70 [05032 ] [Correction
[ ] Montrer qu’il existe € ]0; 1] vérifiant

Soit f: [a;b] — R une fonction continue. On suppose

b = -
/ f(t)g(t)dt =0 /0 tf(t)dt = 0.

pour toute fonction g: [a;b] — R continue et s’annulant en a et b.

Montrer que f est la fonction nulle. Exercice 75 [o1973 ] [Correction]

Soit f: [0;1] — R continue. Montrer que f posséde une unique primitive F telle
que

.. ve 44 1

Limites d’intégrales / Flt)dt = 0.
0

Exercice 71 [o1978 ] [Correction]

Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales Inégallté et 1ntégrales

correspondantes :

) % ) % sint Exercice 76 [05033] [Correction]
() , v . (b) Tim oo [ 107 limg oo [;7 530 dE goiang f:[0;1] — R une fonction continue décroissante et g: [0;1] — R une
limg o+ [, sint® dt (c) fonction continue prenant ses valeurs dans [0; 1]. Montrer que

/01 f(z)g(r)dx < /0)\ f(z)dz avec A= /01 g(z) dz.

Exercice 72 [o02s86 ] [Correction]
Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales
correspondantes :
. 2z ot dt
(a) lim, o+ [ ¢ . P 4 . s 4z
T e Suites dont le terme général est défini par une inté-
(b) limyyqo0 [, S—dt
grale

(€) limgy oo [ <D g

Que devient cette inégalité lorsque f est croissante ?

Exercice 77 [o01994 ] [Correction]

. . P i 1 :
Exercice 73 [o1977] [Correction] our p et g entiers naturels, on pose

Soit f: Ry — R continue. Déterminer

b
I,q= / (t—a)?(b—t)?dt.
z a
lim f/ (t)dt
=0+t T Jo (a) Former une relation de récurrence liant I, ¢ et Ipqq1 q—1.
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(b) Donner une expression de I, ; & I’aide de factoriels.

Exercice 78 [o01997 ] [Correction]
(Intégrales de Wallis) Pour n € N, on pose

/2
I, = / sin” ¢t d¢.
0

a) Montrer que I,, = /2 cos"tdt et I,, >0
q 0
(b) Montrer que pour tout n € N, on a

1
n-l—I

Iyyo=—1I,.
+2 n+2

(c) Donner une expression de I,,  I’aide de factoriels en distinguant les cas
n=2petn=2p+1.
(d) Etablir que pour tout n € N,

(n+ D) Ipsr I, = % et Inio < Ins1 < I

(e) Déterminer un équivalent de I,,.

Exercice 79 [o01992 ] [Correction]

On pose, pour n € N
1
1 _ n
In :/ 7( 'J:) er dx.
O n.
(a) Montrer que la suite (I,,) tend vers 0.
(b) Montrer que

1
In=7—— + Iny1-

i)
(c) En déduire que

ol
e:nlgrgoz Pk
k=0

Exercice 80 [01993] [Correction]
Pour n € N, on pose

In:/ (Inz)™ de.
1

(a) Calculer I et I.
(b) Etablir une relation liant I,, et I, ;.
(¢) En déduire que
VnEN,O<In<L.
n+1
(d) Déterminer la limite puis un équivalent simple de (I,,).
(e) Soit (uy) une suite réelle définie par

up=a et Vn € Nyu,r1 =e— (n+ 1)uy,.

On suppose que a # Iy, montrer, en étudiant D,, = |u, — I,|, que |u,| — +o0.

Exercice 81 [o01996] [Correction]

Pour n € N, on pose
bode
Uy = .
" o 1+az"

Montrer que (u,) est une suite strictement croissante.

a) Calculer ug, u1, us.

(
(b
Montrer que u,, — 1.

)
)
(c)
(d) Etablir o 1

Vn € N*,/O 1x+(;1; = lnTZ — %/o In(1 4 z™) dz.

(e) Montrer que
1

lim In(14+2")dz =0

n—oo 0

et en déduire que

Exercice 82 [o02s89 ] [Correction]

Pour n € N, posons
/2
I, = / (sint)™ dt.
0

(a) Pour n > 2, former une relation de récurrence liant I,, et I,,_s.

(b) En déduire l'expression de I, selon la parité du naturel n.
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Exercice 83 [o02981] [Correction]
Déterminer un équivalent lorsque n — 400 de

1 t n
L= dt.
o \1+1%?

Exercice 84 [o00322] [Correction]

Soit )
I, = / x dzx.
o T+1

(a) Montrer que I,, — 0 en décroissant.

Calcul de primitives de fonctions rationnelles

Exercice 86 |[o01233] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

1 dz
(@) Jo 775es1

Calcul de primitives ou
une fonction rationnelle

(b) Simplifier I,, + I,,11 et en déduire une expression de I,, & ’aide d’un symbole

sommatoire.
(c) Déterminer

(d) Exploiter

pour déterminer

Exercice 85 |o1s860 | [Correction]
(a) Calculer

Uoae
o 1+t

(b) Etablir, pour tout n € N
1)71,t2n+2

1 n 1
kg =T /Ldt.
/OZ< ) 1), Tise

1 t2’ﬂ+2 1 1
Og/ dtg/ 22 Q¢ = )
0 1 + t2 0 2n + 3

P 2k +1 nooo 4°

(c) Justifier

(d) En déduire

Exercice 87 [o01235] [Correction]

1 5
(b) Jy i de

1 T nxr
(©) Jy s do

d’intégrales se ramenant a

Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de

validité :

Exercice 88 [o01236] [Correction]
Calculer )
J

Exercice 89 [o1237] [Correction]

dx

e +1

Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de

validité :

() THeoss

Exercice 90 [o1238] [Correction]

Déterminer une primitive sur R de la fonction

T

1
3+cosz
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Exercice 91 |[o3774 | [Correction] (a) \/’% (d) PV =
En exploitant le changement de variable u = tant, calculer pour tout x € R (b) z pra——— =
I’intégrale (z—1)(3—z) (e) po
/ c_dt (c)
o 3+cos?t’ v

Exercice 92 [o01239 ] [Correction]

Calculer :
T/2 dq /4 d 27 d
(a) 0 2+cisx (b) fO 1+singac;cosac (C) fO 1-&-603682 T

Exercice 93 [o1241] [Correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant I’ensemble de
validité :

th h
(a) thes (©) otz
(b) 1—f£lhx2m (d) ch13x

Exercice 94 [o01242] [Correction]
Calculer
bdx

o chz’

Exercice 95 [01243] [Correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

(@) 7 (b) 2 (c) /==L

Exercice 96 [01244 ] [Correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

Exercice 97 [o01245] [Correction]
Sur |—1/2; +o0], déterminer

dx
/ 2z +1)Val+z+1

Exercice 98 |[o1246 | [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

fl f(x-i—?;) fO \/Ferll

o JL st
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Exercice 1 : [énoncé]
Pour y > x >0,

(Vy— Vo) =y+a—2/ay<y-—z
donc
Vi—VE<Vi—T.
Par symétrie

Va,y >0, [y — V| < Vly — .

Soit & > 0. Considérons n = &2 > 0.
Pour tout z,y > 0,

y—zl<n = |Vy-va|<Vly—z|<vi=e

La fonction racine carrée est donc uniformément continue.

Exercice 2 : [énoncé]
Par 'absurde supposons que  + Inz soit uniformément continue sur R*.
Pour € = 1, il existe n > 0 tel que

Ve,y >0,ly—2z| <n = |lny—Inz| <e.

Pour y =z + n,

lny —Inz| = ln<m+n> — +o0.

x z—0t

Absurde.

Exercice 3 : [énoncé]
Soit f:[0;1] — R définie par

o) = {xlnx siz#0

0 sinon

f est continue sur le segment [0; 1], donc uniformément continue sur [0;1] et donc
a fortiori sur ]0;1].

Exercice 4 : [énoncé]
Pour € = 1, il existe a > 0 tel que

Vo,y € [0;1)ly — 2| <o = |f(y) — f(zx)| < 1.

Par suite, pour tout z € [1 — «;1[, on a ’f(:v) —f(1- a)| <1 puis

[f(@)] <1+[f(1-a)l.

De plus, la fonction f est continue donc bornée sur le segment [0;1 — o] par un
certain M.

On a alors f bornée sur [0; 1 par max{M, L+ |f(1- a)]}.

Exercice 5 : [énoncé]
Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe a > 0 vérifiant

Va,y>0,ly—z|<a = |f(y) - f(z)] <e

Considérons alors la suite ( f (na)). Puisque celle-ci converge vers 0, il existe
N € N vérifiant
Vn > N, f(na)‘ <e.

Posons A = Na. Pour x > A, il existe n > N vérifiant

[na — x| < «

et donc
|f(@)] < |f(z) = fna)| + | f(na)| < 2e.

On peut alors conclure que f converge vers 0 en +o00.

Exercice 6 : [énoncé]

Soit A ’ensemble des n € N tel qu’il existe une subdivision o = (ayg,. .., an,)
adaptée a f.

A est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit élément p.

Il existe une subdivision o = (ay, ..., a,) adaptée & f.

Montrons que toute subdivision o’ = (bg, by, ...,b,) adaptée & f est plus fine que
o.

Par ’absurde : supposons 3i € {1,2,...,p — 1} tel que a; ¢ {bo,b1,...,bn}.
On peut alors affirmer qu'’il existe j € {1,2,...,n} tel que a; € |bj_1;b;[.
Comme o et ¢’ sont adaptées & f on peut affirmer que f est constante sur
lai—1;ail,]a;;ait1] et 1bj_1 ;b;[ puis que f est constante sur Ja;—1 ; Git1]-

Par suite la subdivision ¢’ = (ay, . . .,ap) est adaptée & f or cela
contredit la définition de p.

.,ai_l,aﬂ_l, ..

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD
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Exercice 7 : [énoncé] Ainsi P P
. ) . . ) . 1 2 ™ ™
Cette fonction n’a pas de limite en 0, elle n’est donc pas continue par morceaux. =T ;1 I / n cos<z - m) do — / In(cos z) de
0 0
or P P
. 2 2 a 7T

Exercice 8 : [¢noncé] / In cos (x - F) dz = / In cos(t) dt

Dans chaque cas la détermination d’une primitive est (assez) immédiate 0 4 t=%-xJo
donc

(2) 9 9 mln2

/ a [ 1]1* 1 =5
L2 t], 2
(b) Exercice 11 : [énoncé]

1
[ arctan t} =
0

bode
o 1+82

= [ arcsint

(c) /
}1 2

=

1/2 dt
=

Exercice 9 : [énoncé]

(a) En linéarisant

27 27 . 27
1 32t t sin 2¢
/ cosztdt:/ &dt: 7+51n = .
0 0 2 2 4 1o

(b) On connait une primitive du logarithme ou ’on intégre par parties

2 2
/lntdt: [tlnt—t} —2In2—1.
1 1

(c) On reconnait une forme u’/\/u

dt = [\/1+t2};=\/§—1.

),

Exercice 10 : [énoncé]

La fonction x — In(1 + tan z) est définie et continue sur [0;7/4] donc I existe.

In(1 + tanz) = In(cos z + sinz) — In(cosz) et cosz + sinz = v2cos( T —z

(a) On reconnait une forme u’e"

1
/tet2 dt = §et2 + Cte,

(b) On reconnait une forme v'u

Int
/ D0 dt = ~(Int)? + Cte.
(c) On reconnait une forme u’/u
/ t?t = In|Int| + C*.

Exercice 12 : [énoncé]

(a) C’est une forme u'u donc
: 1 2 te
costsintdt = 5 Sin t+ C™.
(b) C’est une forme u’/u donc

/tantdt = —In|cost| + C*°.

(c) On se raméne & une forme u/u? via cos?t = 1 — sin®t

1
/COSBtdt:/COSt*/COStSinzt:Sint*gSiH3t+Ct6.
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Exercice 13 : [énoncé]
Dans chaque cas on reconnait une forme o’ f(u)

() J 1 dt = 310|147 + ' sur J—o0; ~1[ ou |1 ool
(b) fﬁdt:mﬂ-Cte sur R.
(©) [ g dt = §arctan? + C'* sur R.

Exercice 14 : [énoncé]

(a) En isolant partie réelle et imaginaire
dt 1 dt t+1
= =i [ ot
/it+1 i/t—i 1/t2+1

dt i
/ o arctant — %ln(t2 +1) + O,

/et costdt = Re (/ eI+t dt)

/e“*i)t dt = (1D 4 e

puis

(b) On observe

et

1+1

donc .

/et costdt = e5(cost + sint) + C*.

/tsintet dt = Im(/ eI+t dt)

et par intégration par parties

(c) On observe

/te(1+i)t dt = t+ 1(21 — t) e(1+i)t + Cte

donc .
/tsintet dt = e§(tsint + (1 —t)cost) + C*.

Exercice 15 : [énoncé]

(a) Par intégration par parties
1 1 1 1
tintdt = ~t*Int — [ ~tdt = =t*Int — —t* + C*".
/ . gt M /2 gl bt

(b) Par intégration par parties
1, 1 [ t2dt
tarctantdt = —t"arctant — - [ ——
2 2) 1+¢
puis en écrivant
A . 1
241 1+
on obtient )
/tarctantdt = 5((752 + 1) arctant —t) + C**.

(c) En écrivant sin®t = 1 — cos?
/tsin3tdt: /tsintdt—/tsintcothdt.

/tsintdt =gint — tcost 4+ C*.

D’une part

D’autre part, par intégration par parties

1 1
/tsintcosztdt: —gtcos3t+§/0053tdt

avec .
/0053 dt = /costdt — /costsinztdt =sint — 3 sin® ¢.

Finalement

2 1 1
/tsingtdt: gsint—tcost—&— gtcos3t+ §sin3t+C’t€.

Exercice 16 : [énoncé]
Par intégration par parties

(a) [(*—t+ e tdt =—(t*+t+2)e !+ C"e.
(b) [(t—1)sintdt =sint+ (1 —¢)cost + C*™.
(c) [(t+1)chtdt= (t+1)sht—cht+ C'.
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Exercice 17 : [énoncé] (c)
Par intégration par parties
1 1 1o otog2
(a) / tarctantdt = — [t2 arctan t} - = / ——dt
1 1 1 o2 0 2 0o 2Jy 1+1¢2
2 2
/1n(1—|—t)dt: {tln(1+t)] —/ —— dt. . 1 [
0 0 Jo L+t :——f[t—arctant} =——_.
En écrivant 8 2 o 4 2

2t _ 2
142 1+ ¢2
on obtient
1 1 x
/0 In(1+*)dt =In2 -2 {t—arctant}0:1n2—2+§.

(b) Par intégration par parties

e 1 e 1 e n+1 1
/t"lntdt: — "l nt —7/ tndt:%_
1 n+1 . on+1/ (n+1)

(c) Par deux intégrations par parties

™

e ™

/Cﬂ sin(lnt) dt = {t sin(In t)} _/C” cos(Int)dt = —

donc

1

™ T

e . 1 e
/1 sin(lnt)dt = ~5 [tcos(lnt)}1 =

e +1
5

Exercice 18 : [énoncé]
Par intégration par parties

(a)
1 1 1
/ arctantdt = [tarctant} —/ ——dt
0 o Jo 1+t
T 1 I 7 In2
-T2 ma 2] _r_me
4 z{n(+t)o 1~ 2
(b)
1/2 1/2 1/2 t
arcsintdt = [tarcsint] — / dt
/0 0 o V1-—1t2
1/2 T \/3
J1 2 _ 4 VY
12 + [ 1 t}o 12+ 2 L

Exercice 19 : [énoncé]
Par intégration par parties

! 2 . NE Loog2
/Oln(1+t)dt_ [tln(1+t)} _/0

0 142
Exercice 20
Ecrivons

dt=In2+ 2 -2
T3

: [énoncé]

b b
/ Q21 () gp — f'(#) Q21 () gt
a o ()

e e
{t cos(In t)} ) —/1 sin(Int) 48ay integration par parties

b ey
t .
f ( )e2mf(t) dt.

: b
b f'(t) Q20 (1) qp — |:6217rf(t) } i
2im

o J'(t) 2imf'(t) ], o J'(t)?
Quitte & considérer — f, supposons f” >0
f// 2 g ‘ b F(t) 4 — 1 B 1
’/ =L 70" 7 70

et donc

f (t) 217rf(f) 1 1 1 1 _ 1
IO dt’ = 27T(|f’(b)| @ T @ f’(b))

Selon le signe (constant) de f’, le terme en f’(b) ou le terme en f’(a) se simplifie
et on obtient

b
f:(t) 20 (1) dt‘ < i
o I'(t) pm

Exercice 21 : [énoncé]
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(a)

2ud 2d
wdu :/ v = 2arctan u+C" = 2arctan vVt+C"*.

dt
/\/E+\/F3u:\/z/u+u3 1+ u?

(b)

(b)
1 w/2
/tQ\/lftht = / sin? u cos® udu =
0

0 t=sinu

/2
/ sin? 2udu = 1.
0 16

A~ =

(c)

Intdt ue® du udu 1 9 ; 1 9 " 2 V3
_ _ _ - g e Int V2
/t+t(1nt)2 u:lnt/eueuuz /1+u2 o (1) +0% = 5 In(lHn"H)+C / 2t = / 2lnutdu =4 [ulnu—u] " =2v2m2— 42+ 4.
1 1 1

()

et dt udu 1
- = — 1— du = u—In(1 te _ t*l 1 t te.
/ et + 1 u=et / u+1 / u+1 U U Il( +u)+c e Il( “+e )+C

Exercice 22 : [énoncé]

Par le changement de variable v = v/t — 1
dt du
——— = [ ——— =arctan(\/t2 — 1) + C".
/t\/tQ—l /u2+1 ( )

Exercice 23 : [énoncé]

\/1? u=v1

Exercice 25 : [énoncé]

(a) Par le changement de variable z = § —t on a

/”/2 cost dt—/ﬂ/z sint gt
o cost+sint  J, cost+sint
/2 /2 i /2
cost sint T
—dt+ ——dt = dt = -
/0 cost +sint /0 cost +sint /0 2

/”/2 cost dt—/ﬂ/Z sint g
o cost+sint  J, cost+sint 4~

Or

donc

(a)
/e dt /1 du T (b) Via le changement de variable t = sinz (avec = € [0;7/2])
|ttt u=me Jy T4+u? 47 /1 dt _/“/2 CST qe="T
(b) e 1 o VI—£2+t Jo cosx+sinz T
dt du —!
/1 tvint + 1 u=Int Jg Ju+1 [ 0 ( )
(c) Exercice 26 : [énoncé]
. (a) Par le changement de variable u = 7 — ¢, on obtient
dt ¢ du °1 1 e
T wwt D = —— +1du: {1nu—1n(u—|—1) ) =1In2-In(e+1)+1. ™ ™
o € Lu=erJy ulu P I:/ tf(sint)dt:/ (m —u) f(sinu) du
0 0

Exercice 24 : [énoncé]
(a)
1 w/2 T
/ Vvi-2dt = / cos?udu = —.
0 0 4

t=sinu

et donc
21 = / tf(sint)dt + / (m—u)f(sinw)du = 77/ f(sinu) du
0 0 0
puis l'identité proposeée.
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(b) En observant cos®” z = (1 — sin? z)"

In = E /ﬂ- ~on Sin2n(gj) dz
2 Jo sin®(x) + cos?™(x)
En coupant l'intégrale en /2
e 3([ [y
2\Jo sin®*(z) + cos?(x) =/2 sin“"(x) 4 cos?"(x)
En procédant au changement de variable y = 7 — = dans la seconde intégrale

/2 a2n
I, = 7T/ - sin”" (x) de
o sin®"(x) 4 cos??(x)

Enfin, en procédant au changement de variable y = 7/2 — z, on observe

/2 2n
In=7r/ - cos™"(x) dr
o sin“"(z) + cos?"(x)

et on en déduit

/2 s 2n ™/2 2n 2
of — 71-(/ _ sin”" (x) dx+/ - cos”" (x) dx) _
o sin®™(z) + cos?(x) o sin“"(x) + cos?”(x) 2

Finalement

Exercice 27 : [énoncé]
(a) Par parité de la fonction intégrée, on a
I(—=b,—a) = I(a,b).
Par le changement de variable v = 1/¢, on obtient

I(l/a,l/b):/b( Loi iy

2
1+ 4)/1+ % ¢

En particulier
I(1/a,a) =1(a,1/a)

alors que par échange des bornes

I(1/a,a) = —I(a,1/a).

On en déduit
I(1/a,a) = 0.

, on peut appliquer la relation précédente

(b) En procédant aux changements de variable proposés
b+1/b b/(b2+1)
I(a,b) = / /
a+tl/a UVU2 /(a2+41)

b/ (b%41)

1—2t2

et donc

I(a,b) = % [arcsin \/ﬁt]

(c) Le changement de variable v = x + 1/x n’est pas bijectif quand 2 parcourt
]0; +o00[ mais dans les calculs précédents, il était possible de 1’exploiter sans
exprimer x en fonction de v. L’hypothése a,b > 1 n’a donc pas été utilisée
dans I’étude qui précéde et donc le résultat proposé se généralise
immeédiatement.

a/(a?4+1)

Exercice 28 : [énoncé]

(a) Via z = cost

/”7sint dt—/1 7dx —l[aurctaungc}1 -
o 3+cos2t  J 13422 3 V3l 3V3

(b) Via x =/t

In(1 4+ 2v'2) — In3.

V2 V2
2dx
Vi+2t /1 1+2z [n( + :C)L

(c) Viax =1/t

$2

2 1/2 2
In(1+1t) —Int 1
/ Mdtzf/ ln(a:Jrl)dx:/ lnzdx:zln2f§1n3**.
. Ny 3 2 2 2

/2

Exercice 29 : [énoncé]
La fonction intégrée est bien définie et continue car

2y e [-151].

On simplifie l’expression de la fonction intégrée.

Par parties, on intégre le facteur 1 multipliant Uarc sinus'.

2t

1. On peut aussi réaliser le changement de variable ¢ = tan % afin d’exploiter sinx = e
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On pose
()=t et wv(t) in( "
=t e = arcsin| — |.
u v 10

Les fonctions u et v sont de classe C! avec u/(t) = 1 et, par dérivation de fonctions
composées,

2(1 + %) — 42 1 2 1—12

(1+1¢2) 1_(1%2)2_1“2 [1—e2]

Afin de poursuivre le calcul, il faut résoudre la valeur absolue : on découpe
lintégrale en t = 1 et l'on calcule séparément les deuz intégrales.

D’une part,
Lo o2t \1' [t oot
arcsin| —— | dt = |tarcsin| ——= — ——dt
0 14 ¢2 1+t2/], o 1+1¢2
1
= aresin(1) - [In(1+#2)] =7 - In2.
0

D’autre part,

Vi oy o2t \1VP B o
: arcsin 152 dt = |tarcsin 72 ) + ! 152 dt
= arcsin(?) —arcsin(1) + {ln(l + ﬁ)}

T om
— — —+1In2.
3><3 2+n

V3

1

Finalement, en sommant ces deux calculs
arcsin
0 1+12 VA

Exercice 30 : [énoncé]
On introduit F' primitive de f sur R.

(a) g(x) = F(2?) — F(2z) est C! par opérations et ¢'(z ) =2zf(x 2) —2f(2x).
(b) g(x) = z(F(z) — F(0)) est C' par opérations et ¢'(z) = [; f(t)dt + a f(x).
(c) g(x f% f(u)du = F(2z) — F(x) est C! par opérations et

<>i 2f(20) - f(a).

Exercice 31 : [énoncé]

(a)  est continue sur R donc f(x) existe.

2x 2
VzER*,—zGR*etf(—z):/ shi e — 7/ B g = f).

t u=—t

Ainsi f est impaire.
(b) ¢ est continue donc posséde une primitive F. Comme f(z) = F(2z) — F(z) f

est dérivable et L2 L
, sh2x — sha
f(z) = -
pour xz € R* et f/(0) = 1.
(c) Pour tout > 0, on a sh2z > shx donc f/(x) > 0. Ainsi f est croissante sur
R,.
Puisque

2z
sh
f(x) 2/ %dt:shxlnz
on a f(z) — +oo quand z — +oo0.

On compléte le tableau de variation par parité.

Exercice 32 : [énoncé]

(a) En développant
f(z) = /OI (sinx cost—coszsint)g(t) dt = sinx /OI costg(t) dt—cosz /Or sintg(t) dt
f est donc dérivable et
f'(x) = cosx /Ow costg(t)dt + sinz /Ow sintg(t) dt = /Ow cos(t — x)g(t) dt.
(b) f’ est dérivable et
f'(z) = —sinz /Om costg(t) dt+cosx /Om sintg(t) dt+g(z) =

donc f"(z) + f(z) = g().
(¢) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Solution homogeéne y(x) = Acosx + psinz.
Solution particuliére y(x) = f(z).
Solution générale

— /01/’ sin(z—t)g(t) dt+g(:

y(z) = Acosz + psinz + / sin(z — t)g(t) dt.
0
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Exercice 33 : [énoncé] Exercice 34 : [énoncé]
Puisque continue, la fonction f admet une primitive F' sur R et

f(z) — f(—= z) — f f0) = f(—zx . Y(z,y) € R? f(x) — f(y) = F(2y + z) — F(2x + v).
py— [0 o) _J0) = JO)  JO -0 p0 o

2x 2z 2z z—0 Pour y € R fixé, on obtient

(a) Soit f une primitive de f.

On prolonge F' par continuité en 0 en posant F'(0) = f(0). frae f(y) + F(2y+2z) — F(2z +y).

(b) F est dérivable par opérations et
Puisque la fonction F est de classe C', on obtient que f est de classe C! et

/ f@) + f(=x)
Fia) = 9 2902 f fl(x)=fRy+x) —2f(2x + y).
Par intégration par parties En dérivant cette relation en la variable y, on obtient
@ @ @ 0=2f"Qy+z)—2f'(2z +
ft)dt = [tf(t)] - / tf(t)de f 2y o) =271 v)
o e et donc
et on peut donc simplifier FRy+x)=f(2x+y).
1 /= Puisque pour tout (s,t) € R?, il existe (z,y) € R? vérifiant
Fl(z) = -— tf'(t) dt.
r+2y=t
(¢) Sachant Yy
/I t£/(0)dt =0 on peut affirmer que la fonction f’ est constante.
— On en déduit que la fonction f est affine.
on peut écrire Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle
, 1 z , , vérifie la relation proposée.
)= g [ 0@ - 7o) d
En posant , , Exercice 35 : [énoncé]
M, = sup [f'(t)— f'(0)] _
te[—a;a) (a) Soit x €]0;1[, [z;2%] C]0;1[ et ¢ — 1 est définie et continue sur ]0; 1] donc
2
on a alors o(z) = [ 4L existe.
|F( )’gi tM dt = 1Mm- Pour t € [2?; 7],
212 2 1 < 1 < 1

Or f’ est continue en 0, donc M, ——O% 0 puis
T—

donc ) )
, - ¢ —x
F'(z) o 0. Inz?2 — #() Inx
+
En vertu du théoréme du prolongement C', on peut affirmer que F est 8uand v _> 0%, p(z) = 0.
n a aussi

dérivable en 0 et F’(0) = 0.
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donc

* :czdt< (2) < 2 2 dt

T e

L tint 2= te
2 2

/91 t%t: [ln(lnt)]i =1n2.

Quand z — 17, p(z) — In2.
Finalement ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1.

or

(b) Soit F' une primitive de - sur ]0;1[.
On a ¢(x) = F(2?) — F(x) ce qui permet de dériver ¢ et d’obtenir

rz—1

/ —
@(I)i lnx'

L’intégrale fol fl”n—_; dx est définie car on vérifie aisément que la fonction
intégrée peut étre prolongée par continuité en O et en 1 et on a

Yo—1 L
/0 2 dr = [(p(as)}ozlnl

Exercice 36 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie sur J0;1[U]1;+oo] car pour chaque x dans ce
domaine, la fonction ¢ — 1/Int est définie et continue sur le segment
d’extrémités z et 2 car 1 n’y appartient pas. Pour x € ]0;1[, on a pour tout
t € [2%;7], 2Inx < Int < Inx puis par encadrement d’intégrales

2 _ 2 _
x ng(x)gx T

2Inz Inx
et donc f(x) —— 0.
z—0t

L’encadrement est identique pour = > 1 ce qui permet d’affirmer
f(z) —— 0o et f(x)/z —— +o0.
xr—r+00 r— 400

Fz) = / ﬁdt

et par encadrement du ¢ du numérateur par x et x2, on obtient f(x) encadré
par xl(x) et 221 (x) avec

On peut aussi écrire

2 2

I(ac):/I L;: [ln|lnt|}: =In2

(b) On introduit H primitive de ¢ — 1/Int et on démontre que f est de classe C!
sur J0;1[U]1;+ool avec f/(z) = £=L. Cette dérivée étant de classe C*°, on
conclut que f est C* sur ]0;1[U]1;+o0o[. On prolonge f par continuité en 1

en posant f(1) =1In2 et puisque f'(z) — 1, la fonction f est de classe C!
T

sur ]0; +oo[ avec f'(1) = 1. Par développement en série entiére h — w
est C* au voisinage de 0 donc x — % est C* au voisinage de 1 et par

passage a linverse xz — f’(x) est C° au voisinage de 1. Finalement f est C*
sur ]0; +o0o[. Le calcul de f”(z) permet de justifier que f” n’a pas de limite
finie en 0 et donc f ne peut étre prolongée en une fonction de classe C* au
voisinage de 0.

(c) f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en 400, tangente
horizontale en I'origine.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) La fonction t — e’/t est définie et continue sur ]0;4o0], elle y admet donc
une primitive F'.
Pour z > 0, on a [z;2x] C ]0;+oo], donc l'intégrale définissant f(x) existe et

f(z) = F(2z) — F(x).
Puisque la fonction F' est dérivable, la fonction f ’est aussi et

Fa) = 2 (22) — F'(x) = w

L’étude pour = < 0 est similaire en considérant ¢ — e’ /t définie et continue
sur |—o0; 0] D [2z; z].
(b) Pour x > 0,

Vt € [x;2x],e” <ef <e**

donc
e’ln2 < f(x) < e?*n 2
puis
f(z) —— In2.

z—0t

L’étude est analogue en 0~

Exercice 38 : [énoncé]

(a) Par le changement de variable u = —t, on obtient que f est paire.
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(b) Pour tout > 0, on a

chxz cht ch2x

Vit € [x; 2],
En intégrant, on obtient
chz.In2 < f(z) <ch2z.ln2

et on en déduit

f(x) — In 2.

(c) La fonction ¢ — cht/t est continue sur |0 ;400 donc y admet une primitive G

et puisque f(z) = G(2x) — G(z), on obtient que f est de classe C! sur

10; +o0[ et
(@) = ch2x —chaz
—
De plus
!
Fl@) =50

donc, par le théoréme du prolongement C!,f est de classe C! sur R.

(d) Puisque f(z) > chz.In2, f présente une branche parabolique verticale.

Exercice 39 : [énoncé]

(a) On a

Pour € > 0, il existe a > 0 vérifiant
2] <o = |f(x) ~ fO)] <.

Par suite, si || < a, pour tout ¢ compris entre 0 et z, | f(t) — f(0)| < ¢ puis

par intégration,
(b) Par opération, g est de classe C! sur R*.

g =2 [ a2,

X

Procédons a une intégration par parties,

/Of(t)dt:xf(a:)—/o tf(t) dt.

g() = f(0)| <e. Ainsi g(z) — f(0). On pose g(0) = f(0).

On a alors

/@) =2 / Cip ).

2

De facon semblable & ce qui préceéde, on obtient

J(@) — 50,

Ainsi la fonction continue g est de classe C' sur R et

1
9/(0) = if’(O)
Exercice 40 : [énoncé]
Posons
. B 2x dt
=), Arese
On a

Fa) /2”” dt e dt
xTr) = —_— —
o VI+e+tt Jo vI+E+t!

ce qui assure que F' est définie et de classe C*° sur R.
Le changement de variable ¢ = —u assure que F' est impaire.
Par dérivation de primitive
B 2 1

VI+ @22+ 2r)t VI+aZ+at

F'(x)

En réduisant au méme dénominateur et en multipliant par la quantité conjuguée,
F'(z) est du signe de

41+ 2% +2*) — (14 (22)? + (22)*) = 3(1 — 4a*)

F est donc croissante que [0;1/+/2] puis décroissante sur [1/v/2; +o0]

En 0, le graphe de la fonction passe par l'origine avec une tangente d’équation
y=ux.

Quand z — o0,

2w dt x

= F(z) e Vi+a?+zt V14224t

—0

et donc F' tend vers 0 en +oo.
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0.4+ e F réalise une bijection de classe C*° de |1;+o0[ sur ]0; +oo[ avec F'(z) # 0
- —1
/ donc F~1 est C* sur ]0; o0l
0.2 / — | JEFTPFCI
/ T FloF-1 T -1

donc F~! est solution de ’équation différentielle considérée.

(e) F~1 est continue en 0 et F~1(0) = 1. En vertu de la relation

1/’« — (F71)3 -1
_..-"/. (F 1)/ = -1
Dt 04
on obtient
—1y/
(F=7)(2) —= 0
Exercice 41 : [énoncé] F~1 est donc dérivable en 0 et (F~1)(0) =
(a)
L, t t
fite VB —1 VE—DE@+t+1) Exercice 42 : [énoncé]
est définie et continue sur |1;z] et (a) n L& ) Ly
n T
£() ~ 1 kz_lnz—i—kQ_ﬁkz_:ll—i—(k/n)? n—+oo /0 1+ 4
VEN - -
(b)
donc F(r) existe. - k 1 « k/n Loy 1
F est primitive de la fonction continue f sur ]1;+o0[ donc F est C! et Z 24k n Z 1+ (k/n)? no+oo 1+ 22 dr = 9 In2.
F'(z) = f(2) = = ’
Comme f est C*™, F est finalement C* et sur |1; 400 (c)
Fl(a) = —— !

Nk - 1 1¢ 1 L de
1 S :[\/m} =3-1.
; ;VRQ—F?kn n; 14+ 2k/n n—toe /0 V14 2z 0

(b) F est continue en 1 et F'(x) — oo Tangente verticale en 1.
z—

z 3/2
(c) V2 =1 <132 donc Exercice 43 : [énoncé]
¢ g On peut écrire
sz/—:2f—2—>+oo 1 «— [k
( ) 1 \/E r— 400 Sn — n\/ﬁ< Z _
ni=\Vn
donc F(x) — 4o0.
+o0 et
(d) F est continue et strictement croissante sur [1;+4o0o[ donc F réalise une 1 Z k _1 Z f (k>
bijective de [1;4o0[ sur [0;4o0]. niSVYn ni—\n
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avec f:t > +/t définie et continue sur [0;1].
Par somme de Riemann

() [ ] -

donc

Exercice 44 : [énoncé]

On a

m((f:g!!)i):ii(m(nw —Inn) = Zln(l-l- )

k=1

La fonction x — In(1 + z) étant continue sur [0; 1], on obtient

2n)\ ™ 1
ln<<( n) ) ) / In(l1+2z)de=2In2—1.
nnn! n—+oo  J,

On en déduit

(et

Exercice 45 : [énoncé]

k=1 k=1

donc

POUI“ICE{l,,,n}, %S

puis

n L 1/n 1 k 1
In H<1+n> znZhl(l—!—n)—)/ In(1+¢t)dt =2In2-1
0

Exercice 46 : [énoncé]

Pour z > 0, z — $2% < sinz < z donc [sinz — x| < Ma® avec M = 1/6.

On a alors
donc
Zsm -
n
k=1
Or
donc

1
Zsm( ) *)/ tsintdt
0

k
Zsm( ) sm<2) — sinl — cos 1.

Pour z > 0, z — $2° < sinz < x donne aussi ’sian —x2] < M'z* avec M’ =1/3.

Ainsi

‘E SlIl

donc

Exercice 47 : [énoncé]
On a

donc

Par suite

fn(l‘n) = T = Z i

Zk—i—n

kzl(k+n)2_ n )

1) sin &£
Zcosk‘ac—cos( nt o 328
2 sin £

2

n : km : km
1 n_ =3

1
1

n+1 k
+Icanr
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Or la fonction t — sin(nt) /¢ peut étre prolongée en une fonction continue sur
[0;1] donc par somme de Riemann

fn(xn)—>/0 Mdt.

t

Exercice 48 : [énoncé]
On peut écrire
I 1 1
tn = Ekz_; A5 26/mp ~ m2on

avec

1 n
EZ 1+2k/n)

=1

Par les sommes de Riemann, on a

g /1 e 1 b2
"notoo Jo (14263 41+2t2], 9

On en déduit

Exercice 49 : [énoncé]
La division euclidienne de n par k s’écrit

n=|n/k|k+r(k)

et donc

n—r(k) =k(n/k]

puis

l~k|n

T ; n L@J
ce qui fait penser & une somme de Riemann associée a la fonction f: ¢ — t[1/t]
définie et continue par morceaux sur ]0;1]. Bien qu’elle soit prolongeable par
continuité en 0, ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0;1] (il
n’existe pas de subdivision finie du segment [0; 1] qui soit adaptée) et ’on ne peut
donc pas employer directement le théoréme du cours relatif aux sommes de
Riemann : cela va nous obliger & un petit découpage. ..

Soit N € N*. On peut écrire

[n/N] n
1 k|n 1 k|n
“nnZnM% D nM
k=1 k=|n/N]+1
D’une part
[n/N] n/N]
1 kln 1 [n/N | 1
- E 12 < = E 1< < —
n = n{kJ “nfi~ - n TN

et d’autre part, par les sommes de Riemann

o, > i e

k=|n/N]+1

Par le changement de variable u = 1/t

/I;NtLl/tJ dt:/lNEj‘SJdu:f:/:H’fdu

1 1Y 1 1 1 1
t|1/t]dt = +-)== —
[mae= 33 (e rrtE) =1 s

et 'on remarque que

puis

2

L\NH

S b
— k2 ~>+oo 12°
En choisissant N assez grand pour que 1/N < ¢ et 1 Zk Ni2 T % <eg, ona

2

12

Up, — <e+

k=|n/N+1]
Puis pour n assez grand

2

12

Up — <e+

too 2
S b) i

k=N+2

ce qui donne
2

12

Finalement v,, — 72/12 puis u,, — 1 — 72/12

2

<e+424em
g 19 E—.
12

Un —
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Exercice 50 : [énoncé]

(a) Par somme de Riemann

2n n 1

1 1 1 dt

p=n-+1 p n k=1 L+ n 0 +

(b) Par somme de Riemann
2n n 1
1 1 1 dt
—a:nl_afg ﬁﬁox/ﬁzo
p=n+1 p n k=1 (]' + E) 0 ( + t)

(c¢) Sachant pour z > 0
3
x .
T — F <sinz <z

on obtient
2n 2n 2n
1 1 1 1
() S el
£ P —~ . p|”6 ~—~ p
p=n+1 p=n-+1 p=n-+1
et donc

Exercice 51 : [énoncé]
C’est du cours!

Exercice 52 : [énoncé]
En appliquant la formule de Taylor reste intégrale a la fonction x — e* entre 0 et
x on obtient :

donc

Si z > 0 alors

x _ t n
S/ (@ =" o4
0 n!
B CL,n-‘,—leat: _ ‘x|n+1e\w|

C(n4+1D)! (n1)

T _\n 0 N 0 _\n
0 n! x n! . n!

‘xln—i-l |m|n+1e|x\
S+ T ()

Siz <0 alors

On aurait aussi pu appliquer directement 1’inégalité de Taylor-Lagrange a la
restriction de f sur [—|z|;]|z|].
Quand n — +oo,

‘x|n+1e\x|

(n+1)!

n
) ok
lim E — =e”.
n—oo k!
k=0

—0

donc

Exercice 53 : [énoncé]
La fonction f: x — In(1 + z) est définie et de classe C* sur Ry avec

(—1)*1(k — 1)!

R () —
fP () (1+ )k

£(0) =0, f®(0) = (=1)~1(k — 1)! pour k > 0 et |f("*D(z)| < n! = M sur Ry.
Par I'inégalité de Taylor Lagrange :

n
f(k) 0) & Mant!
|f(x) 2 =+
k=0
Pour z = 1, on obtient :
O L
In2 — < 0
. ; k “n+1 -
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donc N
(—1)k—t 11 1 (—1)nt
AN A In?2.
k 2 3T T T e
k=1
Exercice 54 : [énoncé]
Considérons la fonction f: ¢ — In(1 + ¢).
f est de classe C*, f(0) =0,
—1)kF=1(k —1)!
k> 1, fW gy = SN (R DY

donc
FR0) = (=11 (k- 1)!
Sur [0;1], |f("+1)(t)| < n! donc l'inégalité de Taylor Lagrange donne

n
F%)(0) n! 1
1 — — =
’f() 1) ; k! (n+1)! n+1
ie. )
« (=D* 1
In2 — <
" kzzo 1| Snr1 0
d’ou
noo1\k
Z(k 1)1 —In2
=0 F T

Exercice 55 : [énoncé]
En vertu du théoréme de Taylor-Young :

flat B) = f(a) +hf(a) + 5H*F"(a) +o(h?)

donc
fla+h)=2f(a)+ f(a—h) = h*f"(a) + o(h®)
puis
. f(a+h)_2f(a)+f(a_h)_ 7
fmy h? = f').

Exercice 56 : [énoncé]
Par 'inégalité de Taylor Lagrange avec M = max(o,q)|f"] :

(%) -s0- Lro| <X (L)

Par suite
- k: M & _M
Su= ozl O < ga) K<g =
k=1 k=1
or
"k " n+1
> 510 == —1'0)
k=1
donc 0
S ON
n—-+o0o 2

Exercice 57 : [énoncé]
Par ’égalité de Taylor-Lagrange (hors-programme) :

Ve el0;m/2[,3¢ €]0;a[,sinz =z — éx?’ cos(§).

Le réel 6, = £/x convient alors
A défaut de connaitre ’égalité de Taylor-Lagrange, par 1’égalité de Taylor avec

reste-intégrale
Tz —t)?
sinex =x — ( ) costdt.

Or pour t € [0; 2], on a
cosx <cost <1

avec inégalité stricte pour ¢ € |0; z[ donc

z? </x (z —1)° tdt<x3
— COS X COS —_
6 , 2 6

Ainsi

x _t2 3
/ (@ 51 ) costdt:/\% avec cosT < A < 1 =cos0.
O .

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut écrire

A = cos(z8,) avec 0, €10;1].
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Quand z — 0, 20, — 0 donc

puis

or

cos(zl,) =1— %x292 + o(2?)

1 1
sine =x — 6x3 + Ex‘r’@ﬁ +o(z”)

1 1
siny =z — 61‘3 + ﬁOx5 + o(x%)

donc 02 — 1/10 puis

0, —

o

Exercice 58 : [énoncé]

(a)

Par la formule de Taylor Young :
@(2) = p(0) + 29/ (0) + - + - (0) + o(a")

@(x) = o(z™) entraine alors p(0) = ¢'(0) = ... = ™ (0) = 0.

En appliquant la formule de Taylor Young a ¢, on obtient la conclusion.

2)(z) = p(r) = o(x™) donc (z) = o(z"1).

2 () +(2) = ¢'(z) = o(z" ") donc ¢¥'(z) = o(z"?)

2" (z) + 29’ (z) = ¢’ () = o(x™2) donc ¥ (z) = o(x"3). ..

Par le théoréme du prolongement C', la fonction v est de classe C" 1.
On introduit

n

x? T
o(x) = f(z) - <f(0) +2f'(0) + S0+

n!

o).

On a p(x) = o(z™) donc 1 est de classe C"~! puis

est de classe C" 1.

@) _ fl@) 1

glz) = g(x)/z
avec ¢ — f(z)/x et & — g(x)/x qui se prolongent en 0 en des fonctions de
classe C" 1.

Exercice 59 : [énoncé]
Supposons

cia/acfzbic/cbf'
/abf=/acf+/cbf</acf+i):2/:f=i:Z/acf.
cia/:f<bic/cbf

est semblable et on peut conclure.

On a alors

Le cas

Exercice 60 : [énoncé]

(<) ok

(=) Si fabf > 0 alors f;f = ff|f| donne f;|f(t)| — f(t)dt = 0. Or la fonction
|f| — f est continue et positive donc elle est nulle.

Le cas f; f < 0 est semblable.

Exercice 61 : [énoncé]

Montrons que I’égalité proposée a lieu si, et seulement si, la fonction f est de
signe constant

Si f est positive alors |f| = f et donc 1’égalité a lieu.

Si f est négative alors |f| = —f et & nouveau ’égalité a lieu.

Inversement, supposons
b b
[ 1= [
a a

L%l%

b
/ |f(x)’ — f(z)dz =0.

Si f: f > 0 alors on obtient

et donc

La fonction | f| — f est continue, positive et d’intégrale nulle, c’est donc la fonction
nulle. Par suite f = |f| et donc f est positive.
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Si [ b £ <0, Pétude en analogue en observant
a

/ |f(@)| + f(z)dz = 0.

Exercice 62 : [énoncé]
b
::J;|fL

On peut écrire fab f =rel? avec r = ‘f;f‘ et € R.

Supposons )ff f

Considérons alors g: t — f(t)e .

On a f:g: ’f:f' € R donc f:g = I;Re(g).
Or |g| = |f] et 'hypothése de départ donne f:\g| = fab Re(g) puis

J;19] ~ Re(g) = 0.

Puisque la fonction réelle |g| — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle,
c’est la fonction nulle.

Par suite Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonction f est de la forme ¢ + g(t)e'? avec g fonction réelle positive.

La réciproque est immeédiate.

Exercice 63 : [énoncé]
La fonction ¢: ¢t — f(t) — t est définie, continue sur [0;1] et

1 1 1
/Osa(t)dt:/o fhdt -5 =0

donc ¢ s’annule.

Exercice 64 : [énoncé]
(a) En exploitant la relation de Chasles, on peut écrire
A+1

b n—1
S — / f(t)g(t)dt:k; / e~ F0)aat

Soit € > 0. Puisque f est continue sur le segment [a;b], elle y est
uniformément continue et donc il existe a > 0 tel que

Vs,t € [asn],|s—t| <a = |f(s) = f(t)| <e.

Pour n assez grand, on a |(b— a)/n| < o et alors pour tout t € [ay ; ax+1] on
a |ay — t| < o donc |f(ar) — f(t)| < e. On en déduit

Ak+1

b n—1
S, —/ FB9(®) dt‘ < Z/ elg(t)] dt < eM(b— a) avec M = suplg|.
a k=0

ay [a;b]

Par suite b
[ p— / F(B)g(t) dt.

n—-+o0o

En exprimant l'intégrale & ’aide de la primitive GG

Su = 3" fan) (Glarn) - Gla).
k=0

En séparant la somme en deux, puis en procédant & un décalage d’indice sur
la premiére

n n—1
Su = flar-1)G(ax) = Y f(ar)G(ax)
k=1 k=0
puis en recombinant les deux sommes
n—1
S = flan-1)Glan) + > (flar—1) = f(ar))Glar) = f(ao)G(ao)-
k=1

Or G(ap) = G(a) = 0 et puisque la fonction f est décroissante et positive

n—1
Sy < flan—1)M + Z(f(ak_l) — f(ak))M avec M = I[I;?},)]{G‘
k=1 ;

Enfin par télescopage
Sp < flao)M = f(a)M.

De facon symétrique, on a aussi

Sp > f(a)m avec m = I[ni;]l G.

(c) En passant a la limite ce qui précéde, on obtient

b
flaym < / F(D)g(t)dt < f(a)M.
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Si f(a) =0, le probléme est immédiatement résolu, sinon, ce qui précéde
affirme que

est valeur intermédiaire & deux valeurs prises par G et le théoréme des
valeurs intermédiaires permet de conclure.

(d) Quitte & considérer — f, ce qui ne change rien au probléme posé, on peut
supposer que la fonction f est croissante. En appliquant le résultat précédent
a la fonction ¢ — f(b) — f(¢) décroissante et positive, on peut affirmer qu’il
existe ¢ € [a;b] tel que

b c
/(ﬂm—fmmuﬁuzcﬂw—fm»/“ww&

et il suffit de réorganiser les membres de cette identité pour former celle
voulue.

Exercice 65 : [énoncé]

(a) La fonction G est continue donc l'image d’un segment est un segment.
(b) 1l suffit de procéder & une intégration par parties.

(¢) Puisque la fonction —f” est positive, on a

m(f(a) - /f (tydt < M(f(a) — /(b))
et donc
dt < M f(a)

b
nm@+m@—mﬁ@s/f@w> +(G(b) — M) £(b)

/f (t)dt < Mf(a).

Ainsi, que f(a) soit nul ou non, il existe ¢ € [a;b] tel que

b
/‘ﬂwMﬂdv:ﬂ@Gw»

Exercice 66 : [énoncé]

a) [, f(t)sintdt =0 et t — f(t)sint est continue donc il existe a € ]0; [ tel
que f(a)sina =0 ie. f(a)=0.

(b) Par l’absurde si f ne s’annule qu’une seule fois alors le tableau de signe de f
est de 'une des quatre formes suivantes

t 0 a s t 0 a s
f&)10 + 0 + Ol f®&)|O0 — 0 — Of
t 0 a Wou t 0 a ™

FO10 £ 0 — 0 JOl0 — 0 + o]

Les deux premiers cas sont & exclure car

/7r f(t)sintdt
0

est 'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Les deux autres cas sont & exclure car

/ f@)sin(t —a)dt = cosa/ f() Sintdt—sina/ f(t)costdt
0 0 0
est 'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.

Absurde.

[énoncé]

f f()sin(xt) d

Exercice 67

Posons g(z

b
m»m@:/f@®mm—mm»&
Puisque la fonction sinus est lipschitzienne
|sin(act) — Sin(yt)| < |z —y|lt|

donc
b
o)~ 9| < Iz~ o] [ |ese)|

Ainsi g est lipschitzienne.
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Exercice 68 : [énoncé]
La fonction ¢t — (M — f(t))(f(t) — m) est positive donc

1
[ o= sy - ma o
0
En développant et par linéarité, on obtient —mM — fol F2(t)dt > 0 sachant

[y f(tydt=o.

On en déduit I'inégalité demandée.

Exercice 69 : [énoncé]
Une fonction continue d’intégrale nulle s’annule.

Introduisons la fonction ¢: [a;b] — R définie par
b b
ola) = g(o) [ syt f) [ g)ar
a a
La fonction ¢ est continue et, par linéarité de 'intégrale,

/ab o(r)dr = /ab<g(x) /abf(t) dt — f(z) /abg(t) dt> da
NI .

constante

:/abg(gc)dx/abf(t)dt—/abf(:z:)dx/abg(t)dtzo

On en déduit que la fonction ¢ s’annule ce qui détermine ¢ € [a;b] tel que
souhaité.

constante

Exercice 70 : [énoncé]

Par I'absurde supposons que la fonction f ne soit pas identiquement nulle. 11
existe alors ¢ € [a;b] tel que f(c) # 0 et 'on peut supposer ¢ € Ja; [ car, si f est
nulle sur ]a; b, elle 'est aussi en a et b par continuité en ces points.

On définit une fonction g nulle sauf sur un voisinage de c sur lequel la
fonction f est de signe constant.

Quitte & considérer — f, on peut supposer f(c) > 0. Par continuité de f en ¢, il
existe o > 0 tel que Vintervalle [¢c — a; ¢ + o] soit inclus dans [a;b] et que f soit
strictement positive sur cet intervalle. Considérons alors la fonction g définie par
la figure ci-dessous

[Une figure]

La fonction g est continue et s’annule en a et b ce qui permet d’écrire

b
| s =o

Or la fonction g est nulle en dehors de [c — «; ¢ + o] et I'on obtient donc
cta
[ rwaae=o
(e’

La fonction ¢t — f(t)g(t) est alors continue, positive et d’intégrale nulle sur
[c — a;c+ a), c’est donc la fonction nulle. Ceci est absurde car cette fonction ne
s’annule pas en c.

Exercice 71 : [énoncé]

(a) Quand z — 0T,

x T x
’/ sintht’ g/ ]sintQ‘dtg/ Ldt =2z —0
-z —x -z

donc [* sint*dt — 0.
(b) Quand z — +o0,

/258 dt /2$ dt
< -
. In2z — /. Int

@ /29” dt
< had
In2x = J, Int

donc

puis
(c) Par intégration par parties

/2“7 sintdt: [_costrw_/z’c costdt'
Lt T P A

Or quand & — +o0,
2z 2z 2z
t dt 1
[l [a i)
Lt Lt t],

2x
cost
- — — 0 et
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donc )
/ ﬂdt—)O.
- t

Exercice 72 : [énoncé]

(a)

Quand z — 07, par croissance de la fonction exponentielle
2z oz 2z .t 2z 2z
e e e
/ —dt < / —dt < / —dt
e 1 s s 0

2 et
emln2§/ ?dtge%an
T

2x et

Quand x — +oo, par décroissance de la fonction t +— e

2z 1/2z 2z 1/t 2z \1/x
/ SR g/ ¢ at g/ C at

2z el/t
el/xln2/ Tdtﬁel/len2
x

donc

puis par encadrement

1/t

donc

puis par encadrement
2x el/t
/ —dt - In2.
z t

Quand = — 400, pour z assez grand, la fonction ¢ — cos(1/t) est croissante
sur [z ;2] donc

/:;c cos(tl/ac) it < /:x M o < /:x cos(1/2x) gt

t

2x
cos l ln2§/ Mdtﬁcos i In2
T - t 2z

et par encadrement
2z
1/t
/ M dt — In2.

puis

Exercice 73 : [énoncé]
On a

1 [® 1 [®
L[ rwa-sol<t [0 o)

Par la continuité de f en 0, Pour tout € > 0, il existe a > 0 vérifiant

Ve ERy,z<a = [f(z)— f(0)|<e

et donc .
[ a0 <e
T Jo

On peut donc conclure que

On peut aussi trés efficacement obtenir le résultat en introduisant une primitive
de f et en exploitant

1  F(x) - F(0)
;Af@&—

xT z—0

F'(0) = £(0).

Exercice 74 : [énoncé]
Introduisons

F: x»—>/$f(t)dt et G::cr—>/wtf(t)dt.
0 0

Par intégration par parties

Cas F n’est pas de signe constant
1l existe alors a,b € ]0; 1] tel que

F(a) =min F <0 et F(b) = max F > 0.
[051] [051]

Par intégration d’une fonction continue, non nulle et de signe constant sur un
intervalle non singulier, on a

G(a) <0et G(b) >0
et le théoréme des valeurs intermédiaires assure que G s’annule.
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Cas F est de signe constant

Quitte & considérer — f, supposons F' positive.

Si F' est nulle, il en est de méme de f et la propriété est immédiate, sinon, on peut
introduire b € ]0; 1] tel que

F(b) =max F > 0.
(051]

On a alors

G(b) > 0 et G(l):—/lF(t)dt<0
0

car F(1) est nul.
A nouveau, le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure.

Exercice 75 : [énoncé]
Unicité : soient F' et G deux primitives solutions. Il existe C' € R tel que

F=G+C. . .
/F:Oz/G
0 0

t) dt. La fonction

/]-'

donne alors C' = 0 puis F G’
Existence : Posons F(x fo

F:z— Flx

résout le probléme.

Exercice 76 : [énoncé]

Notons que X est élément de [0;1] en tant qu’intégrale sur un intervalle de
longueur 1 d’une fonction positive et majorée par 1. Il est donc possible de
considérer l'intégrale de f sur [0; A].

On exprime la différence des deur membres comme lintégrale d’une
fonction de signe constant.

Par la relation de Chasles,

[ 1@~ [ st

Pour tout réel x de l'intervalle d’intégration [0; A], on a f(x) > f(A) par
décroissance de f. On en déduit f(z)(1 — g(z)) > f(A)(1

[y

A
) da = / F@) (1~ g(x)) dz — A f@)g(x)de. (1)

positif. En intégrant en bon ordre, on obtient

e S Sy
(/)\1 /Og dx)f()\)</0 ()dxf/o g(z)dx)

rydz > f(N) / olz) de — / f(@)g(z) dz
- A (FO) — £(2)g(x) da.

/0 f(@)(1 - g(2))

La relation (??) donne alors

/f dx—/f

La fonction f étant décroissante, on a f(\) — f(x) > 0 pour tout = € [A;1] et
comme de plus g(x) est positif, on peut conclure que la derniére intégrale est
positive en tant qu’intégrale bien ordonnée d’une fonction positive. Ainsi,

/0 ' f@)g(a)d < /O ) do

Si la fonction f est croissante, on la transforme en une fonction décroissante par
passage a 'opposé et ’on conclut a I'inégalité dans 'autre sens.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) Par intégration par parties, on obtient

q
I,,=——I1I 1.
P, p+1 p+1l,q—1

(b) On en déduit

I qglg—1)...1 Lico
P+ ) +2) . 0+ T
or (b — artatt
AT E
donc

Ig!
b:q: (b

) — ,ap+q+1_
SRRV AN
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Exercice 78 : [énoncé] (e) On a
1
(a) En appliquant le changement de variable © = /2 — ¢ on obtient Zi 21” <I,1<I,
/2 o . N
I, = / cos™ udu donc I.n+l/-[n — 1. Ainsi I,,11 ~ I,.
0 Par suite .
~— =+ 1)1, ~nl?

t — sin" t est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 7/2 donc 2 ( Mot

I,>0 et donc
(b) Par intégration par parties I, ~ ﬁ

V2n
/2 /2 w/2 n 7
Inio = / sintsin" ! ¢t dt = { — costsin™ ! t} +(n+1) / cos? tsin™ t dt sachant I, > 0.
0 0 0
donc
P Exercice 79 : [énoncé]
Inyo=(n+ 1)/ (1 —sin®t)sin™ tdt = (n + 1)1, — (n + 1)1, 40 (a) On a
0 1
. ogfng/idx:i%o
puis o ! n!
(n+2)ngz = (n+ 1. donc par encadrement I,, — 0.
(c) (b) Par intégration par parties
I _2p—II _2p—12p-3 1[— 2p)! =«
T gy PTET gp ogp—2 270 2w(ph)22 . /1(1:0)"%1 [ (1 — 2+t z]1+/1(1x)n+1 . 1
n = _e €r = —_ — € ——¢€ Tr =
sachant Iy = /2. S n! (n+1)! o Jo (n+1) (n+1)
2 -2 2 22P(pl)? (c) Pour k> 1,

2=

I [ .. =
LT oy 12p—1 3 (2p + 1)!

sachant [, = 1.
Posons u, = (n+ 1)I,411,. On

Unt1 = M+ 2ol = (n+ D)L = up
et ug = I1Iy = 7/2 donc pour tout n € N
(n+ )il =m/2.
Pour tout t € [0;7/2],
sin"t? ¢ <sin"t't < sin" ¢

donc
[n+2 S In+1 S In-

1
EZIICA—II@
donc
n 1 n
ZH:HZIH—@:HIO—I”
k=0 k=1
avec
1
IO:/ e“dr=e—1.
0
Ainsi

n

1
E —=e—1, ——e.
kok! n—-+400

Exercice 80 : [énoncé]
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(a) Ip=e— 1. (e) On a
e 1 1
— e — — 1
I = [[Inzdz = [mlnx—x}l =1. OS/ 1n(1+x”)dx§/ m"dxzﬁﬁo
n
(b) Par intégration par parties ) 0 0
car il est connu que In(1 +¢) < ¢ pour ¢ > —1.
e e e On a alors
It = / (Inz)" T de = {x(ln x)”“} —(n+ 1)/ (Inz)"der =e—(n+1)I,. 1
1 1 1 / In(1+2")dz — 0
0
(c¢) Par intégration d’une fonction continue, positive et non nulle, on a I,, > 0. donc
. . e 1 n

PulsqueInH>O,onaaus51ln<n—+1. unzl—/ T de — 1112+O<1>'
(d) Par encadrement I,, — 0. o 14z n n

Puisque I,,41 =e— (n+1)I,, = 0 on a (n + 1)I,, — e puis

. € o E. Exercice 82 : [énoncé]
n+l n
(a) Pour n > 2, par intégration par parties (avec v’ = sint et v = sin™ ' t)
(e) On a
Dpi1=(n+1)D, I,=(n—-I,_2—(n—1)I,
donc Dn = n'Do donc
Si a # Iy alors D,, — 400 puis |u,| > D,, — I, = +0oc. n—1

ITL = In—?-
n
b) Io =m/2 et I; = 1 puis
Exercice 81 : [énoncé] (b) Io / 1 p

(a) up=1/2,u; =1In2 et uy = /4. I — (2p)! m 2% (p!)?

2 = 5ap7n2 5 6 L2pt1 = o5y
(b) On a 22p(ph)? 2 (2p+ 1)!
/1 2™(1 —x)
Un+41 — Un =
1 n)(1 n+1
o (L+am)(L+amt) Exercice 83 : [énoncé]
or la fonction On a
= 2™(1—x) L/ 9\
T _
(14 am)(1+zmt) 2n["_/0 <1+t2> dt
est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 1 donc w,+1 — uy, > 0. oft 'on remarque que la fonction ¢ — 2¢/(1 + #2) croit de [0; 1] sur [0; 1].
(¢) On a X ) Introduisons
nd 1
|un—1=/ :1: ig/x”dxz —0 T 9 \* /2
o 14z 0 n+l Jn:/ 1t2(1152> dt = / (sinx)™ dx.
donc u,, — 1. 0 + + t=tanz/2 Jq
(d) Par intégration par parties On sait
J, —ﬁ
1 n—1 1 1 1 n ~
1 1 In2 1 2V
I, = / o —dz = {xln(l + x")} _7/ In(142")dx = n——f/ In(142") dz. 2n
o Ltz n o "Jo nonJjo (via ndpJpt1 = 7/2 et J,, ~ Jp41, cf. intégrales de Wallis)
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Montrons 2"1,, ~ J, en étudiant la différence

1 2 n
1—#2/ 2t
Jo— 2" = | — () dt
/0 1+t2<1+t2>

0</11—t2 2t ”dt</1 2 1—12( 2 ”dt
“Jo 1+t2\1+1¢2 T Jo 1+t21 42\ 1412

et le changement de variable ¢ = tanz/2 donne

1142 n /2
og/ i dtg/ cosz(sinz)" do = ! .
o 1+t2\1+¢2 0 n+1

On peut alors affirmer

2" I — Jn = o<1>
n

2", ~

puis

et finalement

i

I, ~

/20

Exercice 84 : [énoncé]

(a)
! 1
ngng/x”dx: —0
0 n—+ 1
donc I,, — 0.
De plus, pour tout z € [0; 1],
mn xn+1
<
z+1 " x+1
donc I, < I,41.
(b)
T
n n+l — +1

donc

(¢) Ip=1In2et (-1)"1, — 0 donc

> ( k) +In2 -0
k=1
puis la conclusion.
(d) Comme ci-dessus, J,, — 0. De plus
I+ Jnga = ——
+Jnt2 n+1
donc
n—-1 (_1)n—1—k
Fon = i+ (D"
k=0
puis
n—1
(D w
+-—=0
pors 2k+1 4
d’ott N
S
P 2k + 1 4

Exercice 85 : [énoncé]

(a) 1 de

1
_ -
0 Tz = [arctant}o— I

(b) Par sommation géométrique

/[)12":(—1)%2’%11&: /01 L+

1 g2n+2
©) Jo T
De plus

-1 nt2n+2 1 -1 nt2n+2
Ll ) i PR / CO
0

1+ ¢2 4 1+ ¢2

dt > 0 par intégration d’une fonction positive sur [0;1].

1t2n+2 1 1
/—dt</ 22 g =
o 1+t~ Jy 2n+3

~ (-DF -
2k+1zz/0<

n

1
—1)kt2kdt=/ > (=1)kekat
0

k=0
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donc .
n ( T / t2n+2
S0 ——dt -~
kzz;) 2k "1 (=1 o 1+t 4
car
1 t2n+2
/ dt — 0.
o 1+1t2
Exercice 86 : [énoncé]

_ 2 2x+1 _
fo $2+w+1 = | Jparctan 22| = ST
0

b) fol g de = [% In Z2=zdl 4 % arctan

2z—1

1
_ 1
}0 ln2+ f

(z+1)? V3
arctan x _ arctan x
fo (z+1)2 dz = [_ z+1 } +fo m
1 _1_1 1 —oil
GO = 251 F i1 donc
/ m =1lnfz+ 1| — $In(z? + 1) + 1 arctanz + C*°
puis [y #882 dy = % + I In2 - 24 £ =12,
Exercice 87 : [énoncé]
(a) Sur R,
dz e’ x te
/e“—i—l :/1fex+1d:c::cfln(e +1)+C*.
(b) Sur R,

/ dx _ / du
e 4 e u=er | u2(u+ 1)

1
= —Inju| +Infu+ 1| — = + C* =
u

(c) Sur [0;+o0],

/ Vo T1dr =
t=ve?—1
(d) Sur R,
x B du
L, V1t+e2 -1

= n————
2 V1i+e+1

+ Cte

=1In(v1+e%* —

—z+1Ine®+1)—e *+

/ o dt = 2v/e* — 1 — 2arctan ve® — 1 + C*e.

1) —x + C'.

e,

Exercice 88 : [énoncé]
Par le changement de variable u =

/ / Vet Zdu [1 uﬂve“
= n =
ver + u+1 V5]

: [énoncé]

e +1

L (WetT- 1)(vV2+1)
(Ve+1+1)(vV2-1)

Exercice 89

(a) Sur R,
cos T du 1 1 sinz + /2
———dr = 5 = — du = n|—
14 cos*x u=sin 2—-u 2\/§ qu\@ u,\@ 2\@ SIHIE*\@
(b) Sur R,
/ sin. ;1:2 dr  — /_ du = 1 In|€05% — V2 L cte.
14sin“x  w=cosz 2—u 2v/2  |cosz + 2

(c) Sur I, =5 +km: 5 + (k+ 1)n[,k € Z,

d 1
/ f = /1+u2du:tanx+ftan3x+0te.
COS* xr u=tanx 3

(d) Sur I, =5 (k+Dn[,keZ

dz cos(z) dx dt 1 1 1 1 1
3. = 2 = N2 4 + 5+ +
Ccos® & (1 — sin (gs))Q t=sinx (1 —t ) 4 1—-t¢ (1 — t) 1+t (1 +t

donc

+km; 5+

/ dz 7lln1+sinx 1 sinz L cte.

cos3x 4 1—sinx 2cos?z

Exercice 90 : [énoncé]
Sur I, = |—m + 2kn; m + 2kn[ avec k € Z,

tanx/2

/ dx / dt 1 ¢
v = —— = arctan
3+ cosx t=tanz/2 ) t24+2 /2 V2

La fonction z —
celle-ci sur R.

+ Cte.

—L— est deéfinie et continue sur R, cherchons F primitive de
3+cosx )
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Pour tout k € Z, F est primitive sur I, donc il existe Cy € R tel que sur I, avec -

C'*=F(n/2) — F(~7/2) =

1 tan /2 '
F(z) = —= arctan tana/2 + C. 2v3
V2 V2 On peut alors calculer F(x) en commencant par déterminer k € Z tel que
Par limite & droite et & gauche en 7w + 2k, o+ kr€l-n/2;7/2]

s m
F(m+2km) = EW5) +C = WG] + Cht1- puis en exploitant
km

Par suite F(x)=F(x +km) — NG

km

Vk€Z,Ch = Z
V2

+ Cp. avec
1
F(CC + kﬂ') = ﬁ 2LI‘C'E&I1<\£g tan x) .

On peut résumer :

1 tanx/2 kT .
—= arctan + 2L 4+Cy sizel
ICo € R, V2 € R, F(z) = { Y2, V2o V2 _ )
55T+ 0 six=m+ 2km. Exercice 92 : [énoncé]
. . . R R /2 _d _ L 2dt _
Ceci détermine la fonction F' & une constante prés. (a) 0 2+Cf,sz i a0 B T 3%-
Inversement, étant assuré de ’existence de F', on peut affirmer que de telles 2
foncti t bi Lmiti d 1 (b) /4 dx _ fl dt  _ =w
onctions son 1en priumitives de x — m 0 1+sinx cos x t:‘;nx 0 224¢+1 — 3\/5-

(c) Par la relation de Chasles

Exercice 91 : [énoncé] L T2 4y ™ da 3T/2 g 27
L’intégrale est bien définie et détermine la primitive /' s’annulant en 0 de la I= / — = / + / + / - /
0 0 ™ i 3

2 2 2 2 14
fonction continue définie sur R 1+cos®x 1+cos®z Jrjp1+cos®z Ltcos*z Jgnsa 1+
N 1 Via des changements de variable affines adéquates :

3+ cos?z’
/2 d]}
I=14 P —
Le calcul de lintégrale par le changement de variable proposé n’est possible /0 1+ cos?zx
que sur lintervalle I =1—n/2;7/2].
Sur |—7/2;7/2],

BOF Pour calculer, 'intégrale on est tenté de procéder au changement de variable
u = tant mais celui-ci n’est possible que pour = € |—m/2;7/2[ et alors / dx _ / A arctan tanx e
1+ cos?x t=tanz | 242 /2 V2

tan
du
F(z) = = t —t .
@) /0 (4+3u?) 23 e an( g a:) Soit I une primitive de ot sur [0;7/2].
1l existe C' € R tel que F(z) = - arctan 222 4 ¢ sur [0;7/2[ et par
Par continuité - - contintits 4 () V2 V2 [ /2[ et p
F(rn/2)=—= et F(-7/2)=-—=

43

Puisque la fonction intégrée est m-périodique, on a

43 F(n/2) = % +C.

/2

Finalement foﬂ/z = [F(ac)] = 575 puis [ = V2.

F(z+7)— F(x) = C*™ 0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 39

Exercice 93 : [énoncé]
(a) Sur R, [ R dz = J (1+u) =Inchz —In(chz + 1) + C*.
u=cnx
chz _ du shx te
(b) Sur R, [ 55, da B ﬁ arctan =72 + C
had _ d _ 11,|thaeti| 1
(C) Sur R7 f sgmicﬁ:z u:?hzf _(ufl)(ZJrl)2 i In thifl T 21+th

chzdx 7fez+efz
shz+cha 2e®

(d) SurR, [ = [ he s de =

ou encore | d$:f1+%%dx:1+4elh + (e,

1 shz te
J (1+t2)2 =3 Larctanshx + sos+C

t= shx

Exercice 94 : [énoncé]
Par changement de variable

b da /C 2dt 9 arct T
——— — zZzaIrctane — —.
0 Chl’ t= eJ' 1 t2 + 1 2

Exercice 95 : [énoncé]

(a) Sur [—1;+o0],

/ u u2_
J 1+£\/daf+1 ::ﬁf : (1+u 2 du = [ 2u(u—1) du =

(b) Sur [0;+o0], f1+‘fdx xf2u

—m+4f—4ln(1+f)+ Cte.
(c) Sur ]—o00;1] ou |2;+o0],

1 1 1 1 1
[\ de = [ ot = Sk + Sy — S| b

2/e 1 —a+ Ot

Ldu=2[ u+2—1+—udu—

+Cte

Exercice 96 : [énoncé]

(a) Sur |—v/2;v2], f ””H = f\/isint+1dt:f\/§cost+t+0te:

2sint
te
-2 —xz—i—arcsm%—l—(}' .
(b) Sur J1;3],
——zdz J2+sintdt = 2arcsin(z — 2) — y/(z — 1)(3 — z) + C**.

(z—1)(3—x) z= 2+sm t

() z—2?+6=—(z—3)(x+2), z=1+ Isint. Sur [-2;3],
[Ve—2?>+6de=[Zcos’tdt =22 [cos2t+1dt =
2eol/x — 22 4+ 6 + 22 arcsin 2L 4 Cte
(d) Sur R, [ =L dx ;tfsht—l—ldt:\/1+x2+ln(x+\/x2+1)+0te.
" f cht dt

Vo
() SurR, [ = = [otraw = z+ze dt=
1 Ty 1 1 e
5111(1‘4’ .’172+1)— Z(x_g_i m‘i‘ct .
(f) Sur [1;4o00[ (et de méme sur |—oo; —1])
fivﬂifldxl— f&%5 w=+vr2—1—arctanva2 — 1+ C*.

— ’U42 d
=cht cht u=sht f 1+u?

Exercice 97 : [énoncé]
On écrit le trindome sous forme canonique

Prerl=(ott 2+§
B 2 4

ce qui invite au changement de variable

1 V3 V3

qui donne
/ dx B / shtdt i du
Czx+1)vVat+z+1 \fsht \f ch?t —1u=cht /3 ) u2—1
et enfin
/ dz 1 In V2 +x+1 \[—i—Cte
Qr+1)vVaZltz+1  2V3 2VaZ+z+1+3 '
Exercice 98 : [énoncé]
_ V3 24t _ 2 3
f1 f(x+3) ‘ _\F 1 ©#+3 = /3 [arctan \f] 6\[
V3
— V3 24t _ 2 _t — T
fo T-s- (@+4) ,_ \/—7 1 ©13° [arctanﬁ]l = 63"
dzx 2udu _ T/2 sinfcos@
) L) e mfo v = VR s 40

1 da 4t(1—t> )dt _
f—l Vitz+/1—z 2ff0 —t24+2t+1)(1+¢2)2 —

1
2v2 fo _1-1-% + 2(11—?)2 + tQ—%t—l dt
Au final f_ll =2v2—-2In(v2+1).

dz
Vitx+i/1—x
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