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Enoncés 1

Séries numeériques

Nature de séries & termes de signe constant

Exercice 1 [o01020] [Correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

Sp— R
h(n 7
(b) u, = cCh((2n)) (d) up=e— (1+ %)L

Exercice 2 [ 02353 ] [Correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

Exercice 3 [ 03195 ] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

)
Uy = | — .
n

Exercice 4 [ 02789 ] [Correction]
Nature de la série de terme général
e—(1+3)"
n3/2 — |n3/2] +n’

(b) Un = ncolszn (C) Un = (Inn)mn

Exercice 5 [ 03235 ] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs. On considére la suite (vy,) définie par

1 n
Up = ——— ¥ kug.
n(n+1); y

Montrer que les séries > u, et > v, ont méme nature et qu’en cas de convergence

+oo “+o0
Sun=> o
n=1 n=1

Exercice 6 [ 05025 ] [Correction]
Soit > a, une série convergente A termes strictement positifs. A quelle condition
existe-t-il une suite (b,,) de réels strictement positifs telle que

In

°
b, et an convergent 7

Nature de séries dépendant d’un parameétre

Exercice 7 [o01081 ] [Correction]
Déterminer en fonction du paramétre o € R la nature des séries de termes
généraux :

e

(a) up, =e™ " (b) u, = 2n (c) u, = exp(—(lnn)%)

Exercice 8 [o01083] [Correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Z(ln(n) +aln(n+1) 4+ bln(n + 2)).

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 9 [ 01085 ] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour qu’il y
ait convergence de la suite de terme général

t—F+—=+—+

SE
Sle
Sl
Sk
Sle
)
5l
)

Exercice 10 [o1086 | [Correction]
Soit A un réel. Etudier la nature des séries de terme général

A" A2 1

Tl T T T T e

Up,
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Exercice 11 [o2798 ] [Correction] )
Soient o € R et f € C°([0;1],R) telle que £(0) # 0. Etudier la convergence de la

série de terme général
1 1/n
Up = — f&™) de.

(e}
n= Jo

Exercice 12 |[o02799 | [Correction]
Soient av > 0 et (u,,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

1 1
1/n _ 1 — -
U ! ne 0(71@)'

La série de terme général u,, converge-t-elle?

Exercice 13 [o1071 ] [Correction]
Soit a > 0.

(a) Déterminer la limite de la suite de terme général

a(a—&—l)...(a—&—n—l).

Up = ]
n:

(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 14 [02429 ] [Correction]
On fixe z € R%.. Pour n € N*, on pose

nl = T
"= — Inf1+=].
Y ac”kI:[ln(—i_k:)

(a) Etudier la suite de terme général In(u, 1) — In(u,).
En déduire que la suite (u,),>1 converge et préciser sa limite.

(b) Etablir I'existence de a € R tel que la série de terme général :

n(up41) —nu,) —aln (1 " ib)

converge.
Etablir 'existence de A € R* tel que u,, ~ An®.

—
o
~—

(d) Etudier la convergence de la série de terme général wu,,.

Convergence de séries a termes positifs

Exercice 15 [03355 ] [Correction]
Soient (uy,)nen une suite de réels positifs et (v, )nen la suite déterminée par

Up = U2p + U2n+1-

Montrer :
g U, converge <> E v, COnverge.

Exercice 16 [o1022] [Correction]
Soient > u, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les suivantes sont aussi convergentes

UnUn

Zmax(un,vn), Z Vun vy, et Z _—

Uy, + Uy

Exercice 17 [o1023] [Correction]
Soit > u, une série & termes positifs convergente.

Montrer que E VunUn+1 €st aussi convergente.

Exercice 18 [o3411 | [Correction]

Soit a une suite de réels positifs. Comparer les assertions
(i) la série de terme général a,, converge;
(ii) la série de terme général ,/a,a,11 converge.

Exercice 19 [o1027 | [Correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs.

(a) Pour tout n € N, on pose
U,

- 14w,

Montrer que Y u, et Y v, sont de méme nature.

Un

(b) Méme question avec
Un

UL+ -+ Uy

On pourra étudier In(1 — v,,) dans le cadre de la divergence.

Up =

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Enoncés

Exercice 20 [o03119 ] [Correction]
Soient (u)n>0 €t (vn)n>o dans (R4 )N telles que

1

v N,v, = —.
neNv 15 nZa,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme
général u,, diverge.

Exercice 21 [o3674 ] [Correction]
Soit > a, une série a termes strictement positifs convergente.

Etablir la convergence de la série a,lfl/ "

Exercice 22 [02447 ] [Correction]
Soit Y a, une série & termes positifs convergente.
Peut-on préciser la nature de la série de terme général

Uy = AQAY - .. Ay .

Exercice 23 [ 02957 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.
On suppose que la suite de terme général

n
E Uk — Ny,
k=1

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Calcul de sommes

Exercice 24 [o1048 ] [Correction]
Nature puis somme de la série

1
Z nn+1)(n+2)

n>1

Exercice 25 [o1047 | [Correction]
On donne Y/ & = =" Calculer

*2”71
2 2
2 B2k + 1)

aprés en avoir justifié Iexistence.

Exercice 26 |o1050 | [Correction]
Sachant S°7°° L — ¢ calculer

n=0 n!
JFZOO n+1 ¢ JFZOO n? —2
| |
n—o " n=o
Exercice 27 [o02426] [Correction]
Calculer pour z € |—1;1]
+oo n

Z (1—2m7)(1—antl)’

n=1

Exercice 28 [o03448] [Correction]
Existence et valeur pour m > 1 de

+o00 1

szzn(n—i—l)...(n—i—m)'

n=1

Exercice 29 [o1057 | [Correction]

Pour p € N, on pose
too g
n
ap = 27

n=0

(a) Montrer que a, existe puis exprimer a, en fonction de ao, . ..

(b) En déduire que a, € N.
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Exercice 30 |[o5037 ] [Correction] (b) Nature de la série de terme général
Soient a € ]2;+00[ et (a,,) la suite définie par nn
o
ap=a et api1 = ai — 2 pour tout n € N, nlen
Montrer oo Exercice 33 [o2516] [Correction]
3 - %(a _ Va3 Soient . 1
apy ...0Qp
=0 — — = —
n n = g [[ Bk —2) et v = —.
. . k:l
Quotient de deux termes successifs (a) Montrer que pour n assez grand,
Un+1 > Un-l—l
Exercice 31 [01029] [Correction] Up  Up

(Reégle de Raabe-Duhamel) Soient (uy,)nen €t (vp)nen deux suites de réels
strictement positifs.

(b) En déduire que ) u, diverge. (on pourra utiliser #=)

(a) On suppose qu’a partir d’un certain rang

u Quotient terme sur somme
n+1 < Un+1

Up, Un,
Exercice 34 |[o37s0] [Correction]
Montrer que u, i O(vn). Soit (uy,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose
(b) On suppose que U1 n
Uy = avec S, = Zuk
Un+1 « 1 Sn k=0
= 1——+4o(—) aveca > 1.
Un  m—rteo n n Montrer que les séries > u, et >_ v, ont méme nature.
Montrer, & I'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la série
> un converge. Exercice 35 [ 02956 ] [Correction]
(c) On suppose cette fois-ci que Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*,
Un41 o « 1 5
w nﬁ—%)olf n+0<n) avec a < 1. Vp = Upn/Sp OU Sy, = Uy + -+ + Up.

. . Déterminer la nature de .
Montrer que la série > u,, diverge FITIIEL fa Hatun 2.

Exercice 36 [ 02958 ] [Correction]
Exercice 32 [ 02300 | [Correction] Soit (u,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général
U, converge.

(a) Soient (uy)n>0 €t (Vn)n>o deux suites réelles, A € R. On suppose :
- - On note le reste d’ordre n

—+o00
U A
vn € N, u, > 0,Z|vn\ converge et —4L =1 — = 4 y,,. R, = Z U
Un " k=n+1

Montrer que (n*u,) converge. Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et u,/R,_1.
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Exercice 37 [o03716] [Correction]
Soit (ay) une suite de réels strictement positifs et S, = >__, ak.

(a) On suppose que la série > a,, converge, donner la nature de 3 a,,/S,.

(b) On suppose que la série > a,, diverge, montrer

a 1 1
*7"< .
Vn € N 2S5 .5

n

En déduire la nature de > a,,/S2.

(c) On suppose toujours la divergence de la série > ay,.
Quelle est la nature de Y a, /S, ?

Comportement asymptotique du terme d’une série
convergente

Exercice 38 [03233] [Correction]
Soient (u,) une suite décroissante de réels positifs et « un réel positif.
On suppose la convergence de la série

g n*u,,.

Montrer
n*tly, — 0.

Comparaison séries intégrales

Exercice 39 [oo0077 ] [Correction]
A T’aide d’une comparaison avec une intégrale, donner la nature de la série

1
Z nlnn’

n>2

Exercice 40 |[oo664 | [Correction]
Soit a € ]0; 1[. Déterminer la nature de la série . ., av™.

Exercice 41 [o1068 ] [Correction]

Pour o > 1 on pose
+oo 1
(o) = ne

n=1

Déterminer la limite de (o — 1)¢(a) quand « tend vers 1

Exercice 42 [o1061 | [Correction]

En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

(a) iy VA~ jnvn (€) Yhea 7 ~
In(Inn)

(b) In(n!) ~nlnn

Exercice 43 [o1069 | [Correction]
En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer
400
) a
hm E S 2
a—+00 n“+a

Exercice 44 [ 02431 | [Correction]
Soit @ > 0, b > 0 et pour n € N*,

n

Zn:(a +bk), By = [ (a+bk)"/™.

k=1 k=1

A, =

S|

Trouver lim,, 4 oo % en fonction de e.

Nature de séries dépendant d’un paramétre via com-
paraison intégrale

Exercice 45 |[o2792] [Correction]
Nature de la série de terme général

nOé

S’k

ol « est réel.
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Exercice 46 |[o03104 ] [Correction]

On note a,, le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de ’entier n > 1. Pour
quelles valeurs de z € R y a-t-il convergence de la série

an
PIER
n3

Exercice 47 [o1082 ] [Correction]
Etudier en fonction de o € R la nature de

1
Znalnn'

n>2

Exercice 48 [o1062 ] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1
tn = n(lnn)e’
Exercice 49 [o02795] [Correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N*
1

Un

DT

Nature de la série de terme général u,, 7

Etude asymptotique

Exercice 50 [o1059 | [Correction]
Soit a < 1. Déterminer un équivalent de

"1
>
k=1

Exercice 51 [o1060] [Correction]
Soit a > 1. Donner un équivalent simple a

+oo
1
Ry= > —
n

n=N+1

Exercice 52 [o1032] [Correction]
Montrer la convergence de

00 1
k!
= k!
puis la majoration du reste
+o00
1 1
> el
k! = n.nl
k=n-+1

Série dont le terme est défini par récurrence

Exercice 53 [o1097 ]| [Correction]
Soit (u,) la suite définie par ug € [0; 7] et pour tout n € N,

Upt+1 = 1 — COS Up,.

Montrer que u,, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général wu,,.

Exercice 54 [o1098 ] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N,

Up+1 = V14 Up.

Montrer que (u,,) converge vers un réel /.
Quelle est la nature de la série de terme général u,, — £7

Exercice 55 [01099 ] [Correction]
Soient ug € ]0;7/2[ et upq1 = sinu, pour tout n € N.

(a) Montrer que u, — 0T.
(b) Exploiter w1 — u, pour montrer que »_ ., u> converge.

(c) Exploiter Inuy41 — Inw, pour montrer que »_, -, u? diverge.

Application & I’étude de suites

Exercice 56 |[o1070] [Correction]
Calculer la limite de

S . RN
tn = 2 n n+1 n+2 n? )’
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Exercice 57 [o02809 ] [Correction]

On pose
1 1 1

3n’
(a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.

(b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.

Exercice 58 [o1072] [Correction]

Pour tout n € N, soit
(2n)!

unzw.

(a) Déterminer un équivalent de

Inupi1 — Inwu,.

En déduire que u,, — 0.
(b) En s’inspirant de ce qui précede, établir que v/nu, — C > 0 (on ne cherchera
pas expliciter la valeur de C').

Exercice 59 [o1073] [Correction]

Pour tout n € N, on pose
(2n)!

Un = o2

(a) Déterminer un équivalent de Inw,+; — Inw,. En déduire que u,, — 0.

(b) Montrer que nu, — +0o. En déduire la nature de la série > uy,.

(c) On pose v, = ;. En observant et en sommant les égalités
(2k + 4)vg41 = (2k + 1)vg, calculer T,, = ZZZO vk en fonction de n et vy, 1.
En déduire la valeur de

+oo u
n
Zn—f—l'

n=0

Exercice 60 [o1078] [Correction]
Soient 0 < a < b et (u,)nen une suite strictement positive telle que pour tout

n €N,

Up+1 n—+a

Up, n+b

(a) Montrer que u, — 0. On pourra étudier In(u,).
n—-+oo

b) Soient o € R et v,, = n®u,,. En étudiant (v,,),,>1, montrer qu’il existe A > 0
>1 q
tel que

A
U ~ .
" n—4oo nb—a

(c) On suppose b —a > 1. En écrivant
(n+ Dupt1 — Ny = aty, + (1 — b))ty 41

donner la valeur de la somme

—+o0
E Up, .
n=0

Exercice 61 |[o1080] [Correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

1
Un+1 _1+a+0(2), avec o € R.
Up, n n

(a) Pour quel(s) S € Ry a-t-il convergence de la série de terme général

(n 4+ 1)Pupiy ”

v, = In
nPu,

(b) En déduire qu'il existe A € R’ pour lequel

Uy ~ An®.

Exercice 62 [o1079 | [Correction]
Pour aw € R\ Z~*, on considére (uy,),>1 définie par

up =1et upp1 = (1 + a/n)u,.

(a) Pour quel(s) S € Ry a-t-il convergence de la série de terme général

Uy = In 7(11 * 1)Bun+1 ?.
nPu,

(b) En déduire qu'il existe A € R’ pour lequel u,, ~ An®.
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Exercice 63 [o1074 ] [Correction]
Montrer que

a une limite non nulle.

Exercice 64 [o027s84] [Correction]
Soit ug € ]0; 27| puis
Vn € N, upy1 = sin(u,/2).
(a) Montrer que (u,) tend vers 0.
(b) Montrer que lim(2"u,) = A pour un certain A > 0.

(c) Trouver un équivalent simple de (u, — A2™").

Exercice 65 [03047 ] [Correction]
Soit (uy) une suite complexe telle que pour tout p € N*, uy,, — u, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,) converge?

Exercice 66 [02949 ] [Correction]
Etudier la limite quand n — +oo de

()

k=1
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Exercice 1 : [énoncé]
(a) On a
1
n—+oo n ’

Par équivalence de séries & termes positifs, la série > u,, diverge.
(b) On sait ch(n) ~ e™/2 quand n tend vers +oo et donc

n

(§]

n o= .
" n—+oo 2N

Par équivalence de séries a termes positifs, la série > u,, converge (la série de

terme général e™" est géométrique de raison e~ € [0;1]).
(c) Aprés réduction au méme dénominateur et multiplication par la quantité
conjuguée,
2 1 1
Up =

V2 —1+vVn? +1 Vn? — 12 + 1 notoond’
Par équivalence de séries a termes positifs, la série > w,, converge.

Par développement limité,

1\ 1 1 e 1
(1—1—) :exp<nln<1+>>:e—~+o<>.
n n 2 n n

e

On a donc
Uy ~  —.
n—+oo 2n
Par équivalence de séries a termes positifs (au moins & partir d’un certain
rang), la série Y u, diverge.

Exercice 2 : [énoncé]

—n?In(1+ 1/n)) = exp(—n + o(n)) donc n?u,, —— 0 et la série

n—-+oo

(a) un = exp(
est absolument convergente.

(b) u, > 1/n donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est

divergente.
2 .
(¢) nuy, = tgem = 2 —In(m)In(inn) ___, () donc la série est absolument
(Inn) n—+o0
convergente

Exercice 3
On a

: [énoncé]

donc pour n assez grand

et par comparaison de série & termes positifs on peut affirmer que > u,, diverge.

Exercice 4 : [énoncé]

On a "
1 1
(o2 -of2)
n n
et
n3/? — Ln‘?‘/QJ +n=n+0(1)~n
donc

_(1+%)" =0 1
n3/2 — |n3/2] +n n?

ce qui permet de conclure a une absolue convergence.

Exercice 5 : [énoncé]
Par permutation de sommes

N N N
;v ;T;nn—i—l

donc

al al NNt 1-k
o=y (o) - Nk,
et donc
ZvanukavN
n=1

Supposons que la série Y u,, converge
Puisque > v, est une série a termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorée car
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la série > v, converge.
Supposons que la série Y v, converge.

On a
n n
nv, = E U — E VEk
k=1 k=1

donc par croissance des sommes partielles d’une série & termes positifs, la suite
(nv,,) admet une limite ¢ € R U {+cc}.

Si cette limite est non nulle, la série > v, diverge ce qui est contraire &
I’hypothése initiale. On en déduit

nv, — 0
donc

N N +oo
Zuk: E vn+Nun—>Zvn.
k=1 n=1 n=1

Ainsi Y u, converge et

+oo +oo
g Uy = E Uy, -
n=1 n=1

Exercice 6 : [énoncé]
Supposons qu’une telle suite existe. On remarque

e (B R )

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut affirmer la convergence de

> V.

Inversement, si Y \/a, converge, la suite (b,) = (y/a,) résout le probléme poseé.

Exercice 7 : [énoncé]

(a) Si a<0,ily a divergence grossiére. Si a > 0 alors n?u,, — 0 et la série est
absolument convergente.

(b) Si <1 alors u, > 1/n pour n assez grand et il y a divergence par
comparaison de séries & termes positifs.
Si @ > 1 alors pour v € ]1; ¢ on a nu, — 0 et il y a absolue convergence.

(c) Sia<1 alors u, >1 et la série est grossiérement divergente.
Si a > 1 alors n?u,, = exp(2Inn — (Inn)®) — 0 donc la série est absolument
convergente.

Exercice 8 : [énoncé]

On a

2 1
Inn+aln(n+1)+bdln(n+2) = (1+a—|—b)lnn—|——;b—|—0<).

n2

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a+ 2b = 0 ce qui correspond
da=-2etb=1.

Dans ce cas :
N N+1 N+2
Zlnn—l—aln(n—l—l)—i—blnn—l—Q Zlnn—QZlnn—l—Zlnn
n=1
puis
N
> Inn+aln(nt1)+bIn(n+2) = In1+n2-2In2-2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) — —In:
n=1

Exercice 9 : [énoncé|
Posons u,, le terme général de la suite étudiée.

Usnts = R
T BT VBRt2 Bk +3

Or
a b c

N N _a+b+c+0(1)
V3k+1 V3k+2 V3k+3 V3k VEk

donc a + b+ ¢ = 0 est une condition nécessaire pour la convergence de (us,+3) et
donc a fortiori pour la convergence de (uy,). Inversement si cette condition est
satisfaite alors

a N b N c B O( 1 >
V3k+1 V3k+2 V3k+3  \kvk
et donc (usp43) converge.
De plus usn+1 = usn+s + 0(1) et usni2 = usnts + o(1) donc les trois suites

(u3n+1); (u3nt2) et (usni3) convergent vers une méme limite, on peut donc
conclure que (u,) converge.
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Exercice 10 : [énoncé]

Si |A\| =11l y a divergence grossiére dauns les trois cas.

Si |A] > 1 alors u,, ~ %, v, ~ 1 et w, ~ )\% Les séries Y u, et Y w, convergent
et > v, diverge.

Si |\ < 1 alors u, ~ A", v, ~ A?" et w,, ~ 1. Les séries > u, et >_ v, convergent
tandis que > w, diverge.

Exercice 11 : [énoncé]
Pour ¢ € [0;1/n], on peut affirmer ¢" € [0;1/n] donc

1/n

Fmydt = fO)| <~ s [£(0) - F0)].

T t€[0;1/n)

0

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup |£(t) ~ £(0)] =0

te[0;1/n]
et donc
l/TL 1
FEY At ~ ~ £(0).
0 n
Ainsi £0)
Un ™~ na-i—l

et > u, converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 12 : [énoncé]

1 1\ 1 1
un=\1--2+ol =) =exp{ - +ol ——])
n n n n

Si @ > 1 alors (u,) ne tend pas vers zéro et »_ u,, est grossiérement divergente.
Si a €]0;1[ alors n?u,, — 0 et > u, est convergente.

Exercice 13 : [énoncé]

(a) up >0et

= a—1
Inu, = Inf1 .
nu ;n( + A )

Sia=1alors u, =1—1,.
Sia > 1 alors

a—1 a—1
In{ 1 ~
n( + A ) A

donc Inu,, — +oo puis u,, — +o0.

Sia < 1 alors Inu,, — —oo et donc u,, — 0.
(b) Sia>1ily a divergence grossiére de la série.

Sia €]0;1] alors

~a—1
lnunNkX_:lak =(a—1)lnn

et donc
In(ku,) =lnk+ (a—1)Ink +o(lnk) ~ alnk — +oc.

Ainsi ku,, — +00 et & partir d’un certain rang u, > 1/k.
La série de terme général u,, s’avére divergente

Exercice 14 : [énoncé]

(a)
lzx
Inupy —lnuy ~ —=—
2n

avec x > 0 donc
n

Zlnuk_H —Inup - —o0
k=1

puis u, — 0.
(b) Pour o = —x/2,

I (tpg1) — In(un) — aln(l + i) - o(l)

n2

donc il y a convergence de

S In(tn 1) — In(un) — aln (1 + i)

(c) Puisque

Upn+1 Up,

1
In(upi1) — In(uy) — aln(l + n) = lnm —In 2

Un
ne

la suite de terme général In ~= converge puis -z — A avec A > 0.
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(d) Par comparaison de séries a termes positifs,y  u, converge si, et seulement si, Exercice 18 : [énoncé]
a<-—1ie xz>2. On a immédiatement (i) = (ii) par comparaison de série & termes positifs
sachant )
. , . v/ <= .
Exercice 15 : [énoncé] Onlntl = 2(a" +an41)

Supposons la convergence de la série Y uy,.

La réciproque est fausse, il suffit pour I’observe de considérer la suite a donnée par
Pour tout n € N

n n 2n+1 foo a2p = 1 et a2p+1 = 74

ka = Z(uzk + Ugpt1) = Z uy < Zuk- p

k=0 k=0 k=0 k=0
Puisque Y v, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont Exercice 19 : [énoncé]
majorées, celle-ci converge.
Supposons la convergence de la série Y v,. Pour tout n € N (a) Si > up converge alors u, — 0 et v, ~ up donc ) v, converge par

équivalence de série a termes positifs. Si > v, converge alors v,, — 0 et
n Ln/2] oo aisément u,, — 0 donc v,, ~ u,, et on conclut comme ci-dessus.
kz_ouk = kZ:o Uk < kz_ovk' (b) Si Y u, converge et est de somme S alors v, ~ u,/S et on peut conclure.

Si > uy, diverge alors

N
Zln(l —vp) = ln(ul> — —00.
yr U1++UN

Si v, = 0, In(1 — v,) ~ —v, donc > v, diverge car les séries sont de signe
constant.
Si v, /A0, Y v, diverge grossiérement.

Puisque ) u, est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, celle-ci converge. En substance, on observe aussi

“+ o0 400
E Up = E Un-
n=0 n=0

Exercice 16 : [énoncé]
On exploite les comparaisons

1 . I ,
max(tn, V) < tn + Un, /Ity < = (tn + ) Exercice 20 : [e.nonce]
2 Supposons la série > v,, convergente. On a v, — 07 donc 1 + n?u,, — +00 et on
(obtenue par 2ab < (a? + b?)) en déduit 1
et Uy U Uy, Un ~ n2u
= Vp < Uy, "
Up + Uy Up + Uy puis
Par comparaison de série & termes positifs on peut alors conclure. 1
p p p Sl ~

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série > \/ty, Up,.

E ice 17 : [¢ é
xereice [énoncé] Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Puisque 2ab < a? +b% on a

n

1 ° +
VUnUnt1 < §(Un + Unt1) En:\/m < Zn:unzvk < zn:unka.
k=0

. s .- k=0 k=0 k=0 k=0
or  u, et Y u,41 convergent donc, par comparaison de séries a termes positifs,

> Untinr1 converge. On en déduit la divergence de la série > u,.
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Exercice 21 : [énoncé]
Pour n > 2, on observe

a}fl/” <2a, < a, > %
et donc ) )
1-1/n
a,, S maX(2an7 W) S 2<an + 271) .

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut conclure & la convergence de

Za,lfl/n.

Exercice 22 : [énoncé]
La série de terme général u,, est convergente.
En effet, puisque Y a,, converge, a,, — 0 et donc il existe un rangN € N tel que

VYn > N,a, <1.
En posant M = agay ...an_1, on peut écrire pour tout n > N
0<u, < Mayn...an_10, < Ma,.

Par comparaison de série & termes positifs, on obtient la convergence voulue.

Exercice 23 : [énoncé]
Posons v, = >__, up — nu,. On a

Upt1 — Up = n(Up — Upg1) > 0.

La suite (vy,,) est croissante et majorée donc convergente. Posons /¢ sa limite.

On a

Up — Un1 = *(Unqtl - vn)
n

donc
+oo +oo 1 1 +oo
Z(Uk —Up1) = Z E(Ukﬂ —vg) < - Z('Uk-i-l — k)
k=n k=n k=n
ce qui donne
1

Up < —(0—vp).

3

On en déduit 0 < nu,, < ¢ — v, et donc nu,, — 0 puis ZZ=1 ug — L.
Finalement Y u,, converge.

Exercice 24 : [énoncé]

1 1

n(n+)(n+2)  nd
donc la série converge
Par décomposition en éléments simples
1 121 1/2

n(n+1)(n+2) n n+l n+2

puis aprés télescopage
+oo
2:444j;44f:1
—nmn+1)n+2) 4

Exercice 25 : [énoncé]

On a
1 1

R+ 1)2 Kt
donc la série converge.
Par décomposition en éléments simples

L S S S
k2(k+1)2 k2 (k+1)2 k+1 &k
donc
N N N+1 N+1 N 9
1 1 1 1 1 s
=S = —142y -2y - — T 3
PO R DD iRt e DU S LD DY vl
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
Exercice 26 : [énoncé]
D’une part
“+o00 +oo +o0
n+1 1 1
IS 3 e
=TT ,
— nl ot (n—1)! = n!
D’autre part
+oo o 400 +o0 +o00 +00
n® —2 nn—1)4+n—2 1 1 1
_ L N - 2y —=o.
TLZ:% n! T;) n! ;(n—2)!+;(n—l)! T;n!
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Exercice 27 : [énoncé] (a) a, existe car, par croissances comparées,

L’absolue convergence de la série est assurée par I’équivalent )
9 npP nPt
n n-xX — =

n n
" avec |z| < 1. 2 2" mooo

T 0.

(1 —2")(1 — 2"*1) nstoo

Par glissement d’indice

On a
= (n + 1)p 1 p P
+oo xn +o0 xn _ xn-i—l ap = Z 7277:%1 = 5 ap + 1 a’p—l + -+ » ag
(1 N .T) Z _ rn _ pn+l = Z _ prn _ pn+1 n=0
(1 —2am)(1 —znth) (1 —2am)(1 —anth)
n=t n=1 donc
—+oo
:Z< 1 . 1 — ) ap:(?)ap_1+...+<p)ao'
— N _ N
—\(1—am) (1—anth) D
(b) Par un récurrence aisée a, € N pour tout p € N.
Par télescopage,
N -
z( 1 - 1 ) _ b 1 1 1 Exercice 30 : [énoncé]
—\(L=-am)  (I—anth) l—2z 1—2aM! Nojoo 1—z Commencons par étudier briévement la suite (ay,).
Pour tout > 2, on remarque x> — 2 > 2 de sorte que 1’on vérifie par récurrence
On obtient donc . que tous les termes de la suite (a,,) appartiennent a ]2;+ool[. De plus,
z" T
Z (1 —zn)(1 — an+l) - (1—x)? Uny1 — p = a2 — ap —2 = (an +1)(a, —2) >0 pour tout n € N
n=1
ce qui assure la suite (a,,) est croissante. Par I’absurde, si celle-ci converge vers un
réel /, on obtient 'égalité £ = (2> — 2 en passant & la limite la relation de
Exercice 28 : [énoncé] récurrence. On en déduit £ = —1 ou £ = 2. Cependant, par croissance, on a aussi
On a {>ag = a > 2. Cest absurde.
1 1 1 En résumé, on peut affirmer que la suite (a,) croit vers +oo.
m X wn 1) . (ntm) = nnt 1) (ntm—1) - CESICEE ) Exprimons ensuite les sommes partielles de la série étudiée. Pour n > 1, on observe
1 1 a2 — 1
Aprés télescopage e s & an _ _Onh .
agaq ... an 2 apai...ap 2\ apa1...an_1 QapG1...Gn
N
Z 1 _ 1 _ 1 Pour tout NV > 1, on a alors aprés simplification
—nn+1)...(n+m) ml (N+1)...(N+m) N N
1 1 1 a Ap+1
donc, sachant m > 1 Z w3 Z( : B - )
’ = b n:anal.‘.an ap 2n:1 apdq ...Anpn—1 apaq ...0an
N 1 1 1 1/a1 AN+1 a 1 aN+1
D3 - SRR | Crirrrisirsd Bk Bl s
— nn+1)...(n+m) Notoo m.m! m do @  @o01..-4N @001 ...AN

Pour conclure, il suffit d’établir

AN41
+ o? — 4.
apayl...any N-—+oco

Exercice 29 : [énoncé]
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Apres un peu de recherche inspirée par la limite souhaitée, on observe

—4 = ai(ai —4).

Pour tout N € N,

2 2 2 2
o2a a27a174 az —4 an,1—4 any—4
0d1---ON = 75 2 2

ag—4 af—4 ay; —4 a5 —4

et par conséquent
aAN+1 aAN+1
+ = \/a2 — 4. + a?—4
apay ...an

Exercice 31 : [énoncé]
(a) Via télescopage, on obtient pour tout n > N

uN
0<u, < —w,
UN

donc u,, = O(v,).

(b) Soit 1 < B < et v, =

nb -

U 1 B (1
Un _(1+%)B_1 ”+O<n)'

A partir d’un certain rang

Up 41 Un+41
Unp Un

<

donc u,, = O(v,) or Y_ v, converge absolument donc 3 u,, aussi.

(¢) Pour n assez grand

PR B V R
Up n+1  1/n
donc
~ — Ofun)
n e

Puisque la série Y 1/n est divergente, un argument de comparaison de séries
a termes positifs permet de conclure que > u,, est aussi divergente.

Exercice 32

: [énoncé]

(a) Le rapport “*+L tend vers 1 donc la suite (u,) est de signe constant & partir

d’un certain rang quitte & passer & I'opposé on peut supposer u,, > 0 pour n
assez grand.
Posons

wy, = In((n 4+ D Mupyr) — In(n uy,).

w, = Aln(1+ 1) —|—1n<1 A +vn>
n n

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la
suite (ln(nAun)) converge et donc (ntu,,) aussi.

On a

On a

(b) Posons u,, =

n'e” '

M 1_1+O(1>

Uy, 2 n2

En reprenant I’étude qui précéde on peut affirmer que n'/?u, — ¢ > 0 donc

>y, diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 33 : [énoncé]
(a)
1 2 1 2 1
Unpr _ Sntl 2 =1- = 4ol =
Up, 3(n+1) 3n+1 3n n

et

Un41 1 3 1
= —1-=2 -
Un, (1+1/n)3/4 4n+o<n
donc pour n assez grand,

Up+1 > Un41

Un Un

(b) La suite de terme général = est positive et croissante & partir d'un certain
rang donc il existe a > 0 et "N €N tel que pour tout n > N, u, > av,. Or
> v, diverge donc ) u,, aussi.
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Exercice 34 : [énoncé]
Puisque la suite (S,,) est croissante

0<wv, < S, —0
et donc v, — 0. On en tire
g Sl _
vp ~In(l+v,) =In S In(Sy+1) — In(Sy).

La série Y u, converge si, et seulement si, la suite In(S,,) converge et donc si, et
seulement si, la série télescopique > (InS, 41 —InS,) converge. Par équivalence de
série & termes positifs, cela équivaut a affirmer la convergence de la série > v,,.

Exercice 35 : [énoncé]

Si 3w, converge alors en notant S sa somme (strictement positive), v, ~ u,/S
et donc Y v, converge.

Supposons désormais que Y u,, diverge et montrons qu’il en est de méme de Y v,,.
Par la décroissante de ¢t — 1/t, on a

/Sn ﬁgsn— n71: Un.
S t Sn—l Sn—l

n—1

En sommant ces inégalités

S n
[etas
st T = Sk

1

Sn
/ g:11157,1711151%Jroo
g

1
car S,, — +oo donc par comparaison’ Su—jl diverge.
Puisque
Un, U, 1
= = Un
Sn—l Sn — Un
Si v, /A0 alors > v, diverge.

Si v, — 0 alors v,, ~ S“"l et & nouveau Y v, diverge.
o

Finalement Y u,, et > v, ont la méme nature.

1—v,

Exercice 36 : [énoncé]
un = Rp—1 — Ry, et la décroissance de t — 1/¢,

/Rnl g < R,1—-R, Unp
R, t ~ R, R,

Rp—1 dt
/ — =R, 1—InR,
Rn, t

TN " R . .
donc la série a termes positifs y || R, ! % diverge car In R,, — —oo puisque
R, — 0.

Par comparaison de séries a termes positifs, > u, /R, diverge.

Up, 1

Rnfl 1- un/Rnfl )

Un Un,

Rin_Rnfl_un B

Si up/Rp—1 /~0 alors > u,/R,—1 diverge.

) . s .
Si u,/Rp—1 — 0 alors o~ g et donc Y u, /R, —1 diverge encore.

Dans tous les cas, > u,/R,—1 diverge.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) Puisque la série Y a,, converge, on peut introduire sa somme
+oo
{= E Q-
n=0

Les termes sommés étant strictement positifs, on a £ > 0 et S,, — £ donne
alors S,, ~ /.

On en déduit
(075 an,

~ .
Sh 14
La série Y a, converge, donc > a,/{ converge aussi et par équivalence de
séries & termes positifs, on peut conclure & la convergence de la série

> an/Sn.

(b) Comme les termes sont positifs, on a S,, > S,,_1 et donc

al < Sn — Snfl 1 i
572; a SnSnfl B Snfl Sn

La série a termes positifs > a,, étant supposée divergente, la suite (5,) tend
vers +oo et donc 1/5, — 0.
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La nature de la série Y u, — u,_1 étant celle de la suite (u,), on peut
affirmer la convergence de la série

1 1
an,1 —Sin

puis celle de 3" a,,/S? par comparaison de séries & termes positifs.

(¢) On peut écrire
ai _ Sn - Sn—l -1 Sn—l
Sp Sh, B Sn
Si (Sp—1/Sn) ne tend pas vers 1, la série étudiée diverge grossiérement.
Si (Sp—1/Sn) tend vers 1 alors

et donc

a
2 ~IlnS,—InS,_1.
S n n 1

n

La suite (InS,,) diverge, donc la série Y In.S,, —In S,,_; diverge aussi et, enfin,

> ay/Sy, diverge par argument de comparaison de séries & termes positifs.

Exercice 38 : [énoncé]
Posons

n
-3k
k=1

Par la décroissance de la suite (u,,), on a

2n 2n
E k%uy > E n“ugy, = n*lug, > 0.

k=n+1 k=n+1

Puisque la suite (S,,) converge, S, —S,, — 0 et on en déduit (2n)**ug, — 0.
Puisque
(2n + 1)o¢+1

(271)70‘“(2”)%1“2

0< (2n4 1) ugnyr <

on a aussi (2n + 1)*ug, 1 — 0 et on peut donc conclure n®*tu, — 0.

Exercice 39
On a

On en déduit

Exercice 40

: [énoncé]

N

nlnn
=2

: [énoncé]

1 /__lnx—i—l
rlnz)  (rlnz)?’

La fonction x — 1/xInz est décroissante sur |1;+o00l.

1 N+1 dt
Z 2/2 m:lnln(N+1)—lnln2—>—|—oo.

Notons que les termes sommeés sont positifs.
La fonction & — aV® est décroissante donc

puis

k=0

+ o
or [, ua® du est définie donc

Exercice 41
Puisque x —

donc

: [énoncé]

o

ri est décroissante

/+°° dx
1

Par suite (o — 1)¢(a) —— 1.

Exercice 42

a—1+

: [énoncé]

n
aV" < / aV® dz

n n \/ﬁ
Za‘/gglJr/ aﬁdx:1+2/ ua® du
0 0

Za‘/ﬁ < +00.

n>0
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(a) Par croissance de la fonction /-

\fdt<f</ Vidt

k—1

donc
n+1

n T
/ Vidt <> VE < Vidt
0 k=1 1

et on conclut aisément.

(b) On a

Inn! = Zlnk

et, par croissance de la fonction In,,

k k41
/ lntdtglnk:g/ Intdt
k—1 k

n n+1
/ lntdtglnn!g/ Intdt
1 1

puis on peut conclure.

donc

(c) Par décroissance de la fonction x +— 1/zlnx sur [1/e; 400,
/’“+1 dt 1 /k dt
k tlnt = klnk = J,_; tint

n+1 n nodqt
/2 tlnt Z 1nk /1 tint
k=2

/dt =In(Int) + C* — +cc.

donc

puis on conclut via

tint

Exercice 43 : [énonce]

a
Notons gue ez ™ <% donc Z -1 n2+a2 existe. ‘
La fonction  — 4> est décroissante sur [0; 400 donc par comparaison
série-intégrale

N

N+1 N
a a a
——dz < —— < ——dz
/1 r? + a? —;n%ra?—/o x? + a?

puis sachant

a T
/ﬁ = arctan — + C*®
T+ a a

on obtient

arctan

Quand N — +oo,

— arctan — ——— < arctan —.
a ~ n?2 4+ a2 — a

T a T
— —arctan — < < —.
2 a_nz_:ln2+a2_2

Par le théoréme des gendarmes,

lim

“+o00
a

(]

a—+oo n2+a2 2
n=1

Exercice 44 : [énoncé]

On a
A, =a+

bn+ 1)

5 ,In B,, Zln (a + bk).

Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
A T'aide d’une comparaison série-intégrale

> 1t

=nln(a+bn) —n+ o(n)

k=1
donc B, )
a—+on
In=—==InB,—-lnd,=In| ——— | -1 1 In2-1
nAn n n n<a+bn/2> +o(l) > In
puis
Bn _ 2
A e’

Exercice 45 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,

3

Z In?k ~ n(lnn)?
k=2
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donc
ne 1

i’k e (lnn)

Par référence aux séries de Bertrand, > w, converge si, et seulement si, o < 0.

Up =

Exercice 46 : [énoncé]
Introduisons la somme partielle

S N xan
=D e
n3

n=1

On remarque que pour n € {10”’1, ceoy 10P — 1} onaa,=2p
En regroupant pertinemment les termes sommés

qg 10P— q 10P-1
S101-1 =3 Z Z Z =3
p=1n=10p—1 p=1n=10P p=1

Puisque la fonction ¢ — 1/t3 est décroissante, on a la comparaison

107 dt w1y 1071 44
Sup= Y 5 < 2
10p—1 t ne10p—1 n 10P—1-1 t
Apreés calculs, on obtient
99 1
Up ~ — .
2 1007

Casx >0

La série ) upaP converge si, et seulement si, z < 100.

Puisque la série Y 2% /n? est a termes positifs, sa convergence équivaut a la
convergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc Y 2% /n? converge
si, et seulement si, x < 100.

Cas x < 0.

Pour z € ]—100;0], il y a absolue convergence de la série en vertu de ’étude qui
précéde.

Pour x < —100, on peut écrire x = —y avec y > 100, on a alors

q

S10a-1 = Z(—l)q“qu

p=1

avec (uqy9) qui ne tend pas vers zéro.
Il y a alors divergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc divergence
de la série Y 2% /n3.

Exercice 47 : [énoncé]

Sia <1 alors nm — 400 donc pour n assez grand
comparaison de séries a termes positifs, la série d1verge
Si a > 1 alors considérons 8 € ]1;a[. On a n? — 0 donc la série est
absolument convergente.

Si o = 1 alors exploitons la décroissance de la fonction & — —1— sur ]1; +oo|.

Pour k > 2,
1 k+1 dt
> _
klnk _/k tint

1 ntqe nt1
> —— = | In(l t} .
. &In —/2 tInt {n(n)z e 0

. Par

nalnn = n

no ln n

donc

n—-+oo

Par suite, la série étudiée diverge.

Exercice 48 : [énoncé]
Si a < 0 alors a partir d’un certain rang u,, > 1/n et la série diverge.
Si a > 0 alors la fonction = — 1/z(Inz)® est décroissante sur |1;+o00].

/"“ . </" dt
n  tnt)e = "= [ t(nt)e

N+1 N N
dt / dt
< Up <
/3 t(lnt)e nZ:;) 9 t(nt)

N
In N+1 du In N du
= < Up, < =
In3 u ln2 U

n=3

donc

puis

et on peut conclure qu’il y a convergence si, et seulement si, a > 1.

Exercice 49 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u, ~ s‘;ﬂ est terme général d’une série absolument convergente.
Si—1<a<0,u,~ Tf‘(j;ll n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia=-1, u, ~ #n n’est pas le terme général d’une série convergente.

In
Sia< -1, u, /~0et donc Y u, est grossiérement divergente.
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Exercice 50 : [énoncé]

Selon que a < 0 ou @ > 0, on encadre 1/k% en exploitant la monotonie de
x> 1/x®.

Sachant que

dt 1
tia . tl a_|_Cte 400

on obtient

Exercice 51 : [énoncé]
Puisque la fonction z % est décroissante

o

donc

d’ou 'on obtient

Exercice 52 : [énoncé]

La convergence de Zz;’% % s’obtient entre autre par le critére d’Alembert puisque

1
7]{]4—1 k— o0

’1/(k+1)! oot

1/k!

On peut alors majorer le reste de la série en prenant appui sur une somme
géométrique

X1 1/ 01 1 11 1 1
Z fo o)== ———
ot El = nl\n+1 (n—l—l)2 nln+11—-1/n+1 n.n!

Notons que raisonner par récurrence ne marche pas.

Exercice 53 : [énoncé]

La fonction x +— 1 — cosx — x est négative sur [0;4o00[ et ne s’annule qu’en 0. Par

conséquent, la suite (u,,) est décroissante, or elle est clairement minorée par 0

donc elle converge. Sa limite annulant la précédente fonction ne peut étre qu’étre

0. Puisque
Lo U
Upy1 = 2sin® —
2
on a
L
Upt1 < §un

Par suite u, = O(1/2") et donc la série > u,, converge.

Exercice 54 : [énoncé]
Par étude de point fixe de la relation de récurrence, la valeur

t=(1+5)/2

est la seule limite possible de la suite (u,) qui est clairement a termes positifs.
|1y, — £ 1
V1i+u, +V1I+0 2

donc u, = O(1/2™) et ainsi la série converge.

|un+1 - £| | Up — Z'

Exercice 55 : [énoncé]
(a) Aisément la suite est strictement positive, décroissante et de limite
£ € ]0;m/2] vérifiant sin ¢ = /.
(b) Upt1 — uy, est le terme général d’une série télescopique convergente. Or

Up41 — Uy ~ —7u3 donc par équivalence de suite de signe constant, on

conclut.
(¢) Inupty — Inu, est le terme général d’une série télescopique divergente. Or
Int,p1 —Inwu, ~In( 1 - éu%) ~ —¢u? donc par équivalence de suite de

signe constant, on conclut.

Exercice 56 : [énoncé]
Posons 1

H, = 1+§+-~-+— =Inn+ v+ o(1).
On observe

w=2H, — H,> =2(Inn+ v+ o(1)) — In(n?) — v +o(1) — .
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Exercice 57 : [énoncé]
(a) On sait
1
H, =Y —=In(n)+7+o(l)
ko
k=1
donc
an = Hs, — H, — In(3) = A\

(b) Si on sait

1 1
H, =1 — tof -
n(n) + v+ o —|—0<n>

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

woEra(D) EelD) £

avec s
Zln(?) In3
k=n+1
donc
o 1 "] 1
n— A= —4+Inll—-)— —+In{l- -~
a ,;k+n< k) kz_:lk-i-n( k>

o

=
N
x|

+

E

N

E

) est absolument convergente car

LY 1
O i 22

— R3,, avec

R, = JFZOO 1—|—lm 1—l
" k k)

k=n+1

donc a, — A= R,

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes & termes
de signe constant,

=1 1
Riv D ~5@~ "o
k=n-+1

(le dermer équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par
kz ~ k(k i) et sommation telescoplque)

Au final

Exercice 58

(a) On a

: [énoncé]

In w41

Ung1 . 2n+1 1 1
~lnu, =1 =1 S (L U
e T Moy 2 n( o+ 2 on

La série Y Inup41 — Inw, tend vers —oo donc Inu,, = —oo puis u, — 0.

(b) Posons v, = /nuy,.

Invy,41 —Inw, = 1ln<1 + 1> +Inuyy; —Inu, = O( L )
2 n n?
La série Y Inv,41 — Inwv, converge et donc la suite Inv,, aussi.
En posant ¢ sa limite, on obtient /nu, — C avec C' = e’ > 0.
Notons qu’évidemment, on aurait aussi pu résoudre cet exercice a ’aide de la
formule de Stirling.

Exercice 59 : [énoncé]

_ _ Un+1 _ 2n+1 _ _ 1 o1
(a) mupr —Inu, =In =2 =Inses =In{ 1 - 2n+2> ~ —s5,.-. La série
> lnup41 — Inwu, tend vers —oco donce lnu,, — —oo puis u, — 0.

— Innu,

(b) In(n + Duyy1 — Innu, = 1n(27£:1> ~

tend vers +oo donc Innu, — +oo puis nu, — +0o. A partir d’un certain
rang nu, > 1 donc Y u,, diverge.

(¢) (2k+4)vps1 = 2upy = 21;?11 u, = (2k + 1)vy, en sommant pour k € {0,...,n}

et en simplifiant, on obtient : T,, = 2 — (2n + 6)v,41 donc T,, — 2.

5. La série > In(n + 1)up41

Exercice 60 : [énoncé]

(a)

a—>b a—"b
~Y
n n
est le terme général d’une série divergeant vers —oo. Par suite Inu,, - —o0 et
donc u,, — 0.

Inup4r —Inu, = ln(
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(b)

1 —b —b 1
1nvn+1—1nvn:aln<1+)—Hn(l—i—a >:a+a +O( 2)
n n n n

donc pour a = b — a, la série des Inv,,+1; — Inwv,, converge. Par suite v,
converge vers un réel A > 0 et alors

(c) On a
(b—a—1up = (1=b)(unt1 — un) — ((n+ Dtpg1 — nuy,)

donc par télescopage

+Eoou b-1 U
n = 1——=UQ.
= b—a-—1

Exercice 61 : [énoncé]
(a)
ot Wy 048 (1)
n n

nPuy, 2
donc )
Up = ars © <2)
n
>~ v, converge si, et seulement si, § = —a.
(b)
n—1 +oo
ka =In(n"%u,) = = ka eR
k=0 k=0

donc n™%u,, — ¢’ puis u, ~ An® avec A = e’ > 0.

Exercice 62 : [énoncé]
Notons que les termes de la suite (u,) sont tous non nuls car —« ¢ N*.
nt1)P
(a) ('H_nl%% =1+ a—zﬂ + O(an> donc v, = O‘T"’B + O(nlz> > vy, converge si,
et seulement si, § = —a.
(b) Z;é vp = In(n"%u,) — £ = Z::S v € R done n=%u,, — ef puis u,, ~ An®
avec A =ef > 0.

Exercice 63 : [énoncé]
Aprés calculs
Iy, 1 —Inwu, = 0(1/n?)

donc la suite (Inwu,,) converge et on peut conclure.
On peut aussi faire le lien avec la formule de Stirling. ..

Exercice 64 : [énoncé]

(a) Par récurrence 0 < u,, < ug/2".

(b) . 2
(2" ) — In(2"uy,) = IH<W> ~ *é (1;1)

est terme général d’une série convergente donc la suite (In(2"u,,)) converge et
finalement (2"u,,) converge vers un réel A strictement positif.

(c)

+oo
U, — A27" =277 Z (2%, — 28T g ).
k=n
Or X
OkHL /4y 43
2]€ o 2k+1 ~ ~—_
H ™ e\ 2 94.27F
Par comparaison de restes de séries convergentes & termes positifs,
X1 A3
—n —n —
Un — A2~ 2 ﬁkzﬁ BT
=n

Exercice 65 : [énoncé]
Non, en effet considérons

"1
unzzm.
k=2

Pour tout p € N*, on a uy, — u, = E;ﬁn“ Wik

On en déduit

np—(n+1)+1 p—1
nlnn Inn

0 < Upp —up < —0

alors que

n

k+1 dt n+1 dt n+1
> B < 1t} .
“ kz—z‘/k tnt /2 tnt [n(n )|, e
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Exercice 66 : [énoncé]
On peut écrire

avec up(n) —— e~ ".
n—-+o00

On peut alors présumer

SN = A R
Z(n) n——+o0o Ze _1—1/8_6—71.

k=1

Il ne reste plus qu’a I’établir. . .
Puisque In(1 4 ) < z pour tout x > —1, on a

k n
(1 - ) =exp(nln(l — k/n)) <e™*
n
et donc on a déja
>() =
—\n) — 1= 1/e
De plus, pour N € N, on a pour tout n > N

n k n N—-1 k n N—-1

=) > -2) —— -k,
S(E X (- e X
k=1 k=0 k=0

Pour € > 0, il existe NV € N tel que
N-1 .
—k
> —
Z ¢ =o€
k=0
et pour ce N fixé, il existe N’ € N tel que pour n > N,

i(i)ﬂ >Nzl<1—i>n >1:Z$e—’f—g.

k=1 n=0 =

On a alors pour tout n > N’

On peut donc conclure
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