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Enoncés

Suites numeériques

Convergence de suites

Exercice 1 [ 02249 ] [Correction]
Soient (a,b) € R?, (u,) et (v,) deux suites telles que

neNu, <aetv, <b
Uy, + Uy, — a + b.

Montrer que u,, — a et v,, — b.

Exercice 2 [ 02250 | [Correction]

Soit (uy,) et (vy,) deux suites réelles telles que (u,, + v,,) et (u, — v,) convergent.

Montrer que (u,) et (v,) convergent.

Exercice 3 [o02251] [Correction]
Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes. Etudier

lim max(un, vy,).

n—-4o0o

Exercice 4 [ 02252 ] [Correction]
Soient (uy,) et (vy,) deux suites réelles telles que

U2+ Uupvy + 02— 0.

Démontrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent vers 0.

Exercice 5 [ 02253 ] [Correction]
Soient (uy,) et (vy,) deux suites telles que

0<u, <1,0<v, <1 et uyv, — 1.

Que dire de ces suites?

Exercice 6 [ 03497 [Correction]
Soit (u,) une suite de réels non nuls vérifiant

Un 41
LN}
U,

Déterminer la limite de (uy,).

Exercice 7 [03184] [Correction]
Soient K un réel strictement supérieur a 1 et (e,,) une suite de réels positifs
convergeant vers 0. Soit (u,) une suite de réels de [0;1] vérifiant

Uy + En

Vn e N,0 <upyg < K

La suite (u,) converge-t-elle vers 07

Calcul de limites

Exercice 8 [02254] [Correction]
Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites (u,,) suivantes :

371_ _2"74 n— n
ONTES e (©) wn = 1Yt
(®) up =vVn2+n+1-—vn2—n+1 (d) “n:# r1 K

Exercice 9 [ 02255 ] [Correction]
Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

(a) un = (1 + i)n (€) up = (sin ;)W

(b) un = V2 (d) un = (Zﬁ)n

Exercice 10 [o2256 | [Correction]
Déterminer par comparaison, la limite des suites (u,,) suivantes :
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(8) wn = it () uy = ¢

(b) u, = 2t (&) un = /24 (—1)"

(©) un = 2D

Exercice 11 [o02257 ] [Correction]
Déterminer les limites des sommes suivantes :

) Sp = ZZ:1 vk (e) Sy = Zzzl MLM
) Sn = Z::l ﬁ
(¢) Sp= ZZ:1 ﬁw
(d) Sn=33"0 1 2 (8) Sn =Y p_o(—1)" Fk!

(f) Sn =kt 7

Exercice 12 [o2258] [Correction]
Comparer

\" \" Y
lim  lim (1 — ) , lim  lim (1 — ) et lim (1 — ) .
m——+o00 n——+400 n n—-+o0o0 m——+o0o n n——+oo n

Exercice 13 [o02260] [Correction]
Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose

Un+1
o
Up, n—-+oo

(a) Montrer que si £ < 1 alors u,, —— 0.
n—-+oo

(b) Montrer que si £ > 1 alors u, P +o00.
n—-+oo

(¢) Observer que dans le cas £ =1 on ne peut rien conclure.

Exercice 14 [o02261] [Correction]
Pour tout n € N, on pose

(a) Etablir que pour tout p > 1,

P+ qz
/ dr
» x

/ P dz

< —.

p—1 %
En déduire la limite de (S,,).

(b) Etablir que S}, = S,,. En déduire la limite de (57,).

D=

Exercice 15 | 02263 | [Correction]

Déterminer la limite de .
n _
n
w1
k=0

Exercice 16 [ 02264 ] [Correction]
Soit p € N\ {0,1}. Pour n € N* on pose

n+p —1 n
“ (n) e g%

(a) Montrer que
VYneN,(n+p+2)upis = (n+ 2)upi1.

(b) Montrer par récurrence

1
S, = E(l —(n+p~+ Dupsr).
(c) On pose ¥n € N* v, = (n + p)u,. Montrer que (v,,) converge vers 0.

(d) En déduire lim S,, en fonction de p.

Exercice 17 [03039 | [Correction]
Soit z € C avec |z| < 1. Existence et calcul de

n

. Kk
W 1L,
k=0
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Exercice 18 [03196 ] [Correction]
Etudier la convergence de deux suites réelles (u,) et (vy,) vérifiant

lim (un + ’Un) =0et lim (eu” + evn) = 2.

n—-+oo n——+oo

Exercice 19 [02262 ] [Correction]

Soit a € R et pour n € N,
n
a
P, = H cos ok
k=1

Montrer que

et déterminer lim,,_,o P,,.

Exercice 20 [o0298 ] [Correction]

Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

(a) un = ¢/ (©) un = (m(g + g))n

nlnn
In(n+1) >

e (2
(€) up = (g;}>n+2 (&) u ( Yo+ Y3 f)
- (e

arctan(n+41) )

arctann

(d) up = 12 (cos 1oy n;l) ) u

Exercice 21 [o00302 ] [Correction]
Nature de la suite de terme général

Uy, = cos(mn?In(1 — 1/n)).

Exercice 22 [o27s81] [Correction]

Etudier la convergence de la suite (|a" | 1/ "), ot a > 0.

Exercice 23 [o00304 | [Correction]
Soit (uy,) une suite d’entiers naturels deux a deux distincts. Montrer que
Uy —> +00.

Exercice 24 [00320] [Correction]
Soient a > 0 et

n

1
un:Zna+ka'
k=1

(a) Montrer que si o > 1 alors w,, — 0 tandis que si « < 1, u,, = +00.
(b) Montrer que si a = 1, la suite est monotone et convergente.

(c) Toujours dans le cas @ = 1 et en exploitant ’encadrement
In(1 +z) <2 < —In(1 — z) valable pour tout z € [0;1], établir w,, — In2.

Exercice 25 [o00321 ] [Correction]

(a) Etablir que pour tout = > 0 on a

1
m—ixggln(l—i—m)gx.

. k
k=1

(b) En déduire la limite de

Exercice 26 [00319] [Correction]
(a) Soit

1
un:ZnJrk

k=1

ol p € N* est fixé. Montrer que la suite (u,) converge. Sa limite sera notée ¢
(on ne demande pas ici de la calculer)

(b) Soit f: Ry — C de classe C! et telle que f(0) = 0. Soit

np 1
:;f<n+k)'

Montrer que (v,,) converge. Exprimer sa limite en fonction de £.
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(c) Calculer ¢ en utilisant f(z) = In(1 + z). Exercice 31 [o2270] [Correction]
(d) Si f de R4 dans C est continue et vérifie f(0) = 0, montrer qu’il peut y avoir On pose s 35 o 1
divergence de la suite (vy,). u, = X3X5x---x(2n— )
2x4x6x---%x(2n)

(a) Exprimer u,, a 'aide de nombres factoriels.

Exercice 27 [ 05022 ] [Correction] (b) Montrer que la suite (u,) converge.

Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs. On suppose
(c) On pose

1 vp = (n+ 1D)u2.
Up + — ——— 2. n=( i
Up n—rteo Montrer que la suite (v,,) converge. En déduire la limite de la suite (u,)

(d) Simplifier
2n
I
(1)

Limites des suites monotones 2
et comparer ce produit & 2uZ.

Exercice 28 [ 02265 ] [Correction] (e) En déduire que la limite C' de la suite (v,,) est strictement positive.
Soit (uy) une suite croissante de limite ¢. On pose

Etudier la limite de (uy,).

= Ut e Un Exercice 32 [00300] [Correction]
n Soient a > 0 et
(a) Montrer que (v,) est croissante. up = (1+a)(1+a%)...(1+a").
(b) Etablir que vy, > “ndvn. (a) Montrer que si a > 1 alors u,, — +oc.
¢) En déduire que v,, — /. b) On suppose 0 < a < 1. Montrer que la suite (u,) est convergente. On pourra
g

exploiter la majoration 1 4+ x < e” valable pour tout = € R.

Exercice 29 [02266] [Correction]

Soit (u,) une suite réelle convergente. Etudier la limite de la suite v,, = SUD,>, Up- Suites ad.] acentes

Exercice 33 [o2271 ] [Correction]

Exercice 30 [o02268] [Correction] Soient 0 € |0;7/2[ et
] 0 0
(Somme harmonique) Pour tout n € N, on pose w, = 2" sin = v, = 2" tan =
n
H, = Z l Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Quelle est leur limite
= k commune ?
Montrer que
Vn € N*, Hy,, — H, > 1 Exercice 34 [00325] [Correction]
2 On pose

En déduire que lim,_,oc H, = +00. "1 "o
Up = — —2v/netuv, = — —2vVn+ 1L
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Montrer que les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
En déduire un équivalent de
L
vk

k=1
Exercice 35 [o02272] [Correction]
Pour tout n € N*, on pose
n
1 , 1

k=1
Montrer que les suites (S,,) et (S],) sont adjacentes.

On peut montrer que leur limite commune est 72 /6, mais c’est une autre
histoire. . .

Exercice 36 |[o02275] [Correction]
(Moyenne arithmético-géométrique)
(a) Pour (a,b) € R2, établir :

2vab < a+b.
(b) On considére les suites de réels positifs (u,,) et (v,) définies par
upg = a,v9 =bet Vn € Nju,11 = \/upvp, Vnt1 = UHTW

Montrer que, pour tout n > 1, u, < vy, Up < Upt1 €6 Vpy1 < Uy

(c) Etablir que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.
Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b
et est notée M(a,b).

(d) Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € R,..

(e) Exprimer M (\a, Ab) en fonction de M(a,b) pour A € R.

Exercice 37 [o00324] [Correction]
(Irrationalité de e¢) On pose pour n > 1,
n
Uy = Hetvn:un—i—m.
k=0
(a) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
(b) En exploitant 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction z — €7,
montrer que u, — €.
(c) On suppose que e = p/q avec p,q € N*. En considérant ¢.q'u, et g.¢'v,
obtenir une absurdité.

Suites extraites

Exercice 38 [02276] [Correction]
On suppose que (u,) est une suite réelle croissante telle que (ua,) converge.
Montrer que (u,,) converge.

Exercice 39 [o02278] [Correction]
Justifier que la suite de terme général cos(n) diverge.

Exercice 40 [oo0327 | [Correction]
Montrer que la suite de terme général sin(n) diverge.

Exercice 41 [o2279 | [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle telle que

n+
Vn,p € N*,0 < upyp < P
np

Montrer que (u,,) tend vers 0.

Limite de suites de solutions d’une équation

Exercice 42 [02290] [Correction]

Soit n un entier naturel et E, 1’équation = + tanx = n d’inconnue
x€|-m/2;m/2].

(a) Montrer que ’équation E,, posséde une solution unique notée z,.

(b) Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 43 [ 02288 ] [Correction]

Montrer que I’équation ze® = n posséde pour tout n € N, une unique solution x,,
dans R .

Etudier la limite de (z,,).

Exercice 44 [o02291 | [Correction]
Soit n un entier naturel non nul et £, ’équation : 2" Inx = 1 d’inconnue = € RY.
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(a) Montrer que ’équation E,, admet une unique solution z,, et que z, > 1.

(b) Montrer que la suite (x,,) est décroissante et converge vers 1.

Exercice 45 [o00314 ] [Correction]
Montrer que pour tout n > 1, I’équation

n—1
e
nl k!

k=0

posséde une unique racine x,, dans ]0;4oco[. Déterminer lim x,,.

Exercice 46 [ 00315 ] [Correction]

Montrer que la relation nu”*! — (n 4+ 1)u? = 1 définit une suite positive (u,)
unique.

Etudier sa convergence et préciser sa limite.

Expression du terme général d’une suite récurrente

Exercice 47 [o02293] [Correction]

Donner l'expression du terme général et la limite de la suite récurrente réelle
(tn)n>0 définie par :

(a) up=0et Vn € Nyuyqp1 =2u, +1

(b) ug =0 et Vn € N, u,qq = %t

Exercice 48 [02294] [Correction]
Soit (xy,) et (yn) deux suites réelles telles que

Tn — Yn et :xn+yn
2 Ynt1 2

En introduisant la suite complexe de terme général z, = z,, + i.y,, montrer que
les suites (x,) et (y,) convergent et déterminer leurs limites.

Vn S N,In+1 =

Exercice 49 [02295] [Correction]
Soit (z,,) une suite complexe telle que

1
VneN, z 1 = g(Z” +2z,).

Montrer que (z,) converge et exprimer sa limite en fonction de zg.

Exercice 50 [ 02296 ] [Correction]
Soit (uy,) et (v,) les suites déterminées par ug = 1, vg = 2 et pour tout n € N :

Up4+1 = Uy + 20, €t Vpy1 = 2u, + 30,

(a) Montrer que la suite (u,, — v,) est constante.
(b) Prouver que (u,) est une suite arithmético-géométrique.

(c) Exprimer les termes généraux des suites (u,,) et (vy,).

Exercice 51 [o03048] [Correction]
Etudier la suite (2,,)n>0 définie par zp € C et

Zn + |20

VneN, 2,41 = 5

Exercice 52 [ 02056 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle telle que

1
=letVneNjur1=1(1 n-
U et vn Up+1 ( +n+1>u

Donner I'expression du terme général u,, de cette suite.

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exercice 53 [02208] [Correction]
Donner I'expression du terme général de la suite récurrente complexe (uy)n>0
définie par : ug = 0,u; = 1+ 4i et

Vn € Ny upio = (3 — 2)upr1 — (5 — 5i)uy,.

Exercice 54 [ 02299 ] [Correction]
Donner l'expression du terme général des suites récurrentes réelles suivantes :

(@) (un)n>o définie par ug = 1,u; =0 et Vn € Ny upyo = dup1 — duy,
(b) (un)n>o définie par up = 1,u; = —1 et Vn € N, 2up10 = 3upy1 — up

(c) (un)n>o définie par up = 1,u1 =2 et Vn € N, upto = Upt1 — Up.
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Exercice 55 [02300] [Correction]

Soit 6 € ]0; w[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par :

ug =uy =1 et Vn € Nyupio — 2cosQupq1 + up = 0.

Exercice 56 [o02683] [Correction]
Déterminer les fonctions f: R% — R% vérifiant

Vo >0, f(f(2)) = 6z — f(x).

Exercice 57 [o5016 ] [Correction]
Déterminer les fonctions f: R% — R% vérifiant

f(f(z)) + f(z) =2z pour tout z > 0.

Etude de suites récurrentes

Exercice 58 [02304] [Correction]
Etudier la suite (u,,) définie par

uozaeRetVneN,unH:ui.

Exercice 59 [02305 ] [Correction]
Etudier la suite (u,) définie par

uOERetVnEN,un+1:ui+1.

Exercice 60 [02303] [Correction]
Etudier la suite (u,) définie par

up=1et Vn € Nyupi1 = V1 + tp.

Exercice 61 [o02307] [Correction]
Etudier la suite (u,,) définie par

ugp € Ret Vn € Nyuppy = e — 1.

Exercice 62 |[o2308] [Correction]
Etudier la suite (u,) définie par

1
2+ u,

ug > 0et Vn € Nyuyy1 =

Exercice 63 [02309 | [Correction]
Soit (uy,) la suite réelle définie par

up=a€[-2;2] et Vn € Nyupt1 = vV2 — up.
(a) Justifier que la suite (u,) est bien définie et
Vn € Nyu, € [-2;2].

(b) Quelles sont les limites finies possibles pour (u,)?

(¢) Montrer que (|u,, — 1|) converge puis que lim|u,, — 1| = 0. En déduire lim u,,.

Exercice 64 |[o02310] [Correction]
Soit a € C tel que 0 < |a|] < 1 et (uyp) la suite définie par

Un

uO:aetVnEN,unH:2 .
—u,

Montrer que (u,,) est bien définie et |u,| < 1. Etudier la limite de (u,,).

Exercice 65 [02312] [Correction]
Soit a > 0 et (u,) la suite définie par uy > 0 et

a
(un + >
Unp,

Vn € N,upy1 =

N |

(a) Etudier la convergence de la suite (uy,).

(b) On pose pour tout n € N
Up — V@
Up +Va

Calculer v,,41 en fonction de v, puis v,, en fonction de vy et n.

Up =
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(c) Montrer que, si ug > /a, on a

|un — \/E| < 2up.v2".

Ainsi, u, réalise une approximation de y/a & la précision 2ug.v3 m 0.

On peut alors par des calculs élémentaires, déterminer une approximation de

J/a.

Exercice 66 |[02313] [Correction]
On considére I'équation Inx + 2 = 0 d’inconnue x > 0.

(a) Montrer que ’équation posséde une unique solution a.

(b) Former, par l’algorithme de Newton, une suite récurrente réelle (u,,)
convergeant vers .

Exercice 67 [o02311] [Correction]
Déterminer le terme général de la suite (u,,) définie par :

ug=a>0,u; =b>0et VnEN,unJrgun:uiH.

A quelle condition (u,) converge ?

Exercice 68 [02301] [Correction]
Soit @ € R% . On définit une suite (u,) par

ug =aet Vvn € Nyuyqq =

(a) Déterminer la limite de (uy,).
(b) Déterminer la limite de w11 — up.

Exercice 69 |[o03229 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle vérifiant

Vn € Nyu, € [1/2;1].
Soit (vy,) la suite déterminée par

Un + un+1

Vo = UQ et Vn € N,Un+1 = m
n+1Yn

Montrer que la suite (v,,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 70 [oo0328] [Correction]
Etudier la suite définie par

1
up €Ry et VneNu,p1 =1+ fui.

Exercice 71 [o00330] [Correction]

Soient a > 0,
ulz\/&au2: \/CL—F\/&,U?,: \/a—’— \/a—i_\/&a'

Montrer que (u,) est convergente.

Exercice 72 [o0331 | [Correction]
Soit
3 +1

X
[z 3

et (uy,) la suite définie par
ug € Ret Vn € Nyupy1 = fuy).

(a) Justifier que ’équation f(x) = x posséde trois racines réelles (qu'on
n’exprimera pas).

(b) Etudier le signe de f(x) — x ainsi que la monotonie de f.

(c) Préciser le comportement de (u,) en discutant selon la valeur de wy.

Exercice 73 [00332] [Correction]

Soient
3 + 3ax

: = —
fix 312 +a

(avec a > 0) et (up) la suite définie par

ug > 0et Vn € Nyupi1 = f(un).

Etudier les variations de f, le signe de f(x) — x et en déduire le comportement de
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Exercice 74 [o00333] [Correction]
Soient ug € ]0; 1] et pour tout n € N,

2
Unpl = Up — U,
Montrer que (u,,) est monotone de limite nulle. Déterminer les limites des suites

dont les termes généraux sont les suivants

n

Zuk et H (1 — ug).

k=0

Exercice 75 [00329] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par

ug €]0;4] et Vn € N, upy1 = du, —u.

(a) Montrer que (u,) est bornée. Quelles sont les limites possibles de (u,)?

(b) Montrer que si (uy,) converge alors (uy,) est soit stationnaire égale a 0, soit
stationnaire égale a 3.

(c) En posant uy = 4sin® a, déterminer les valeurs de uy pour lesquelles la suite
(un,) est stationnaire.

Exercice 76 [ 00336 ] [Correction]

Soient p € Ry et § € |—7 ;7).

On considére la suite complexe (z,,)nen définie par

zn + |2n]

et VneN z,4 = 5

20 = p619

(a) Exprimer z, al’aide d’un produit.

(b) Déterminer la limite de la suite (2,,)nen-

Exercice 77 [o00337] [Correction]
Soient (uy)nen €t (vn)nen les suites récurrentes réelles définies par :

un + Uﬂ
ug,vo €E Ry et Vn € Nu,p1 = upvn, vpg1 = 5

Montrer que les suites (uy,)nen €t (U )nen convergent vers une méme limite.

Exercice 78 [00326 ] [Correction]
Pour « € ]0;7/2], on étudie les suites (u,) et (v,) définies par

v =1 Unt1 = /Un+10n-

{uo =cosa oy N, {un_ﬂ = (Up +vp)/2

(a) Etablir que pour tout n € N,

et vn—Hcos—

Up = Up, cos

(b) Etudier sin £ v,, et en déduire les limites de (uy,) et (vy,).

Exercice 79 [o27s83] [Correction]
Soit (xy,)nen+ une suite de réels positifs. On pose, pour tout n > 0,

n=\/:r1+\/x2+---+\/ﬁ-

(a) Ici x, = a pour tout n, ot a > 0. Etudier la convergence de (y,,).

(b) Méme question dans le cas ot z,, = ab®" pour tout n, avec b > 0.

(c) Montrer que (y,) converge si, et seulement si, la suite (22 ") est bornée.

Exercice 80 [o03165] [Correction]
Soient (a,) une suite réelle positive, bornée et (u,) la suite récurrente définie par

1

———— pour tout n € N.
Up + ay + 1

ug > 0 et Up1 =
Montrer que la suite (u,) converge si, et seulement si, la suite (a,) converge.
Exercice 81 [oo0s44] [Correction]
Montrer que la suite réelle (z,,) définie par zy € [a;b] et

Vn € N,l’nJrl =

1

ou f est 1-lipschitzienne de [a;b] dans [a;b], converge vers un point fixe de f.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
On a 'encadrement

0<a—u,<(a—up)+(b—v,)=(a+0b) — (u,+v,) =0
donc u,, — a puis

U = (Up + ) —up = (a+b) —a=0b.

Exercice 2 : [énoncé]
Supposons u,, + v, — £ et u, — v, — £.

Up = 5 (Un +vp) + 2 (up —v,) = EH = ZI

et de méme v,, - =5—

Exercice 3 : [énoncé]

On a
((a+b)+ |a—b])

N |

max(a,b) =

donc

max (U, Uy ) =

N =

Exercice 4 : [énoncé]
On a
0< (up +vp)* = ui + 2upvy, + 11,,2L < 2(u% 4+ Upvpy, + vi) — 0.

Ainsi u,, + v, — 0 puis
UnVp = (Up +vp)? = (U2 + upv, +02) = 0

et donc
ui + vi = 2(ui + Up Uy, + vi) — (up + vn)2 —0

qui permet de conclure u,, — 0 et v,, — 0.

Exercice 5 : [énoncé]
On a
UpVUp < Up, Up < 1

Par le théoréme d’encadrement on obtient

limu,, = limv,, = 1.

((un + vn) + [up — vp|) = max(limuy,, limvy,).

Exercice 6 : [énoncé]
Puisque |up41/un| — 0 < 1/2, il existe un rang N € N vérifiant

Y > N, |upy1/un] < 1/2

c’est-a-dire .
Yn > N, |un+1| < §|un|-

On a alors par récurrence

Vn > N, |u,| < = —x un|

et donc par comparaison u, — 0.

Exercice 7 : [énoncé]
Montrons que la suite (u,) converge vers 0 par ’epsilontique. . .

Soit € > 0. Puisque la suite (g,,) converge vers 0, il existe un rang N € N pour

lequel
Vn>N,0<¢e, <e

et alors pour tout n > N

Uy + €

Ogu'rH»lS K .
On en déduit - -
0 < tyio < -+ =
Ynt2 K2+K2+K

et par récurrence

14
Unp, 3
VpéN,Oﬁunergﬁ—l—glﬁ

La suite (u,) est majorée par 1 et on peut encore écrire

1 1—(1/KP 1
Vp € N,0 < upip < LEel-WEE 1, e

Kr K 1-1/)K ~Kr EK-1

Pour p assez grand, on a 1/KP < ¢ et alors

IS
O<un+p<€—|—7K_1 A(f

avec A une constante strictement positive ce qui permet de conclure.
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Exercice 8 : [énoncé]

(a)

(b)
2n
VnZ+n+1+vVn2—n+1 \/1+%+#+\/17%+L

" 1—\/1—&-1/712
K 1+\/1—1/n2

(n+1)
2n

Up —

|~

Exercice 9 : [énoncé]

z—0

(a) uy, = enIn(+1/n) op nln(l + i) = 1/171111(1 + i) 1 car 1n(1w+z) 1.

Par suite u,, — e.
2
(b) u, =en!"™ — 1 car 22 — 0.

1/n 1/n
(c) (Sin 711> = e (sin ) op %ln <sin i) %ln = — 0 donc (sin }L) — 1.

(d) (ZJF}) =" (=75 op nln< — nil> ~ —2 — —2 donc <Z+%> — e 2,

Exercice 10 : [énoncé]

(@) |unl < 775
(b) 0<u <M<f—>0doncun—>0

7 — 0 donc u,, — 0.

(c) 2 +1 <u, < "+1 avec n—ﬁ,”—fl — 1 donc u, — 1.

(d) Pour n >3,0<u, < (g) — 0 donc u,, — 0.

(e) 1 <u, < /3 =enm3 1 donc u, — 1.

Exercice 11 : [énoncé]
(a) Sp >2211:n%+oo

(b) Sy >Zk 1\f =/n — +oo.

() 0<8, <> 1n2+1:2—+1%0d0ncun%0.

(d) 0<S, <3 i < e O

e)Zk1n2+n§S <Zk1 doncmgs_nz_s_lpmsun%l
) T

(
(f

n2+n = i1 2+n <SS, <3l \/W m par le théoréme des
gendarmes : S,, — 1.

(g) Sp=nl—(Mn-D!'+(n—-2)+---4 (=1)". Par regroupement de termes.
Si n est pair alors S, > n!— (n — 1) et si n est impair S, > n! — (n —1)! — 1.
Puisque n! — (n — 1)! = (n — 1).(n — 1)! — 400, on a S,, — +oc.

Exercice 12 : [énoncé]

lim, 4 oo <1 - ;) = 1™ et limy,_ 4o limy, 4 oo <1 — i) =1.

lim,, 4 oo (1 - i) =0 et limy, o0 limy, 1 oo (1 - i) =0.

(1 — i) —enn(=3) 5 o1,

Exercice 13 : [énoncé]

(a) Soit p = £ de sorte que £ < p < 1.
Comme “2+ — 0 < p, il existe un rang N au dela duquel

Un+1 <p

On a alors

uy < p"*NuN —0

donc u,, — 0.

On peut aussi raisonner en observant que la suite (u,) est décroissante &
partir d’un certain rang, donc convergente et que sa seule limite possible est
nulle.

(b) Méme démarche mais par minoration ou par croissance.
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(¢) up =n, u, =1 et u, =1/n sont des exemples prouvant qu’on ne peut rien Exercice 15 : [énoncé]
dire. On a

1 2\t
u +n+k§2<k) +-+

Exercice 14 : [énoncé] o ke (2 2
r pour K € {2,...,n — 2y,

(a) On a
/p+1d:v</p+1dx_l n\ o (n ~n(n—1)
» x T Jp p P k)= \2) 2
car la fonction décroissante = +— % est majorée par % sur [p;p+1]. donc
Par un argument semblable n2 (n) -1 2(n — 3)
0< < —0
/P dr /P de 1 = \k n(n —1)
b1 T Sy P puis u,, — 2.
Pour n > 1,
n+k+1 n+k
/ do < ! < / de Exercice 16 : [énoncé]
n+k x n+k n+k—1 L ( )
a
donne en sommant 2t g, 2 g, n+p+2 :n—|—p—|—2 n+p+1
/ —SS’WS/ —. n+2 n+2 n+1
n+1 z n z
Or d’ot la relation.
/2"+1 dx | on+1 o (b) Par récurrence sur n € N :
— =1In n .
1 @ n+1 Pourn=1:
et 1 1 2 1
2n S1= gy et —(1—-(p+2) ) =
/ dz _ . o ) T p-1 p+2)p+1)" p+1
n T
ok

donc S, = In2. . .
ORE n . Supposons la propriété établie au rang n > 1.

(b) On a
1 1 1
.11 11 1 1 11 1 11 1 Spt1 = Snttnia ;Rﬁ(lf(nﬂﬁl)unﬂﬂunﬂ = ﬁ(lf(mr?)“nﬂ) i

S2n = 44+ —— = 4= +— |2 =+ +—

1 2 3 4 2n—1 2n 1 2 2n 2 4 2n

Récurrence établie.
dOHC 2n 1 n 1 2n 1 n 1 (C) . |
T SE S 5% ) S F St S ot
ol e L e - (") (ntp-1D! T+l
Par suite S5, — In2. De plus S5, = San + 55577 — In2 donc (d) Par opérations
1
Sy

S — In2. p—1
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Exercice 17 : [énoncé] Puisque
On a . k sin(x) _ sin(x) —Osm() 0 cos(0) = 1
n x x — z—
Q-2 J](+2)=0-2)0+2)1+2%)...(1+2"). on a
k=0 sina/2" ]
Or (1 -2)(1+2)=1- 22 donc a/2"  n—+oo
n puis
(l—z)H (1—|—z2k) =(1-2H1+2%)...(1+22"). P — sin(a) sin(a)
k=0 " 2nsin 5 oo a
En réné 1 ioulati car /
n répétant la manipulation 97 sin e oonl o

n

1-2)J](+22)=0-22")

k=0

Or 22" = 0 donc .
lim (1 + z2k) = .
n—-+oo —Z
k=0

Exercice 18 : [énoncé]
Exploitons
S, =e" +e'n = 2et P, =e"n.e' =eUnTn 51,

Les nombres e~ et e’ sont solutions de I’équation

(X —e")(X —e")=0ieX?—S,X +P,=0.

A Dordre prés, on peut exprimer e%» et e’ & partir du discriminant de cette
équation. Or S,, — 2 et P, — 1, le discriminant tend alors vers 0 et les deux
suites tendent vers 1. On en déduit u,, — 0 puis v,, — 0.

Exercice 19 : [énoncé]
En exploitant la formule sin(2x) = 2sin z cos z
1 a a a 1

Sin;inPn = gsin =1 COS Gy " TC08 5 = ... = Q—nsin(a).

Sia=0alors P, =1— 1.
Si a # 0 alors, pour n assez grand, sin(a/2") # 0 et

P = sin(a)

2" sin 55

2" n—s+oo 27

Exercice 20 : [énoncé]
(a) u, =exp(Inn/n) — 1.

(b)
Uy = €xp (n ln(l + fz)) = exp(z +o(1)) — €.
()

n+1

Up = exp ((n +2) 1n<1 — 2)) =exp(—2+0(1)) = e 2

Uy = —2n28in<(71l + ni1>/2> sin((i - n11>/2> = O(i) — 0.

donc

2 1
up =exp| nln (1 22y o<)> = exp(2a + o(1)) — %,
n n

1 nlnn
(nlnn)) -

1
Uy, = <1—|— +o0
nlnn
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(8) ' '
C@—exp(an) =1+ —-In2+o(1).
n n
Uy = (1+1n24+o<1>) — V/24.
3n n

(h) Par le théoréme des accroissements finis

1 1

1n(arctan(n + 1)) — In(arctann) = 15 & motane
c? arctanc

avecn < c<n-+1 donc

1 1
Uy = exp( n?——m—>—— — 2/,
1+ c2? arctanc

Exercice 21 : [énoncé]
En développant In(1 — 1/n)

Un = COS <7m + g + 0(1)> = (—1)"* sin(o(1)) — 0.

Exercice 22 : [énoncé]
Si a €]0;1], la suite est constante égale a 0.
Si a = 1, la suite est constante égale & 1.

Sia>1alors a" —1< [a"| < a" donne (a" — 1)1/n < |a"] 1/n < a et donc, par

encadrement, la suite converge vers a.

Exercice 23 : [énoncé]

VA € Ry, ensemble E = {n € N|u, < A} est fini car il contient au plus

E(A) + 1 éléments.

Par suite il posséde un plus grand élément N et alors Vn > N + 1,u,, ¢ E donc

Uy, > A. Ainsi u,, — +00.

Exercice 24 : [énoncé]

(a) Sia>1alors 0 <wu, < 345 — 0 donc u, — 0.
Si o < 1 alors u,, > ﬁ:%nlf"‘%—&—oo donc u,, — +o0.

(b) Uupt1 — up = ﬁ + ﬁ - n%rl > 0 donc (u,) est croissante. De plus

up < 25 < 1donc (u,) est majorée et par conséquent convergente.

(c)
Uy = En 1 < —In ﬁ 1-— ! ——lnl—ln2
" n+k — n+k o omn

et

"1 i 1 on+1
u §:n+k_n<f[(+n+kX) n 2L

donc u,, — In2.

Exercice 25 : [énoncé]

(a) 11 suffit de dresser le tableau de variation des fonctions
r—In(l+2)—z+Liz22 et oz —In(l+2).

(b)

“k (n+1) 1
hun €3, 5="5— 3
k=1
et
"k kK n+1 (n+1)2n+1) 1
Inu, > - - )= - -
e kz_:l<n2 n4> 2n 6n3 3
donc

Un, — Ve.

Exercice 26 : [énoncé]

(a) La suite (uy,) est croissante car

1 1 1

n(p+1)+1 (n+1)(p+1) n+17

unJrl — Up

et u, < n"—fl < p donc (u,) converge vers une limite £.

(b) Commencons par le cas ou f'(0) = 0.
Soit € > 0, il existe o > 0 tel que pour tout = € [0;a] on ait |f’(x)| <eet
par 'inégalité des accroissements finis, on obtient

vz € [0;al, |f(z)] < elxl.
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On a alors

et donc v,, — 0.
Pour le cas général, il suffit d’introduire g(z) = f(z) — zf’(0). Puisque

g'(0) =0, on a
) ——0
;g(nJrk) n—-+o00

et donc

!
Un = Un f'(0) ———= 0

et finalement v,, — £f/(0).
(¢) Pour f(z) =In(1+ z),
vp =3 In(n+k+1)—In(n+k)=n(n(p+1)+1) —In(n+1) = In(p + 1).
k=1
On conclut £ =In(p + 1).
(d) Pour f(z) = V&,

np
1 np
Up — 400
;\/n—f—k V(n+1)p

Exercice 27 : [énoncé]

. . 1
On exprime u,, en fonction de v, = u, + —.
n

Pour tout n € N, on vérifie

ui—vnun+120

ce qui permet d’observer u,, comme solution d’une équation du second degré. Les
racines de celle-ci sont !

2 ot Up + /02 — 4
2 2 '

1. On peut affirmer que A = v2 — 4 est positif, soit parce que I’on sait que I’équation du second
admet au moins la solution (ur ), soit parce que I'inégalité x + 1/x > 2 pour = > 0 est classique.

11 existe donc une suite (,) de réels égaux & 1 ou —1 telle que

Up + Eny/v2 — 4

5 pour tout n € N.

Up —

La suite (v,) convergeant vers 2 et (g,,) étant bornée, on conclut par opérations
que la suite (u,) tend vers 1.

Exercice 28 : [énoncé]

(a)

Npy1 — (U1 + -+ up)
nn+1) -

Un41 — Un =

donc (vy,) est croissante.

(b)

Uy + -+ Up un+1+"'+u2n Un Up
Vop = > =+ —=.
o n * 2n =273
(c) On a v, < ¢ pour tout n € N* et (v,,) croissante donc (v,,) converge vers un

réel ¢/ < /.
La relation précédente, passée 3 la limite, donne 2¢’ > £ + ¢’ ce qui permet de
conclure v,, — /.

Exercice 29 : [énoncé]

(uy,) converge donc (u,) est bornée. La suite (v,,) est donc bien définie et
elle-méme bornée.

On a vp41 < v, donc (v,) est décroissante et donc converge.

Posons ¢ = limwu,, et ¢ = limv,,.

vy, > U, donc a la limite ¢/ > /.

Si ¢/ > £ alors ¢/ > YF > ¢,

A partir d’un certain rang v, > “TW et u, < “T[ Impossible. Il reste ¢/ = £.
Exercice 30 : [énoncé]
On a , ,
n n
1 1 n 1
Hs, — H,, = - > =" =Z
e Zk*Z%L 2n 2
k=n+1 k=n+1
(H,) est croissante car H, 1 — H, = n%rl > 0.
Si (H,,) converge vers ¢ alors Hsy, — H,, — ¢ — ¢ = 0. Ceci est impossible puisque
H2n - Hn Z %

Par suite (H,,) diverge, et puisque (H,,) est croissante, (H,,) diverge vers +oo.
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Exercice 31

(a)

: [énoncé]

_ (@)
= Qan ()2
(b) On a
Uny1  (2n+2)(2n+1) 2n+1 <1
up, 4+ 12 2n42 7

donc (uy) est décroissante. Or (uy,) est minorée par 0 donc (u,) converge.

vn+1_n—|—2ui+1_n+2 2n+ 1Y
vn  n+1 u? T n+1\2n+2
or (n+2)2n+1)2—4(n+1)> = -3n -2 < 0 donc v,41 — v, <O0.

(vp) est décroissante et minorée par 0 donc (v,,) converge.
Nécessairement lim u,, = 0 car sinon v, = (n + 1)u2 — +oo.

(d) Par télescopage des facteurs
2n

H 1—l —lxgx X
) =3 x5 %

k=2

Parallélement

A5 = G0 20wt 50 1)

Ainsi, 2u? est supérieur au produit.
(e) On en déduit
(n+1)
4an

(n+ Duy; >

et donc C > 1/4.
On peut montrer que C' = 1/7 en exploitant dés la premiére question la
formule de Stirling (si celle-ci est connue...).

Exercice 32 : [énoncé]

(a) Sia>1alors u, > 2" — 400 donc u, — +00.

(b) up >0 et “2* > 1 donc (uy) est croissante. De plus

1—a" < a
ex
l—a ) — P 1—a

donc (u,) est majorée et par suite convergente.

2 n
Uy < e ...e? :exp<a

Exercice 33 : [énoncé]
Via sin 2a = 2sin a cos a, on obtient

_ on+1 _:
Up = 2 sin gn il CcoS —— il < Upy1.
Via tan2a = 2224 on obtient
+1
Up = 2n+1 tan(e/Qn )

>
1~ tan2(g/2n+1) =

sinx oot et tanx ~Z donc u,, — 6 et v,, — 0 d’ou v, — u,, — 0.
x—

Les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes de limite commune égale a 6.

Exercice 34 : [énoncé]

1
Up, — Up =
i NZES

De méme v,41 — v, > 0 et aisément v,, —

suites.
Notons £ leur limite commune, on a

— 2
~2AVn+1-vi) = \/n—i- EVZES ERVI

u, — 0 d’ou ’adjacence de ces deux

"1
2

k=1

=2v/n+L+o0(1) =2y/n+o(v/n) ~ 2¢/n.

=

Exercice 35 : [énoncé]

On a )
Spt1— Sp = —— > 0.
o (n+1)?
S 1 111 1 .
LT T (412 n4+1 o (n+1) (n+1)
et
, 1
S, —Sp=——0
n
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Exercice 36 : [énoncé]

(a) (Va-— \/5)2 > 0 donne I'inégalité demandée.

(b) Pour n > 1, up, = \/Up_ 1051 < u"%‘“’”*l = v,, en vertu de a.
Unt1 = Uy 2 \JU2 = up et vnpq = aite < Za =g,

(c) La suite (un)n>1 est croissante et majorée par vi donc elle converge vers une
limite notée £.
La suite (v,)n>1 est décroissante est minorée par u; donc elle converge vers
une limite notée ¢'.
En passant la relation v,41 = “"TJ”’" a la limite, on obtient ¢/ =
=1,

(d) Si b= a alors les deux suites (u,) et (v,) sont constantes égales & a et donc
M(a,a) = a.
Si b = 0 alors la suite (uy,),>1 est constante égale & 0 et donc M (a,0) = 0.

/
% d’ou

(e) Notons (ul,) et (vl,) les suites définies par le procédé précédent a partir de
uh = Aa et v = Ab.
Par récurrence, u,, = Au, et v/, = Av, donc M (Aa, Ab) = AM (a, b).

Exercice 37 : [énoncé]
(a) Aisément (u,) est croissante (v,) décroissante et v, — u, — 0.
(b) Par 'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout x € [0;1],

n k
e
k!

k=0

avec My, 41 = supme[o;lﬂ(em)(”“” = e. Pour = 1, on obtient

< Mn+1$n+1
— (n+ 1)

(&
— Uy < ———— 50
le = unl < T3y

donc u,, — e.

(c) Par la stricte monotonie des suites (u,) et (v,) on a u, < e < v, pour tout
n € N*.
q.qlug est un entier et g.q!v, est entier consécutif. Or ¢.qlu, < g.q¢le < g.qlv,
donc q.qle ne peut étre entier. Or ¢.qle = p.q! € N. Absurde.

Exercice 38 : [énoncé]

La suite (u,) étant croissante, elle admet une limite (finie ou infinie).
La suite (ug,) qui en est extraite a la méme limite.

Or (usgy) converge, il en est donc de méme de (uy,).

Exercice 39 : [énoncé]
Par ’absurde, supposons cos(n) — ¢ € R.

p+gq pP—9q
cos —

cos(p) + cos(q) = 2 cos

donne
cos(n + 1) 4+ cos(n — 1) = 2cosncos(1).

A la limite on obtient 2¢ = 2¢cos(1) d’oti £ = 0.
Or cos2n = 2cos®n — 1 donne alors a la limite 0 = —1. Absurde.

Exercice 40 : [énoncé]

Par ’absurde, supposons sin(n) — £ € R.

pP—4q P+q
cos ——

2

sin(p) — sin(q) = 2sin

donne
sin(n 4+ 1) — sin(n — 1) = 2sin(1) cos(n).

A la limite, on obtient cos(n) — 0.
Or cos(2n) = 2cos?(n) — 1 donne alors & la limite 0 = —1. Absurde.

Exercice 41 : [énoncé]

D’une part
2 2
0< s, <= == =0
n n
D’autre part
2n+1
0< 0
U2n+1 = n(n—l— 1)

On en déduit u,, — 0.

Exercice 42 : [énoncé]

(a) Le tableau de variation de f: x — x + tanx permet d’affirmer que cette
fonction réalise une bijection croissante de |—m/2; 7 /2[ vers R. L’équation E,
posséde alors pour solution unique

Ly = f_l(n‘)'
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(b) On a z, + tanx, = n avec z,, € |—7/2; /2] donc
T, = arctan(n — x,,).
Or n — x,, — +oo car (x,) bornée et donc

™

Exercice 43 : [énoncé]

Soit f: Ry — R définie par f(z) = ze®.

f est dérivable et f'(x) = (z + 1)e* > 0 donc f est strictement croissante.

f(0) =0 et lim o, f = 400 donc 'équation xe®* = n posséde une unique solution
T

r, = f1(n) = +oo.

Exercice 44 : [énoncé]

(a) Le tableau de variation de f,,: = — x™ Inz permet d’affirmer que 1’équation
fn(x) =1 posséde une unique solution z,, sur R et que de plus

Zp € [1;400].
(b) 1= xﬁﬂ Inz,t1 = pt1 fu(@nsr) done fr(xps1) = xan <1= fp(zy) donc
Tny1 < @, car f est strictement croissante sur [1;+oo.
La suite (x,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge. Posons ¢
sa limite, on a £ > 1
Sif>1alors ) Inxz, > ¢"In¢ — 400 ce qui est absurde car z] Inx,, = 1. 11
reste £ = 1.

Exercice 45 : [énoncé]

On pose fn(x) = % —> o %I,C On observe que f,(0) = —1,

limg 400 fru(2x) = +o0 et f),; = fn. La propriété est vrai pour n =1 et si elle est
vrai au rang n, le tableau de signe de f, permet d’assurer que f, 41 est
décroissante (et donc strictement négative) sur [0;x,] puis strictement croissante
sur [z, ; +oo]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut assurer que f
s’annule en un x,41 > x, et celui-ci est unique.

La suite (z,) est croissante. Si elle est majorée alors elle converge vers un réel £ et
% — 0. Or la suite de terme général est Y ,_, %)TT‘ est croissante et strictement
positive. Elle ne peut donc converger vers 0. Par conséquent la suite (x,) n’est pas
majorée et, étant croissante, elle diverge vers +oo.

Exercice 46 : [énoncé]
L’¢tude des variations de la fonction z + nz"*1 — (n + 1)z™ assure l'existence et
I'unicité de u,, > 0 vérifiant la relation

nult — (n 4 Du = 1.

De plus on peut affirmer u,, > 1.

Puisque
up(n(u, —1)—1)=1etup >1
on a
n(u, —1)—1<1
puis

0<u,—1<2/n

permet de conclure u,, — 1.

Exercice 47 : [énoncé]

(a) Posons v, = u, + 1. (v,) est géométrique de raison 2 et vy = 1 donc
Up = 2" — 1 — +oo.

(b) Posons v, = u, — 1. (vy,) est géométrique de raison 1/2 et vy = —1 donc
_ 1

Exercice 48 : [énoncé]

On a .
1+1
Zn+1 = Tzn
donc N
1+i
Zn = B zZ0-
Or % < 1 donc z, — 0 puis z,,y, — 0.

Exercice 49 : [énoncé]
Introduisons z,, = Re(z,) et y, = Im(z,). On a

Yn
Tn+l = Tn et Yn+1 = *?

ZTn — Zo et y, — 0 donc z,, — Re(zp).
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Exercice 50 : [énoncé] Exercice 53 : [énoncé]
_ B , . (up,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
(a) 1in1+1 Upt1 = Up — Uy, €6 ug —vg = —1 donc (u, — v,) est constante égale a P2 = (3= 20)r + (5 — 51) = 0.
' On obtient
(b) v, = u, + 1 donc w41 = Suy, + 2. La suite (uy,) est arithmético-géométrique. U = (241)" — (1 — 30"

(€) upt1 —a = 5(u, —a) +4a+ 2. Pour a = —1/2, (u,, — a) est géométrique de
raison 5 et de premier terme 3/2. Ainsi

Exercice 54 : [énoncé]

35" —1 35" +1 . , , . s s .
Uy = ———— et vy, = ———. Ce sont des suites récurrentes linéaire d’ordre 2 dont le terme général s’obtient &
2 2 partir de la résolution de I’équation caractéristique associée.
(a) u, =2"(1 —n).
Exercice 51 : [énoncé] (b) . up =—3+227"
On peut écrire zy = pe'? avec p > 0 et 0 € |—7 ;7] () un = 2cos (n—gl)n_
On a alors
1+ el? 0 ;8 [ {0 0 n
7= p—g— =posze 2,22:pcos§cosze 1., 2y = pe'2 Hcos2—k. Exercice 55 : [énoncé]
k=1 (uy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
Si 6 =0 alors z, =p — p. 9
Sinon, pour tout n € N*, sin 2 # 0 et r®—2cosfr+1=0
) ) 0 de solutions r = €l? et r = e~17.
sin e e
sin o H cos oy = o Par suite, il existe a, 8 € R tels que
k=1
Vn € N, u,, = acosnf + Fsinnf
par exploitations successives de l'identité sin 2a = 2sin a cos a.
On en déduit n =0 donne a =1 et n =1 donne acosf + Ssinf = 1 donc
f[ 0 sin 6 o sin 6 )
CoS o = - . 1—cosf 2sin“0/2 0
pue] 9k 2n gin 2% 0 /6 = - = - / = tan —.
sin 6 sin 0 2
Finalement .
sin @ Finalement
Zn — s

cos((2n —1)0/2)
cos(6/2)

0
Vn € Nyu, = cosn9+tan§sinn9 =

Exercice 52 : [énoncé]
UOZ]., (751 :2, U2:3,...

, . Exercice 56 : [énoncé]
Par récurrence, on montre aisément

Soit f une fonction solution.

VneN.u, =n+1 Pour x > 0, on considére la suite (u,) déterminée par
b) n — .

ugp =x et Vn € N upp1 = f(un)-
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La suite (u,) est formée de réels strictement positifs et satisfait la relation de
récurrence linéaire

Vn € N, upqo + tpg1 — 6u, =0.

Les racines de ’équation caractéristique associée sont 2 et —3 de sorte qu’il existe
A, 1 € R vérifiant

Vn € N,u, = A2" + pu(—3)".

Puisque la suite (u,) n’est formée que de réels strictement positifs, il est
nécessaire que u soit nul.

Apreés résolution cela donne f(z) = 2.

Inversement, cette fonction est bien solution.

Exercice 57 : [énoncé]
Soit f une fonction solution.

On exprime le terme général des suites récurrentes de fonction itératrice f.

Pour z > 0, on introduit la suite (u,) déterminée par
u=x et VneN, u,qp1 = f(un).

La suite (u,) est formée de réels strictement positifs et satisfait la relation de
récurrence

Up42 + Up+1 — 2u, =0 pour tout n € N.

La suite (u,) est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation
caractéristique 72 +r — 2 = 0 de racines 1 et —2. Il existe alors deux réels A et p
tels que

up = A1" + pu(—2)"  pour tout n € N.

Cependant, la suite (u,) n’est formée que de nombres strictement positifs, le réel
1 est donc nécessairement nul. La suite (u,,) est alors constante égale a = et, en
particulier, u; = f(x) = x.

Finalement, la fonction f est I'identité de R . La réciproque est immédiate.

Exercice 58 : [énoncé]
On a uy = a,u; = a?,uz = a*, par récurrence u,, = a
Pour |a| < 1 alors u,, — 0, pour |a| =1, u, — 1 et pour |a| > 1, u,, = +o0.

on

Exercice 59 : [énoncé]

La suite (u,) est bien définie et supérieure & 1 & partir du rang 1 car la fonction
itératrice f: z — 2% + 1 est définie sur R et & valeurs dans [1; +o0l.

Upt1 — Up = U2 —uy, + 1 >0 car le discriminant de 22 —z + 1 est A = =3 < 0.
La suite (u,) est croissante.

Si celle-ci converge vers un réel ¢ alors en passant a la limite la relation
d’itération : £ = ¢ + 1.

Or cette équation ne posséde pas de racines réelles. Par suite (u,,) diverge, or elle
est croissante, donc (u,) diverge vers +oo.

Exercice 60 : [énoncé]
Pour tout n > 1
Up — Un—1

B \/1+un+\/1+unfl

un+1 — Up

Puisque u; — ug = v/2 — /1 > 0, la suite (u,,) est croissante.
Si (u,) converge vers £ alors u,+1 = /1 + u,, donne & la limite £ = /1 + ¢ donc
P —f¢—1=0etl>0.
Par suite
1+5

Par récurrence on montre aisément que Vn € N, u,, < « et par suite (u,) converge
vers o.

14

Exercice 61 : [énoncé]

La suite (u,,) est bien définie car sa fonction itératrice f: x — ¥ — 1 est définie
sur R.

Pour n > 1, upy1 —uy = €% —e"—1 est du signe de u, — up—_1.

La suite (u,) est monotone et de monotonie déterminée par le signe de

UL — ug = e*° —ug — 1.

Etudions la fonction g(z) = €® — 2 — 1 définie sur R.

g est dérivable et ¢'(x) = e — 1 du signe de z. g(0) = 0 donc g est positive.

Si ug = 0 alors (u,) est constante égale a 0.

Si ug > 0 alors (u,) est croissante. Si (u,,) converge vers un réel £ alors £ = e’ — 1
donc £ = 0.

Or (uy) est minorée par ug > 0 donc ne peut converger vers 0. Par suite (u,)
diverge vers +oo.

Si ug < 0 alors (u,) est croissante et majorée par 0 donc (u,) converge vers la
seule limite finie possible 0.
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Exercice 62 : [énoncé]
La suite (u,) est bien définie et strictement positive car de fonction itératrice
[+ @ 5 définie sur R et & valeurs dans RY. Si la suite (u,) converge, sa

limite ¢ vérifie ¢ = 2—}% et £>0 donc £ =—1++2.

1 1| |un — ¢
24w, 2+L]  (24u,)(2+9)

< —|up — 4.

1
e 7

Par récurrence, on montre |u, — €| = 2-|ug — | et on conclut u,, — £.

Exercice 63 : [énoncé]

(a) L’application x — /2 — x est définie de [—2;2] vers [0;2] C [-2;2].

(b) Supposons u, — £. Puisque Vn > 1,u, € [0;2], a la limite £ € [0;2].
La relation u, 41 = /2 — u, donne & la limite £ = v/2 — ¢ donc £2 +¢ -2 =0
d’oul=1o0ul=-2.
Or ¢>0donc ¢ =1.

()

tnss — 1] = — 22l < Ju, — 1]

donc (|u, — 1]) est décroissante et par suite converge vers a > 0.
Si a > 0 alors

-1
[n — 1] -1

1+vV2—upy = L

[unt1 — 1

donc /2 — u,, — 0 puis u,, — 2. C’est impossible.
Nécessairement |u, — 1| — 0 et donc u,, — 1.

Exercice 64 : [énoncé]

Par récurrence montrons u,, existe et |u,| < 1.
Pour n =0 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Par HR, u,, existe et |u,| < 1 donc 2 — u, # 0 d’ott up11 = 52— existe et
U < < 1.
el < 5 ] = 5
Récurrence établie.
|Un+1| < M < | n|
2—|u

donc (|uy,|) est décroissante d’ou |u,| < |a| puis

puis

Par suite u,, — 0.

Exercice 65 : [énoncé]
La suite (u,,) est bien définie et a valeurs dans [\/a ; +o0o[ & partir du rang 1 car de

fonction itératrice
1 a
fra—= -+ —
2 x

définie sur R et a valeurs dans [/a; +ool.

Si (uyn) converge vers un réel ¢ alors ¢ = é(ﬂ + ;}) et £ >0 donc £ = /a.

(wn = /)" Jun = /al Jun = v/a|

2|y, | 2 U,

1
|ns1 = Va| = 5

a
Uy + — —Va
Up

Pour n > 1,

‘un_\/a:un_\/agl
Up, Un
donc

1
‘un+1 - \/a| S §|un - \/a|

Par récurrence : )

2n—1

|un - \/a| < |U1 - \/a’

donc u,, — /a.
b)

; :unﬂf\/azu%fQ\/ﬁunJra: Un*\/a2:7}2
T e +Va u2 + 2v/au, + a Up +va "
donc v, = v".

)

|un — Va| < vn|u, + Val < 2ugvy, = 2ugv}
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Exercice 66 : [énoncé]

(a) f:x— Inx+ x réalise une bijection strictement croissante de R’ vers R.
L’équation proposée posséde une unique solution o = f~1(0).

(b) L’algorithme de Newton, propose de définir la suite (u,,) par la relation :

fluy) Inu, +u,  up(l—Inu,)
Up4+1 = Up — = Un — -
' (un) 1/u, +1 Up + 1
La fonction f est de classe C?, f'(z) = 2 + 1 et f”(2) = —-% ne s’annulent

pas.
Pour ug > 0 tel que f(ug)f”(ug) > 0, la suite converge vers .

Exercice 67 : [énoncé]
Par récurrence, on montre que u,, existe et u,, > 0. La relation de récurrence

donne alors
Up+2

Un+1
un+1 U,

La suite (un41/un) est constante égale & uy /ug = b/a. La suite (u,) est donc
géométrique de raison b/a et finalement

(2)
Up =al — | .
a

La suite (u,) converge si, et seulement si, b < a.

Exercice 68 : [énoncé]

(a) Pourn>1:

donc (up)n>1 est croissante.
Supposons u, - £ €R. On a > u; =+/a>0

En passant la relation précédente a la limite : 0 = & = % C’est absurde.

> +7
Par suite u,, = +oo.

Un

Unp+l — Uy = —————
e " Un+1+un

donc .
Un+1
B N
Unp Up+1 + Un
Par suite u,4+1 ~ uy, et
1 1
Up41 — Un = .

7% —
Upt1/Un + 1 2

Exercice 69 : [énoncé]

On vérifie sans difficultés que la suite (vy,) est définie et que ses termes sont
positifs.

De plus, on vérifie par récurrence que

VneNv, <1

car
Un, +un+1
1—u 1—v,) >0 = —— <1.
( n—H)( n) = 1+Un+111n =
On a alors ( 2)
Up4+1(1 — 5
v -y =——">2>0
n+1 n 1+Un+1’0n =

et la suite (v,) est donc croissante et majorée. Par conséquent celle-ci converge
vers une certaine limite ¢ € R.

Dans le cas ou la suite (u,) est constante égale & 1, on observe que ¢ = 1.
Peut-étre est-ce encore vrai dans le cas général 7 Pour le voir, étudions la suite
(I1—-vy).0na

(1 = Upq1)(1 —vp) <

1
0<1—vppy = 2
= Un+1 1+u“+1vn =3

(1 —wy)

donc par récurrence
1
0<1—-v,< Q—n(l—vo)

et on en déduit
v, — 1.

Exercice 70 : [énoncé]
Si (uy,) converge sa limite ¢ vérifie ¢ = 1 + ¢2/4 d’ot £ = 2.

1
Un+1 — Un = Z(un - 2)2 Z 0
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(un,) est croissante.

Si ug > 2 alors (u,) diverge vers +oc.

Si ug € [0;2] alors on vérifie aisément que (u,,) est majorée par 2 et on conclut
Uy —> 2.

Exercice 71 : [énoncé]

Upt1 > Uy done (uy,) est croissante. Par récurrence montrons u,, < a + 1. La
relation est vraie pour n = 1 et I’hérédité s’obtient par

Uny1 = Ve + U, <V2a+1<a+1.

Exercice 72 : [énoncé]

(a) II suffit de dresser le tableau de variation de f. On note a < 8 <y ces trois
racines.

(b) f est croissante et ;3 @ B g

fle)—z|— 0 + 0 — +
(€) up <tpyr = f(un) < flupg1) done ug < f(ug) = (uy) croissante.

De méme u, > tnr1 = f(un) > f(ups1) donc ug > flug) = (uy)

décroissante.

Les seules limites finies possibles pour (u,) sont «a, 3,~.

Enfin si up < « (resp. 3, ) alors pour tout n, u, < « (resp. 3, ) et de méme

pour >.

Au final on peut conclure :

ug € |—00;af donne (u,) décroissant vers —oo.

up = « donne (u,,) constante égale a a.

ug € Ja;y[ donne (u,,) convergeant vers (3.

ug = v donne (u,) constante égale a ~.

ug € ]y ; +oo[ donne (u,) croissant vers +oc.

Exercice 73 : [énoncé]

f'(z) est du signe de 3(z% — a)? donc f est croissante et par suite (u,) est
monotone.

Les racines de ’équation f(x) = x sont 0,+/a et —y/a. Ce sont les seules limites
possibles pour (uy,).

f(x) — z est du signe de az — 2® = —z(z — /a)(z + \/a).

Si ug € ]0;+/a] la suite est croissante est majorée par v/a donc converge vers \/a
Si ug € [y/a; +00] la suite est décroissante et minorée par y/a donc converge vers
Va.

Exercice 74 : [énoncé]

Upi1 — Up = —u2 < 0 donc (u,) est décroissante. Aisément, on montre que

un €]0; 1] pour tout n € N et donc on peut conclure que (u,,) converge. Sa limite
¢ vérifie

0=10— (2
d’ou £ = 0.
n n
2
Zukzzuk—uk+1zuo—un+1—>uo
k=0 k=0
et
- T Ukl Ungi
T —w) = [ 222 = 2t g,
u U
k=0 k=0 Fk 0

Exercice 75 : [énoncé]

(a) On observe que z + 4z — x? est une application de [0;4] dans lui-méme. Par
suite u, € [0;4] pour tout n € N. Si (u,) converge alors, en posant £ sa
limite, on a ¢ = 4¢ — (> d’ott { =0 ou £ = 3.

(b) Supposons que u,, — 0. S’il existe un rang n tel que u, = 0 alors la suite (u,,)
est stationnaire égale & 0. Sinon on a u, > 0 pour tout n € N et donc
Upt+1 — Up ~ Uy > 0. Ainsi, & partir d’un certain rang, la suite est
strictement croissante. De méme si u,, — 3 sans étre stationnaire égale a 3,
on observe que la suite |u, — 3| est strictement croissante & partir d’un
certain rang.

(c) On obtient aisément u,, = 4sin® 2"a. La suite est stationnaire si, et seulement
si, il existe n € N tel que u,, = 0 ou 3 i.e. sin*(2"a) = 0,1/3/2, —/3/2 soit
encore 2"« = kr/3 avec k € Z. Ainsi les uy pour lesquels la suite est
stationnaire sont les sin(k7/3.2") avec k € Z et n € N.

Exercice 76 : [énoncé]

i6 -6 . .
(a) 21 = peTﬂ’ = pcos ge12. Par ce principe :

i
Zn = pCOS 5 COS /-~ COS 5612"

(b) e'zm — 1 et en employant sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

0 sin 6 sin 6
COS = COS — * + + COS — 7 7

= 1si6=0).
5 1 37 = nam (ou 1 si )

on
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Finalement,
sin 0
Zy —— p——.
n n—-+4oo p 9

Exercice 77 : [énoncé]
Les suites (u,,) et (v,,) sont bien définies et a termes positifs.
Sachant

b
Va,be R, Vab < *F
on a
Vn > 1,un, <oy
puis

Upy1 = Up €6 Vg1 < Uy

(a) Ici yny1 = /a + yn. Soit £ la racine positive de 'équation 2 — ¢ —a = 0 i.e.

14

1++14+4a
5 .

On remarque que y; = /a < £ et on montre par récurrence y, < ¢. La suite
(yn) est croissante et majorée donc convergente.

(b) On observe que la nouvelle suite (y,) est désormais égale a b fois la

précédente, elle est donc convergente.

(c) Si (yn) converge vers £ alors 22 " <y, < donc (z2 ") est bornée.

Si (z2") est bornée par une certain M alors x,, < M?" | la suite (y,) définie

par (z,,) est alors inférieure a celle obtenue par (M?"), cette derniére étant

convergente, la suite (y,) converge.

Les suites (un)n>1 €t (vn)n>1 sont respectivement croissante et décroissante et on

a
Vn > 1,up < up < vy < g,

Par convergence monotone, (u,) et (v,) convergent vers des limites £ et ¢'.

En passant la relation
Uy + Up

Un+1 = 2

A la limite on obtient ¢ = ¢'.

Exercice 78 : [énoncé]

(a) Exploiter 1 + cosz = 2 cos? 5 et raisonner par récurrence.

(b)

.« 1.
sin —v,, = — sin«
AL n
via sinacosa = % sin 2a. Par suite
sin « . sin «
Un ~ A
27 sin(a/27) !
et aussi .
sin av
Up — .
«

Exercice 79 : [énoncé]

Exercice 80 : [énoncé]

Posons

On vérifie aisément que la suite (u,,) est bien définie et que pour tout n > 2

M = sup ay.

1

neN

<u, <1

M+2~— 77

Supposons la convergence de la suite (u,,). Sa limite est strictement positive. En

résolvant ’équation définissant u, 41 en fonction de u,, on obtient

Ap =

1
— U, — 1.

Un+41

On en déduit que la suite (a,,) converge.

Inversement, supposons que la suite (a,,) converge vers une limite ¢, £ > 0.

Considérons la suite (vy,) définie par

On vérifie que la suite (v,) est bien définie et & termes strictement positifs.

L’équation

1]0:1 et Un+1 =

posséde une racine L > 0 et on a

Notons que la suite (y,,) est croissante, elle est donc convergente si, et seulement

si, elle est majorée.

|Un+1 - L| S

+4+1

Un

pour tout n € N.

1

x4 l+1

vy, — L
1+ L
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ce qui permet d’établir que la suite (v,,) converge vers L. Considérons ensuite la

suite (o) définie par

Ay = Up — Up.

On a
an + (L —ay)
Op41 =

(U + ap + 1) (v, + £+ 1)

et donc
lany1] < k(|0‘n| + |an — £|)

avec

k= ! €[0;1]

T m+1 ’

ot m > 0 est un minorant de la suite convergente (vy,).
Par récurrence, on obtient

n—1
Joun| < K] + Y K" Pla, — 4.

p=0

Soit € > 0.
Puisque la suite (a,) converge vers ¢, il existe pg tel que

Vp > po,lap, — €| < e

et alors
n—1

P=Po k=1

Pour n assez grand

po—1

> k" Pla, — ] = C*k" < e et k"|ag| <&

p=0

et on en déduit

Ainsi a;,, — 0 et par conséquent

+oo k
>y < ey k=

Exercice 81 : [énoncé]
La fonction itératrice de cette suite récurrente est

1
g: x> i(f(m) + ).
On vérifie aisément que cette fonction est définie sur [a;b] et & valeurs dans [a;b].
Oun en déduit que la suite (x,,) est bien définie et que c’est une suite d’éléments de
[a;b].
On a

o (f(xn) - f(xn—l)) + (xn - xn_l)
Tnyl — Tp = 5 )

Puisque f est 1-lipschitzienne, on a

{f(xn) - f(xnflﬂ < ‘xn - $n71|

et donc x,,+1 — x,, est du signe de z,, — z,,—1. Par conséquent, la suite (z,,) est
monotone et sa monotonie découle du signe de x; — xg. La suite (z,,) étant de
plus bornée, elle converge vers une certaine limite ¢ avec £ € [a;b].

La relation

Tn + fl2h
Tniy1 = éf( )
donne & la limite sachant f continue
0 L+ f(0)
2

donc f(¢) = ¢.
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