Correction

Partie |

/ est endomorphisme dB : immédiat
Montrons f antisymétrique ¥z, y € F,

(f@)|y)=(uAz|y)=Dethhw y)=—Dethy v }=— 4 Ay ¥ F— L4)3

Soitz € E :x €kerf <z etwu sont colinéaires.
Sachantu = 0, cela équivauBA e R,z = A .
Ainsi kerf = Vect( ).

OnaVzc B, f(r)=urze{u} doncimfc{u} .
De plusdim{u} = 2 et par le théoréme du rammImf = 2.
Donc Im f = {u}".

O —¢ b
Mat, (f)=| ¢ 0O —al.
b a O

Cette matrice est antisymétrique.

Partiell

i)=(ii) :
gjppi)iongf gue est antisymétrique, considérdsis= (e,,...,e,) une base orthonormée de et formons
A=Mat, ()= (q,,)-

V1<i,j<n, a,; est lai *™ composante d¢(e,) dansB.
Donca,; = (e, | f(e,)) -
Sachantf antisymétrique :

a,;=(e|f)=—(f)le)=—a,,,
donc A est antisymétrique.
(i) = (iii) :
Supposons que la matrice dedans une base orthonormBesoit antisymétrique. Notond celle-ci.
Pour toutz € E', notons X = Mat, (z).
Nous savons4 X = Mat, (f(z)) .

(f@@)]2)="(AX)X = 'X'AX = —"XAX = "X (AX)=—(z|f @))
Donc (f(z)|z)= 0.
(i) = (i) :
Supposons/z € E,(f(z) |z)= 0.
Pour toutz,y € E ona(f(z+vy)|z+y)=0.
Or

(f@+y)lz+y)=(F@) 2)+ F@)y)+ Fe)le+ (Ol )= CeIb W €6k
donc (f(z)[y)+ (f () =)= 0.

Montrons qued(£) est un sous-espace vectoriel A€-) .

A(E)C L(F) .

L’endomorphisme nul est antisymétrique.
Soit f,g€ A(F) et \,ueR . Pourtoutz,y € E :

(A +r9)@) |9) =A@ y)+ @) y)=—ACf¢)-—pklb)=—C &/ +ng ) )
Donc Af +pug € A(E) .
FinalementA(FE) est un sous-espace vectoriel bg”’) .
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Soit B une base orthonormée de.

Par la question II.1, on peut affirmer que I'apgtion ¢ : A(E) — A (R) définie pary(f) = Mat, (f) est
un isomorphisme d&® -espace vectoriel.

Donc dimA(E) = dimA ([R)= ”(”2*1) .

SoitB une base orthonormée d& et A = Mat, (f).

Comme’A=—A on adetd= (- 1) detd d'ou detf = (1} detf.

Si n estimpair,f n'est pas un isomorphisme.

Soitz ekerf ety=f(u)elmf.

Ona(z|y)=(z|fw))=—(()|u)= Ocar f(z)=0.

Donc Im f C (kerf)"-.

De plusdimIm f = dimE — dimkerf = dim(kerf ).

Notonsg:Im f — Im f la restriction def almf.

g est un endomorphisme dm f car restriction de 'endomorphismgé et g est antisymétrique car la
propriété de définition est conservée par resticti

Etudions l'injectivité deg . Soitz € Im f

Onazxckerg ssig(x)=0 i.e. f(z)=0 d'ou zckerf.

Ainsi z €Im fnkerf={0}.

Finalementkerg = {0} et doncg est injectif.

Commeyg est isomorphisme antisymétrique be f , par la question I1.3.a on peut affirmer
rg(f)=dimlmjf est pair.

Partielll

a=0 et B base orthonormée quelconque conviennent.
0<rg(f)< 3 etrg(f) est pair dondimimf = 2.

La matriceA de f dansB est antisymétrique.

Commetk € kerf, la derniére colonne dé est nulle.

Par antisymétrie, la derniére ligne deest aussi nulle et, toujours par antisymétres’avere étre de la
forme voulue.

Existence :

Si f=0 alorsu =0 convient.

Si f=0 alors, en reprenant la construction de la quegjan= —a.k convient.
Unicité :

Soit u,v deux vecteurs solutions du probléme posé.

VeeE, f(x)=uAz=vAz donc(u—v)Azxz=0.

Le vecteuru—v est colinéaire a tout vecteur dg, c’est donc le vecteur nul.



