Endomor phismes commutant avec lestrandations

OnnoteB=(1,X,...X" ) la base canonique d&  [X].

Partie |

On considére une suites de réels deux a deuxatistifa, )

neN *

Pourn € N*, on noteM, la matrice carrée d’'ordre +1 dont I'élément d’'indice(s, j) est a;__l"'ﬂ.
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Autrement dit : M, =" L n
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On poseV, son déterminant que nous allons calculer maintenan

ag a4y G X
1. On introduit la fonctionf : R — R définie par f(z) =| : : :
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l.a  Justifier quef est une fonction polynomiale de degré inférieuégal an .
Exprimer le coefficient\ de 2" dansf(z) a l'aide de I'un des termes de la suig), .

1.b  Justifier quesy,a,,...,a, , sont racines d¢ .

n—1
1.c  Endéduire qu&zeR,f(z)=A][(z—a,).

k=0

1.d Conclure ¥neN,V,= [] (s —a,).

0<i<j<n
2. On considére: +1 nombres réels deux a deux distinctg,a,,....a, et on considére la famille de
polynémes :C = (P,)q.;., OU P, = (X +a,)".
2.a  Former la matrice représentative de la fandllleelative a la basé& .
2.b  Etablir queC estune base d&  [X].

Partiell

On désigne pan un entier naturel non nul.

1. Pour touth € R, on définit une applicatioff, en posant pour touP € R, [X] : T, (P)=P(X +h).
l.a  Justifier quel, est un endomorphisme de,[X].

1.b  Quel en est le déterminant ?

On désire déterminer 'ensembie formée des endomorphismesde R, [X| satisfaisant la propriété :
VheR,poT, =T, 0p.

2. Montrer queE est un sous-espace vectoriel et un sous-anneabraldelL(R | [X]) .

3. On noteD I'endomorphisme de dérivation daifls, [ X| i.e. 'applicationD: R [X]— R [X] définie
par D:Pw— P’.

3.a EtablirqueDeE.

3.b  Justifier quevk €{0,1,...n}, D" €E.

3.c  Etablir que la famillgD"),_,_, est libre.



4.a
4.b
4.c

Soitf: E — R, [X] définie parf(e) = p(X").
Montrer qued est une application linéaire.
Etablir qued est injective.

Déterminer la dimension dé.

Donner une base dé.



