Entiers somme de deux carrés

L’objectif de ce probleme est de déterminer quelt fes entiers naturels qui sont somme de deug<ar

Notations :

N, Z et C désignent respectivement les ensembles des endienels, des entiers relatifs et des nombres
complexes.

On poseZ[i|={a+ibla€Z,beZ}CC et Z[i] =Z[i]\{0}.
Pourz e C, on poseN(z) =2z .
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Partie | :Présentation de l'anneau d&]:|

Présentation de 'annedijs|.
Vérifier queZ[z’] est un sous-anneau @& muni de 'addition et de la multiplication usuelle
Etablir que pour tout,v € Z[i], N(uv) = N(u)N(v) et que pour tout, € Z[i], N(u)EN.

Un élément, € Z[i] est dit inversible ssi il existe< Z]i tel queuv=1.
Montrer que siu est inversible alorsv(u) =1.
Déterminer alors I'ensemble, noté, des éléments inversibles ﬂéz]

Divisibilité dans 'annealz|s|.

Soit u,v € Z[i] . On dit queu divise v dansZli, et on noteu |v, ssi il existes € Z[i] tel quev =su.
Soitu,v,w € Z]i| . Etablir 'implication que siu|v et v|w alorsu|w .

Soitu,v € Z[i] . Etablir que siu|v et v|u alorsu=+v ou +iv.

Soitu,v € Z[i] . Montrer que siu divise v alors N(u) divise N(v) dansZ .

Déterminer les diviseurs der i, puis del+ 3 dansZ][i.

Division euclidienne dan&|i|.

Montrer que pour toute C, il existe u € Z[i tel que N(u—=z) <1.

Ce u est-il unique ?

Montrer que pour tout € Z[i] et toutv € Z[i]*, il existe (¢,r) € Z[i|x Z]i] tel que :
u=wvq+r avecN(r) < N(v).

On pourra utiliser la division danS .

Partie Il : Arithmétique dan<Z[:|

Soit § € Z[i]. On notes Z[i| = {su/u € Z]i]} .

Montrer queé.Z[i| est un sous-groupe additif d&i|.

Soitu,v€ Z[i] avecu =0 ou v==0.0n notel (u,v) ={uz +vz'/ 2,2’ € Z[i]} .

Observer que et v appartiennent a I'ensembldu,v) .

Montrer que 'ensembld = { N (w)/w € I(u,v)\{0}} posséde un plus petit élémeht- 0.

Soits un élément dd (u,v) tel que N(8) =d . Etablir quel(u,v)=6Z]i].
On pourra exploiter la division euclidienne prégergn 1.3b.
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Montrer qued divise u et v puis que
pour toutw € Z[i], on a I'équivalence ¢ |u etw|v) < wlb.

On dit queé estun pgcd de: et v .

Soitu,v€Z[i] avecu=0 ouv=0.

On dit queu et v sont premiers entre eux ssi le nombreléfini en 11.2.d appartient éil,iz’}.
Dans les questions 3.a et 3.b, on supposeuqaev sont premiers entre eux.

Justifier qu'il existez, 2 € Z[i] tel quel=uz + vz’

Soitw € Z[i]. Montrer que siu divise vw alorsu divise w .

Soitu € Z[i|—{0,£1+i} .

On dit queu est irréductible ssi ses seuls diviseurs soht-i,+u et +iu .

Soitv € Z[i] . On suppose que irréductible et ne divise pas.
Montrer queu et v sont premiers entre eux.

Soitv,w € Z[i] . On suppose que est irréductible et divisew .
Montrer queu divise v ou divisew .

Partie 11l : Nombres somme de deux carrés

on noteX = {a’ +b°/ac Z,be L} .
Montrer quen € ¥ < Ju € Z[i],n = N (u) .
En déduire que si,n’ € alorsnn’ €.

p désigne un nombre premier strictement supériur a

Montrer quep € ¥ = p =1 modulo 4.

Nous admettrons que I'implication réciproque esiez{quoique loin d’étre immédiate).
Ainsi 5=+ 2,13=2+3,17=7+ #,... sont des éléments de.

Montrer que sp n'est par irréductible alorp e ¥

Soita,b€Z etn=a’+b°>cX. Soit p=3 modulo 4, un nombre premier diviseur de

Montrer quep |a +ib dansZi|.
En déduire que® divise n .
Etablir que les entiers naturels non nuls apparit 8- sont les nombres de la forme= p;*p52... py~

avec p,,p,,...,py nombres premiers deux a deux distinctagty,,...,«, entiers naturels tels que :
V1<i< N, p, =3 modulo 4= «, est pair.



