Hypocycloide
On considére deux nombres réels strictement ppgitiet « aveca <1 auxquels on associe le réek aR .
Dans toute la suite, on suppose le plan rappartérapére orthonorméO;f,f) et on considere :
* le point A de coordonnéegR,0),
* le cercleC de centreO et de rayonR ,
* le cercley centré sur la demi-droitg), f) , de rayonr et tangent intérieurement@ en A .

De plus, pour tout nombre rée| on considére :
* le cercle~(t) centré sur la demi-droite d’angle polairerayonr , et tangent intérieurement@,

* le pointw(t) centre du cercley(t),

« le point C(t) en lequel les cerclesg(t) et C' sont tangents.
Il est recommandé aux candidats de construireigneefclaire faisant apparaitre ces différents élés

On fait rouler sans glisser le cercjea l'intérieur du cercle fixeC' en supposant qu'il coincide a l'instant
avec le cercley(t) et on étudie la trajectoiréf (o) du point lié au cercle/ situé enA a l'instant 0. On désigne
par M (t) la position de ce point a I'instamt(au moment oty coincide avec le cercle(t) ).

Dans la partie I, on détermine un paramétrage cexepde H () .
Dans les parties Il et Ill, on étudie cette trag@et pour des valeurs particuliéres de

Partie |
1. L’hypothése de roulement sans glissement seitrguar définition, par I'égalité a tout instahtdes deux

longueurs des arc orientdg (¢)C(t) et AC(t) des cerclesy(t) et C'.
l.a  Préciser la longueur commune des longueurssldeux arcs orientés.

1.b  En déduire des mesures des angles ori€nt@s\ (¢),w(t)C(t)) et (f,w(t)M(t)) en fonction det.

2. Déterminer les affixes des poind&t) et w(t) .

3. En écrivantOM (t) = Ow(t) +w(t) M (t) , déterminer I'affixez(t) du point M (¢) en fonction def, R, o .

On vérifiera en particulier I'égalité suivante paue=1/3 :

Z(t) — %(zeit +e—2?’t)

Partie Il : Casa =1/3, la deltoide

On suppose iciv=1/3.
1. Comparerz(t + 21/ 3) et z(t) puis z(—t) et 2(t).
Que peut-on en conclure géométriquement et surigieglalle I suffit-il d’étudier H(1/3) ?
2. Déterminer l'affixez’(t) du vecteur dérivé, préciser son module et un aegimourt appartenant & .
En déduire les valeurs deappartenant & pour lesquelles le point/ (¢) est régulier.
Etudier les variations de(t) = Re(z ¢)) et y(¢t) = Im(z(t)) pourt appartenant d .
4, Préciser les tangentes aux points de parametre (B.
Observer que la tangente @i(r/3) est orthogonal au vecteW .
5. Construire la trajectoirél (1/ 3) de M (t) lorsquet varie dansR .



Partie 1l : Cas o =1/4, I'astroide

On suppose iciv=1/4.

1. Justifier quez(t) = Re( ¢ ))= R cosdt et y(t) = Im(z(t)) = Rsin’t .

2. Comparer M(t+ ) et M(t) d'une part puisM (—t) et M(¢).

Sur quel intervalleJ suffit d’étudier H(1/4) ?

Etudier les variations de(t) et y(t) pourt appartenant & .

Quelles sont les points singulieks(t) avect dansJ . Quelles sont les tangentes en ces points ?

Construire la trajectoirél (1/ 4) de M (t) lorsquet varie dansR .
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Soit M (t) un point régulier de I'ardd (1/ 4) . La tangente en ce point coupe les a¢@s) et (Oy) en
deux pointsA(t) et B(t) . Calculer la distancel(t) B(t) .



