Interpolation et polynémes factoriels

Notations :
n est un entier naturel fixé;, > 2.

F est I'espace vectoriel des fonctions réelles d&gisurR .
E estle sous-espace vectoriel des fonctions polgsécoefficients réels.
E est le sous-espace vectoriel des fonctions polgs@rcoefficients réels de degré inférieur ou agal

Partie |

Si feF,onnoteA(f) etT(f) les fonctions réelles définies par :
Vz e RA(f)(@) = flz+1D)— f(z) et T(f)(z)=f(z+1).
On admettra (aisément !) que et 7' sont des endomorphismes de .
OnnoteA°=T°=1d, (doncsifeF, A°(f)=T°f)=f) et sije N :
AN =ANToA=Ao AN etT/ =T""oT=ToT" ™.
1. Soit P € E, non constantA(P) est une fonction polynéme.

Comparer les degrés de(P) etdeP .
Calculer le coefficient dominant d&(P) en fonction de celui deé .

2. On noteA  la restriction deA au départ dev, .
2.a  Vérifier queA, réalise un endomorphisme d .

2.b  DéterminerkerA .
En déduire le rang d& et détermineimA .

3. Déduire des questions précédentes que I'enddmsong A est surjectif.
Partie |l
1. Pour k € N, on définit les fonctions polyndmes, par :

z(z—-D...c—k+1)
k! '
l.a  Pourk>1, exprimer A(N,) en fonction de I'un des polyndmés/ ) ., .

2. VreR,N,(z)=1etN,(z)=

1.b  Calculer, poue N etke N, A'(N,) puis (A’(N,))(O0).
2.a  Montrer que la familléN,,N,,...,N, ) est une base dE| .
2b SoitPeE, , P sécrit P=a,N,+a,N,+..4+a N, ol (a,,ay,...,a,)ER"™.

Exprimer lesa, en fonction degA’(P))(0).

3. Applications :
On poseP(z) = z*. Déterminer les coefficients,b,c € R tels que :

VzeR : P(z)=aN,(z)+bN,(z)+cN,(z)
et en déduire une fonction polynéretelle queA(Q) =P .

Exploiter celle-ci pour exprimed "+? .
k=1

4, Soit fe F.
4.a  Déterminer pour € R etke N, (T"(f))(z).
4b Etantdonné € N, expliciter A"(f) en fonction des/ (f), 0<k<n.



(on pourra remarquer qu& =7"—1d ).

4.c  En déduire quéA” ())(0) ne dépend que des valeurs flaux points0,1,.. n .

Partielll

On se donne une fonctioh de 7 . On cherche les polyndmes solutions du problé®ke suivant :

[degP <n
(P)'{Vke{o,l,... a} PE)=16)
On pose :
N(m):ﬁ(m—j):m(m—l)...(m—n).
1. Soit I'application linéaire :

p:E —R"™
P (P(0),...,P(n))

Montrer quep est un isomorphisme.

1.b  Endeduire que le problenf®) possede une unique solution notée
2a Pourje{0,1,..n}, comparer(A’(f))(0) et (A’(P,))O0).
2.b  Endéduire I'expression d& en fonction degA’(f))(0) et des polyndmes/, .
3. Dans cette question, on suppose gjuest de class€"**. On note :
M, = sup{ o j te| On]} :

3.a  Soitz €[0,n], non entier. Montrer que :

(n+1)
e [O,n] J@)—P @)= Jzn—l—gj')N(I)

On pourra posep(t) = f(t) — P, (t) — KN(t) , ou K est tel quep(r) =0 et appliquer judicieusement le
théoréme de Rolle.

A 1
3.b  Endéduire que/z €[0,n] ,|f(x)fPf (:c)| Sn_—i—lM"”

On pourra majorefN (z)| sur chaque intervallgj, j+1, ot j€{0,1,.. n— 3.



