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Correction

Partie |

SoitD = D(O,r).
VA,BeD.Soit M €[4, B|. llexiste A €[0,] tel que M =bar((A\),B,(E)).

OM = \OA+(1—\)OB doncOM < OA+(1—\)OB<r puis M D et finalemen{A,B|C D .

Ainsi D est convexe.

Soit ' un demi-plan délimité par une droife.

VA,BEF .Si A=B alors[A,B|]CF.

Si A= B alors notonsA = (AB).

Si A/lD alorsACF puis[4,B]CF.

Sinon A coupe la droiteéD en un pointO et ANF est une demi-droite d’origin® .

Les pointsA et B étant dansF' sont sur cette demi-droite et le segmpﬁhtB} étant alors inclus dans la

demi-droite est inclus dank . FinalementF est convexe.
Notons qu’on peut aussi résoudre cette questianiselisantF par I'intermédiaire d’'un paramétrage ou
sous tout autre forme valable.

SoitC = conv(4,,4,,...,4).

VA,BeC . On peut écrired =bar( (4 «,)),_._ etB=bhar((4 5 )),__ aveca, >0 et >0 tels que
oy +-+ao,=letg+---+5 =1.

Soit M €[4,B]. ll existe A €[0,1] tel que M =bar(A\),B .\ ).

Par associativité du barycentre :

M =bar((4 M\, + (-1 )3 ),__ avechy, +(1—N)3, >0 et zn:)\ai +@1-)\)B,=1.

i=1

1<i<n

Donc M €C puis[4,B]cC.
FinalementC est convexe.
VA,BeCNC',onalA,B|CC et[A,B|CC’ carC etC’ convexes. Don¢4,B/cCNC’.

FinalementCNC’ est convexe.

Par récurrence sure N *,

Pourn =1 : Une combinaison convexe d’'un point est égal paiet et la propriété est donc immédiate.
Supposons la propriété établie au rang 1.

Soit 4,,...,A4,,A ., des points d& et M/ une combinaison convexe des ces points.

n+1
n+l
aveca, >0 ety o, =1.

i=1

On peut écrireM = bar( (4, , )

1<i<n+1
Si a,++a, =0 anrsMZAMEC-
SinonA=q; +--+a, =0.

PosonsN =bar( (4, o, ), .OnaN = bar

1<i<n

A ,ﬁ] etpar HR,N €C.

1<i<n

Par associativité du barycentr® = bar( (V o, +-+a, ),@,,, ov,,,) donc M €[N, 4 _,]cC.
Récurrence établie.

F,,F,,F, sont des convexes contenant les poifjisl,,A, donc ;N F,N F, est un convexe qui contient
aussiA;, A,,A,. En vertu de 1.2.b, toute combinaison convexedgel,, A, appartient encore a
FNF,NF, etdoncTC F,NF,NF,.

DansR ona:A4/(0,0),4,(,0)et A,(0,1). Par suiteF; :z+y <1, F,:z >0 et F,:y>0.
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Soit M(z,y) € ENF,NF,.Onaz,y>0, z+y <1 et AM =zAA, +yAA,.
Donc (1— (z + y))AM + zA,M +yAM =5 ce qui donnelf = bar( (4, o, ), @A, o, ), @, v, ) avec
o =1-(z+y)>0,a,=z eta,=y>0.

M est donc une combinaison convexe des paitd,, A, et doncM €7 .
Ainsi FNF,NF,CT puis FNF,NF,=T .

On a@ + @ + @ =0.

Si O € (44,) alors 4, € (4,4,) car @ = @ + @ .

Ceci est exclu car,, A,,4, sont supposés non alignés. Ailisi (4,4,) .
De mémeO ¢ (4,4,) et O & (A4A,)

Posong- = min{d(0,(4,4,).d0,A,4,).d O ,(AA,))} > 0.

OnaD(0,r)C K, ,F,,F, doncD(O,r)C FNF,NF,=T .

Partiell
SiM =0 alorsVAe A,(00|0A)=0<1doncM =0€ A".
VM,N € A". Soit P€[M,N]. Il existe A€[0,1 tel que P =bar( (M \),(V ,1-)).

VA€ A, (OP|OA)= (\OM + (1-\)ON |0A)=\OM |0A 1+ (-1 )ON DA XA+ (N )= -
Donc P € A" puis[M,N|C A". Finalement4" est un convexe.

SupposonsA C B. Soit M e B*. VA€ B on a(OW |54)§ 1 donc a fortiorivAe A ona
(OM|0A)<1 d'oli M € A". Finalement8" C A".

SoitAe A. VM e A" ona(OM|OA)<1ie.(OA|OM)<1doncAe A™.
P*:{MGPIVAGP,(Wlﬁ)gl}.

Soit MeP.

Si M =0 alors en prenantl tel que OA = OM on a(OM|OA)=2>1etdoncM ¢ P".

OM?
Si M =0 alorsVAe P,(00|0A)=0<1doncM =0€P".
FinalementP" ={0}.

{0} =P">P donc{O} =P.

SoitM € (D(0,r))".

Si M =0 alorsM € D(O,Yr).

Si M = O alors considérons! le point déterminé padA :ﬁOﬁM .

OnaAe D(O,r) donc (W |T4)§ 1 ce qui donne-xOM <1. Par suiteM € D(0,Yr)
Finalement(D(O,r))" € D(O,Yr).

Inversement, poud/ € D(0,Yr), YA€ D(O,r) on a(OW |OT4) <OM-0A< r1 =1.
r

Ainsi M € (D(0,r))". FinalementD(O,r)) = D(O,¥r).

SoitK le point déterminé paDk = (;)H

H? '

PourMeP ona:
MeD <« (OM|OH)= (OK |OH)
< (KM |OH)=0

On a(OK |OH)=1 donc K € D . D'autre partk € (OH) .
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Donc D est la droite passant p&f et de vecteur normabH .
FinalementD est la perpendiculaire @H) en K .

P —

> OK - o
Soiti =K et j un vecteur unitaire directeur de.

Considérons le repére orthonorrﬁé;f,f) .
Soit MeP.

On peut écrire KM =27 +y-J .
(OM |OH)= (OK |OH )+ (KM |OH )= OK -OH +z-OH = 14+1-OH .
Donc M € {H} <14z -OH <1< 12<0.

Ainsi {H}" est le demi-plan d’équation< 0, ce qui correspond au demi-plan délimité faret
contenant le poin®© .

NotonsK le projeté orthogonal d@ sur D et posonsH le point déterminé pafﬁ =K OK .

Par I'étude qui précedgf }* est le demi-plan contenant délimité par la droite orthogonale(&@H)

passant pak , i.e. la droiteD . Ainsi {H} =F .

Partielll

Sil=o alorsVie{l,...,n},6 CF, doncs CC.Or C estborné. C'est donc impossible !
SiteJ alorsé C F, donc A, €F,.
Siicl alorsA €[OA|CF carA €6 etOA <OA,.

Ona0eC et4, e () F,=C donc[OA,|CC. De plus|04, |C é donc|0A,|céncC.

1<i<n

InversementpNCC (6NF, )= [O,AO] . FinalementéNC = [O,Aio] .

SiDNC=o :ok

Sinon, soitO e DNC et 6, 6, les deux demi-droites d’'origin@ , constituantD .
D'aprés 1.c,6, NC' est un segmerO, A, ot A est un point d'une aréte d.
DNC=(§NC)U(6,NC)=[04]U[04,]=][4A).

Par intersection de convex€sest un convexe.

De plus F,...,P, sont des points dé donc toute combinaison convexe 8g...,P, appartient & .
Par suiteC' C C .

Soit M un point d'une aréte dé .

M appartient a un segment dont les extrémités semsdmmets’, et P, de C .
C' étant convexe|P,P,|C C', puis onaM €’ et le résultat voulu.

SoitO un point intérieur & et D une droite passant pér.

DNC estun segment, contenadt, dont les extrémités sont sur les arétegde
Par 3.b, les extrémités de ce segment appartiean&niet doncO € C’ .
FinalementC c C' puisC=C".

M¢C= () F doncilexisteie {1,...,n} tel que M ¢ F, .

1<i<n
He{H} =F CC envertudes propriétés Il.1.b et Il.1.c
M¢F ={H} ,or{H}CC doncC” C{H} puisM¢&C".

Suite a ce raisonnemeidt™ C C.
Inversement, on a toujouGC C™ doncC=C".



5.a Puisqued, 4,,...,4, ne sont pas alignes, il existe trois poidisA. et A, qui ne sont par alignés.
ConsidéronsT = Conv(4,,A;,4,). OnaT CC=Conv(4,,...,A,).
D'apres 1.4.b, pouO isobarycentre del;, 4,4, , il existe r >0 tel que D(O,r)CT CC.

5b  Vie{l..n}{A}ccC doncC'c{4} puisC'c ({4} .

1<i<n
Inversement, soifi/ € (] {4} .
1<i<n

VAeC, on peut écrired =bar( (4, «, ), aveca, >0 eta,+---+a, =1.

1<i<n
(OM |04)=>"a,(0OM |04)<> a,=1donc M C" .
i=1 i=1
5.c (" estintersection d’'un nombre fini de demi-plast’donc un polyedre convexe.
D(O,r)c C doncC* C D(0,Yr) puis C* est borné. C'est donc un polygone convexe.

5.d IntroduisonsF,,...,P, les sommets du polygonés .
OnacC’=Conu(P,...,P,), envertude lll.3, don€ =C" = () {P.} comme ci-dessus.

1<i<n
Par suiteC est un polyédre convexe.
Pour R suffisamment grand4,,...,4, € D(O,R) et puisqueD(O,R) est convexeC C D(O,R) .
Ainsi C est un polygone convexe.



