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Partie |

L@) =1, f(x)==z, f(zr)=22"-1let f(v) =42 - 3.
fa@+f _(x)=cos(@p+ 1P H cosft— B en posan¥ = arccos:

pour nous alléger la vie. Viaosp + cog = 2005% cePs;—q , on
obtient : f ,(z)+ f,_,(2) =2cod) cosd = 2f &£ . 1

Unicité : SiT, et U, sont solutions alors pour toute [—1,1,

T ()=U,(z) etdoncz estracine d€, —U, . Ce polynbme ayant une /'
infinité de racines, on peut conclure qu'il est aufueT, =T, .
Existence : Raisonnons par récurrence doubleisulN .
Pourn=0 etn=1:T,=1 etT, =X nous convient a I'extase d’avoir déterminer deulisnes
solutions.

Supposons la propriété établie au rangt n —1 (avecn >1).

Fra(@) =2af (@)= [, 1(r) = 2T, (@)=T, ,()=T,,,(r) en posant, , = 2XT —T, , qui estbien un
polyndme. Récurrence établie.

T,=1,T,=X,T,=2X"-1, T,=4X°-3X etT,=8X"-8X*+1.

Par récurrence double sue N, montronsdeg?, =n.

La propriété est vraie, 6 joie, aux rangs-0 etn =1.

Supposons la propriété établie aux rangst n —1 (avecn >1).

T .,=2XT —T , avecdeg2XT, =n+ letdegl, ,=n— 1. Par somme de polynéme de degre
distincts :dedT}, ., = max(deg(XT, ),de@(, P»n-+ .Récurrence établie.

n+l
Notons
Les coefficients dominants dg et 7; valent 1.

Pourn >1, on voit par I'étude ci-dessus on voit que le Gioeint dominant deT’, , est le double de

celui de T . On peut donc conclure que le coefficient domirn®;, vaut 1 et celui dg’, vaut 2"
pourn >1.

Soitz € [—1,1 une racine dd}, . Pourd = arccos €| Or| on az = cosd et T, (z) = cosnf = 0 donc il

existe k € Z tel quend = %+ km puis § = (21{32;1)% . Sachanty € [0,7], on peut affirmer
n
ke{0,L,..,n—1.
o T 3 2n—Dr
Ainsi z = cos— ,C0S— ... OU COS———— .
n n 2n
Inversement, on vérifie aisément que, ces élénsemtsdes racines d& dans|[—1,1. Ainsi les racines
de 7, dans[-1,1 sont exactement les,,...,z, , avecs, = cos(ZkZﬂ . Pourke{0,....n— 1} les
T
(2k + Iy

sont des éléments deux & deux distinctfOgte] . La fonction cosinus étant injective S|,
n

on peut dire que les,,...,z, , sont deux a deux distincts. Le polynotfie posséde donc exactement
racines dans I'intervalh{e—l,]]. Or degT, =n, on peut donc affirmer qu’il n’y a pas d’autresires et
gue ces derniéres sont simples.

Par récurrence double sue N, montrons quel’, et n ont méme parité.

Pourn=0 oun=1:o0k
Supposons la propriété établie aux ranget n —1 (avecn >1)
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Si n est pair alorsl’

n

est pair,7,_, impair etT) ,

=2XT —T , estimpair.

Si n estimpair alorsl,, estimpair,T, , pair etT, , =2XT —1T, , est pair.
Récurrence établie.

T (cosd )= f, (co¥ )= cos( arccos(abs=)) co&( qued €[0,x] ou par parité qué € [—m,0] ou
encore par périodicité guec R .

La deuxieéme relation s’établit par récurrence dewirn € N .

Pourn=0 etn=1: ok.

Supposons la propriété établie aux rangst n —1 (avecn >1)

T .(chf)=2chY cmbd— chf— B or ch(n+ 1P+ chee— 1P = 2cld chd donc
T,..(chf)=ch@+ 1§ .

Récurrence établie.

Silz| <1 alors T, (z) = f,(z) = cos@ arccos ¥[— 1].

Si z>1 alors il existed > 0 tel quez = chf et alorsT, (z) = chnd > 1 donc|T, (z)| > 1.

Par raison de parité : si< —1 alors|T, (:r)| >1.

L'équation|T, (z)] =1 ne peut avoir de solution que dgnsl,1].

Soit z €[—1,1 solution de cette équation.

Il existe un uniqued €[0,7| tel quez = cosh .

|T, ()| =1 donne alorgcosné| = 1donc 3k € Z,nf = kr i.e. @ =kr/n .

Or 9 €[0,x] donck €{0.,...,n} etfinalementz est'un descosk—ﬂ aveck €{0,...,n}. Inversement,
n

ces éléments sont bien racines de I’equa{ﬂQ(m)| =1. Posons, = cos-~ . On observe :
n

—-1=a,<a, ,<---<a,<a,=1.1l'yadonc exactement+1 solutions et les solutions des équations
T () =1 sont alternées avec les solutions de I'équafigir) = —1 car T, (a,) = cosgr )=  1f .

Par ce qui préced, | =1 car vz €[-11

T, @)<1letqueT,()=1

Par suite"Tn" = 2371 .
T, et P sont unitaires et de degré doncdegD <n .
— ]\'
D(cosk—7T ):( 2 —P(coskﬂ .
n 2" n
Si k est pair anrsD(cosk—W )= 1717P(cosk£ > 1717||P||> (.
n 2" n 2
Si k est impair anrsD(cosk—W )= 2_%11 —P (coski X ;}1 +|P|< ¢
n n

k . .
Pourk e {0 n} les cos— sont des valeurs successives entre lesquelles¢didn D change de
n

signe, or celle-ci est continue donc elle s’anmulze ces valeurs successives : cela fournit ansmoi
annulations du polyndm® or degD <n doncD =0 et P =T, ce qui est absurde puisq|i] < T,

Partiell

degL, =n.
Les racines d&, sont lesa,,...,q,,...,a, donc L (e,) =0 pouri=F .
Ly, —a,

Lk(ak):H L=1.

j=0 Q. — a]-
j=k
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Supposons,L,+ -+ A, L

non

=0. En évaluant cette en relation en on obtient :\, =0. La famille
(Ly,-..,L,) estdonc libre or elle est constituéerde 1= dimR  [X| éléments deR  [X], c’est donc
une base d&®  [X].

P(a,)= Zf(ak)Lk(aé) = Zf(ak)ék’é = f(a,) donc P est bien solution du probléme posé(bien est
k=0 k=0

une autre solution alorg(q,) = Q(a,) donca, racine deP —( . Cela fournit au moing +1 racines de
P—Q alorsqueP—Q€R, [X] doncP—-Q =0 ie. P=Q.

Siz e {ao,...,a, alorsII ,,(z) =0 et f(z) = P(z) donc n'importe quet convient.

Siz ¢ {ag,...,a,} alorsII ,(z)=0 et k=P onvient

n+l(x
F s’annule alors eny,,...,a, etaussien; : cela fournitn + 2 annulations. Par application du théoréme
de Rolle, F’ s'annule au moing, +1 fois, F” au moinsn fois,..., F"™ s’annule au moins une fois
d'oul I'existence d'un¢ €[~1,1 tel que F"(€) = 0. Or FU"I(g) = fe(¢) — PU(e) — KT1;2(¢€)

n+1
avec P =0 cardegP <n et 1"V = (n+1)! carIl

N est unitaire et de degré+1. On conclut

n+l

alors : f"™(¢) = K(n+1)! puis la relation voulue.

n ( ) - n n
Pour toutz €[-1,1], |f(z) — P(z )|_|( il)'||f( +1)(§)|_ (" ++]l_)||"f( +1’" t donc
b-ri=suis )P ey L.
I, €P,,. Compte tenu de la partie|lI, || sera s'il est égal &, =T, ce qui est obtenu en

(2k + D

A savoir Iesx:os—) aveck€{0,...,n}.

prenanta,,...,a, les racines d€’
(n+1

n+l



