Permutation de termes d’une série semi-convergente

L’infini est souvent source de résultats paradoxd&®ar exemple, imaginons un cinéma comportant nfiraté
de places assises numérotde®,... n ,.... Méme si celui-ci est complet, il peut encore atirmeun nouveau
spectateur | En effet, il suffit pour cela que pecateur prenne la place 1 et que chaque autotaspar passe
de la placen a la placen +1. Il est méme possible de « doubler » la capacitéiméma, il suffit pour cela que
chaque spectateur passe de la placa la place2n pour accueillir les nouveaux arrivants. Nous alétudier
ici un autre paradoxe de « réorganisation » déitiin nous allons observer qu’on peut permutertisnes de
certaines sommes infinies afin d’en modifier lagval!

Vocabulaire

Etant donnée une suite réelle,),.,, on appelle série de terme générgl la suite (s,),., définie par

s, = Zuk . Cette série est dite convergente si la s@it¢ converge, elle est dite divergente sinon. Lordque
k=1

+00
série converge, sa limite est appelée somme diilg sn la noteZ U, -
k=1

Pour qu’une série converge, il est nécessaire guiéesme général soit de limite nulle ; cette ctadin’est pas
suffisante. Par exemple, on peut montrer que lig $&rmonique, i.e. la série de terme générak=1/n, est

divergente. Plus précisément, on§azz Inn+~+4¢, avecy une constante (appelée constante d’Euler) et
k=1

. - =1 . - : :
(g,) une suite de limite nulle, ami— — +00, on dit que la série harmonique diverge v&rs .
k=1

Série harmonique alternée
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La série harmonique alternée, i.e. la série degayéméral, = [ converge. En effet :
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Ainsi cette série converge velrs2 et on peut donc ecan— =In2.
n=1 n

Cependant, en permutant les termes de cette sétis,allons faire converger celle-ci vers une dutrte. Pour
cela considérons la série formée en prenant uret@ositif puis deux termes négatifs dans I'ordreceux-ci

_1\yn1
apparaissent dans la suite (ﬁésL
n

La série obtenue est la suit€) avec :
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Ainsi, la série formée converge ve?— !

Série semi-convergente

Lorsqu’une série de terme générgl converge mais que la série de terme géréraldiverge, on dit qu'elle
est semi-convergente. Par exemple, la série haguerslternée est semi-convergente.

n 3
Considérons une série de terme généralui soit semi-convergente. OnEuk —LecR et Z|uk| — +00.
k=1 k=1

Pour toutn >1, posonsu,” = max(u, ,0) et u, = max(-u, ,0) de sorte que;, =u, —u, etl|u,|=1u +u, .

Oonad u/ = u, —(€R ety u =) u, —+oo donc) u — +oo et» u, — +oo. Ainsi les séries
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
des termes positifs et négatifs de la siitg) tendent vers I'infini.

Réorganisation de la convergence

Soit L € R quelconque. En réorganisant judicieusement lesegrde la suitgw,) nous allons construire une
suite (v,) telle que la série de terme général converge versL. Pour cela, posons,,...,u, €gaux aux
premiers termes consécutiis > 0, jusqu’a ce quey, +---+v, excedeL .

soit

Ensuite, posons ) égaux aux premiers termes consécutjfs< 0, jusqu'a ce quey, +---+v

n+17°°° Yntm n+m

strictement inférieur & . Poursuivons alors la construction de la siite) en choisissant les premiers termes
consécutifsu, >0 non encore pris jusqu’a ce que la somme des teobtesius dg(v,) excéde de nouveall,

et ainsi de suite.

Puisque les séries des termes positifs et négiifs,,) tendent vers+oo, il y a toujours un nombre fini de
termes u, qui permettent de basculer d’'un c6té de & l'autre. Il y a donc aussi un nombre infini de
basculements. Ainsi la suit@,) est constituée de tous les termes de la Juit¢ et est donc obtenue par

permutation de I'ordre de ceux-ci. De p|+£vk — L| est inférieure & la valeur absolue du précédentetale

k=1

la suite (u,) qui a fait passer d’'un c6té a l'autre de Puisque la suitgwu, ) tend vers 0, la série de terme
généralu, converge verd. .

Organisation d’'une divergence
De méme, on peut former & partir e ) une série qui diverge versco .

Il suffit pour cela de choisir les premiers ternpessitifs de (u,) jusqu'a excéder 1, puis le premier terme
strictement négatif, puis de choisir les termestf®suivant de(u,) jusgu’a excéder 2, puis le second terme
strictement négatif et ainsi de suite. La sérieobé diverge vers-oo et est formée par permutation des termes
de la suite(u, ) .

Si une série est de terme général positif, les pudations qui précédent ne sont plus possiblesnepeut
montrer que la somme d'une telle série est indégmtiedde 'ordre de sommation. Il en est de méme [esu
séries absolument convergentes, c’est a dire tess#e terme général, telle que la série dqan| converge.



