Nombres algébriques et transcendants

Les mathématiciens de la Gréce antique ont longtgmepsé que la droite réelle n'était constituée dee
nombres rationnels. En effet ils présumaient qukosise donnait deux segments de longueurs quelen
ceux-ci étaient commensurables, c’est a dire qétégent multiples entiers d’'une méme longueur. éeodverte
par I'école Pythagoricienne de l'incommensurabilité la diagonale et de l'aréte d'un carré a corntred

I'hypothése de commensurabilité : c’est l'irratititéadu nombrey/2 .

Nombres algébrique

Le nombre+/2 est solution de I'équation a coefficients entierSs—2=0, on dit que c’est un nombre
algébrique. Plus généralement :

Un nombre réel ou complexe est dit algébrique seetement si
il existe une équation algébrique a coefficientiees dont il est solution.

Un nombre rationnep/q est algébrique car racine de I'équation a coeffits entiersyz —p=0. Le nombre
complexei est aussi un nombre algébrique car solution dpidiion 2°> +1= 0. Quand un nombre algébrique
est racine d'une équation de degré mais d’aucune de degré strictement inférieumambre est dit de degré

n . Par exemple§/§ est un nombre algébrique de degré 3 car il estaate I'équationz® —2= 0 sans étre
racine d’aucune équation algébrique a coefficiemtiers de degré inférieur a 2. Pour des raisomblsbles,

J2 eti sont des nombres algébriques de degré 2 tanditegummbres rationnels correspondent exactement
aux nombres algébriques de degré 1.

Opérations sur les nombres algébriques
Quand un nombre non nul est solution d’'une équation
a,z"+--+azr+a,=0
alors les nombres-a et1/a sont racines des équations
-Y'az"+--—axr+a,=0etayz"+--+a, x+a,=0

Par conséquent, I'opposé et I'inverse d’'un nomlgékaique non nul est un nombre algébrique. On passi
montrer que la somme et le produit de deux nomalgabriques sont aussi des nombres algébriquesamais
résultat est beaucoup plus complexe et s’obtierfamsant appel a la théorie des extensions de cérpire

d’exemple, obtenons une équation a coefficienteendont le nombrey = J2+3/2 soit racine. On commence
par développe(a—«/ﬁ)3 = 2, ce qui donne

2+ 32 WV2=0a+ 61— 2
puis en élevant au carré :
a®—6a*—4a®+120°— 24— 4= (
Enfin, on peut aussi montrer que les racines démpgation

algébrique dont les coefficients sont des nombigébaiques | L@ constante de Liouville
sont elles-mémes des nombres algébriques. Ainsiy sin | Pour exhiber des nombres transcendant

nombre algébrique positif alorsya est un nombre| Liouville exploite la propriété suivante :

algébrigue car racine de I'équation Si = est un nombre algébrique de degré
2 il n'existe qu’un nombre fini de rationnels
“—a=0
. L p/q tels que
dont les coefficients sont des nombres algébriques.
Nombres transcendants -2 S—l,
Au XVIII °™ siécle, peu de temps aprés I'apparition a4

concept de nombre algébrique, les mathématici| |l introduit alors le nombre

s’interrogent : o . » L:1CT“+102’+~--+a“ 10" 4 ...
Tous les nombres de la droite réelle sont-ils alggles ? —0,11000100...00100...

Et en particulier, le nombre est-il algébrique ? En 1844, |
Liouville est le premier a exhiber un nombre quisoé pas

algébrique (voir encadré). Un tel nombre est dihgcendant.| rationnels 10" + 102 4.+ 10™ =2

En 1872, C. Hermite démontre que le nombrda base des 10"

logarithmes népériens, est un nombre transcendaat une | satisfont l'inégalité cdessus. Il en décou
démarche semblable, bien que plus complexe, Fehiaain, | que le nombrel. est transcendant.

établit en 1882 la transcendance du nombrdl résout ainsi

et vérifie que pour touin >n, les nombre




par la négative le probléme millénaire de la quanleadu cercle (voir « L'impossible quadrature éucte »)

Vers d’autres nombres transcendants

A partir de ces premiers nombres transcendantsstilfacile
d’en construire d'autres. Par exempl¥e ne peut étre

algébrique car sinon son inverse le serait aussiatgument
semblable permet aussi de justifier la transcerelades

nombresr ou 72.

On peut aussi former des nombres transcendanispgaations
avec des nombres algébriques. Par exemple, le ®or|
a=m+2 est transcendant car sinom=«a—2 serait

algébrique. Plus généralement la somme et le pradiun

nombre algébrique non nul et d'un nombre transaendant
des nombres transcendants.

Le septieme probléme de Hilbert

Transcendances de+m ou deer .

Les nombres: et 7 sont tous deux
racines de I'équation

2 —(e+mz+er=0

Si les deux nombres+m et er étaient
algébriques, il en serait de méme
nombrese et 7 ! Par suite, au moins l'u
des deux nombrese+m ou er est
transcendant, mais lequel ? A cearjoon
l'ignore, sans doute le soil tous les
deux.

En 1900, au deuxiéme congrées international de mattigues,
D. Hilbert énonca une liste de 23 problemes donpdeinence devait guider les recherches mathéuoeiq

durant le XX™ siécle. Il a estimé que I'étude de la transcenelate certains réels comn®? ou e était
suffisamment digne d’intérét pour constituer letigpe probléme de sa liste.
En 1934, A. Gelfond et T. Schneider résolvent abléme en établissant séparément le théoréme suivan

Si a est un nombre algébrique strictement positif #écént de 1 alorsy” est transcendant
pour tout nombre algébrique irrationnel

Ce résultat permet bien entendu d’établir la trandance de2? mais aussi celle de” car dans la théorie des
exposants complexes

(_1)—1', — (ei,ﬂ)—i :eﬂ'
Plus tard, A. Baker établit grace a la transcengahc nombree et la théorie des fonctions holomorphes le
théoreme suivant :
Si a€C* alorsa ete® ne sont pas tous deux algébriques

Ce résultat particularisé ax=14r permet de
retrouver la transcendance du nomhre Il permet
aussi de justifier la transcendance, et donc #ofort
lirrationalité, des nombredn?2, In3,... Baker a
obtenu la médaille Fields en 1970 pour ses trav
sur les nombres transcendants.

Conclusion

Il'y a infiniment plus de nombres transcendantsl gt
y a de nombres algébriques. Méme si certd

Il'y a infiniment plus de nombres transcendants
Un ensemble dont on peut numéroter les éléments est
dit dénombrable. Les ensembliset Z sont

dénombrables, il en est de mémeNfe dont on peut
numeéroter les éléments via le schéma suivant :

}

résultats récents ont permit d'établir 9
transcendance de nombres tels quan(l),
In(3)/In(2), il reste néanmoins beaucoup (

nombres simples dont la transcendance n’est
conjecture :7°, e+m, er ou la constante d’Eulel
définie par la relation :
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Pire, a ce jour, on ignore encore si cette constasit
ou non rationnelle ! L'ensemble Q est lui aussi dénombrable mais
droite réelleR ne l'est pas, ce la signifie qu'il y
infiniment denombre réels de nombres rationnels
fortiori, 'ensemble C n’est pas dénombrable. (
peut montrer que I'ensemble des nhombres algébr
est lui aussi dénombrable, son complémentaire
C, cest a die Ilensemble des nombr
transcendants, ne I'est donc pas :

Il'y a infiniment plus de nombres transcendants| qu
y a de nombres algébriques.




