Géométries non euclidiennes

Au troisieme siecle avant Jésus-Christ, le preriiee des éléments d’Euclide posait les définitiatsles
axiomes de la géométrie (dite euclidienne). Pagsiaxiomes, certains sont acceptés sans discussitme par
exemple, I'existence et l'unicité d’'une droite padspar deux points, ou encore I'existence et tit@id'un
cercle de centre et de rayon donné. En revanclendgiéme axiomes a été source de maintes pol@sigil
exige que par tout point en dehors d'une droites@ame et seule droite qui ne coupe pas la prerfoarparle
de droites paralleles). De nombreux mathématiciensessayé d'établir que cette propriété décodikst autres
axiomes sans pleinement y parvenir. Au début du®XiXiecle, Gauss et Lobatchevsky abordent le prob&me
I'envers et construisent, séparément, des géoraditiece cinquiéme axiome n'est pas vérifié. Cesngéioes
sont de deux types : legométries elliptiqueu par un point ne passe pas toujours une paraléne droite
donnée (voir I'encadré : un modele de géométriptijle : la sphére) et lggométries hyperboliquesu par un
point peut passer une infinité de paralléles admoée donnée. Nous allons présenter ici un modélgéométrie
hyperbolique, a savoir :

Le demi-plan de Poincaré : P A

On suppose le plan euclidien muni d’un repére onmé. Le demi-plan de m
Poincaré correspond a I'ensembl des points d'ordonnee strictement;

oo

positive, sa droite limite, noté®_, est 'axe des abscisses. On définit les
droites du demi-plan de Poincaré comme étant :

* les demi-cercles centrés six_ et

* les demi-droites verticales dont I'origine est gy .

Afin de distinguer les objets de la géométrie alieline de ceux de la D«
géomeétrie étudiée ici, nous précéderons dRinces derniers : on parlera

désormais deP -droites pour les demi-cercles et les demi-droéesqués B K
ci-dessus.

Il est clair que deux? -droites se coupent en au plus un point et quel@ax 4
points de P, passe une et une seuke-droite qu'il est facile de construire a
la régle et au compas.

I

En revanche, et contrairement au cadre euclidi@niqut point4 en dehors  p_
d'une P -droite passe une infinité dB -droites qui lui soient paralléles (i.e.
non sécantes). Nous avons donc affaire ici a unengtie hyperbolique comme annoncée.

Distance sur P

Etant donné un pointd de P, et par analogie avec les nombres complexes, omiemt de noterA son
symeétrique par rapport a la droife, . Pour tousA, B points deP, on pose :

d(A,B) = argth‘/_l—B = argthA—E .
AB AB

N 1.1 L o . . .
ou, rappelons—le,xHargthm:Z In% réalise une bijection continue strictement croigsade [O][ vers
— T
[O,—I—oo[.

L'application (A,B)— d(A,B) est une distance surP car on a les propriétésimmédiates
d(A,B)=0& A=B, d(A4,B)=d(B,A) et linégalité triangulaired(A,B) <d(A,C)+d(C,B) démontrée
dans I'encadré ci-contre.

Les P -droites apparaissent comme étant des géodésiquesig distance ci-dessus i.e. comme étant des

courbes allant d’'un point a un autre selon le chelmiplus court. Pour le constater, commenc¢onsspaligner
argthz ~ et donc :
xr—

d(M(t), M (t +dk)) ~ M@)M(t+dt) I/Z(tHy/Z(t)d

M(#)M(t) 2y(t)




en notantz(t),y(t) les coordonnées cartésiennes d’'un point coufd() . La longueur? de l'arc décrit par
M (t) pourt allant dea a b est alors donnée par l'intégrale :

fb Jz' (t)+y’2(t
a 2y(t)

Un calcul intégral suffit alors pour constater dadongueur de I'arc de I& -droite joignant un pointd a un
point B est égale a la distance entre ces deux points.A-@Boites sont donc bien des géodésiques pour la
distance considérée.

Les P-cercles
A__
Maintenant que nous connaissons la distance nkget P, on peut s'intéresser aux

P -cercles. UnP -cercle deP -centre A et de rayonR est 'ensemble des point&/

D
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tels qued 4 M » R, c’est a dire tels qu%:k avec k=thR . Or il bien connu

gu'un tel ensemble est un cercle de centre situdasdroite (A4), cercle entiérement
inclus dansP .

Pour construire ce cercle, il faut déterminer sente géométriquel qui est
généralement différent d? -centre A . Si on connait un poinB du cercle, non
situé sur la verticale passant pdr, on peut montrer I'appartenance a celui-ci du

point B’ intersection de la droité4 B) et de la droite joignant au symétrique

Q
de B par rapport {4 A) . Cela permet de construire le centre géométrigque

B/
Les P-médiatrices -

La P -médiatrice de deux points distinct4 et B regroupent les points/
équidistants ded et B. La résolution de I'équatiod(4, M) =d(B,M) permet P~
d’'observer qu’uneP -médiatrice est uneP -droite. Pour construire celle-ci, il

suffit de construire lesP -cercles deP -centresA et B passant respectivement

par B et A. Ceux-ci se coupent en deux points équidistantsAdet B, la -
P -droite passant par ses points estHamédiatrice cherchée. On peut alors

définir, et construire, leP -milieu de A et B qui est l'intersection de la
P -droite joignantA et B et de la médiatrice précédente.

Pour poursuivre ses constructions a la régle etampas, vous pourrez
résoudre les probléemes suivants :

med[AB]
¢ Construire leP -centre d'un cercle inclus da®.

e Construire le symétrique d’'un point par rapporna & -droite.

« Justifier que lesP -médiatrices et les médiatrices des c6tés d'un
triangle sont concourantes.

Angles de demidroite Dy

Dans le plan euclidien usuel, pour définir I’écaﬂgulaireae[o,w] entre deux
demi-droites de méme origin@, on introduit le cercle de centr@ et de rayon 1.

L’écart angulairea: apparait alors comme étant la longueur du plus aretde cercle 0
compris entre ces deux demi-droites. On peut caleulen constatant que : r

. B
S|ng = L

2 2r
ou A ,B, désignent les points d'intersection d’un cerclecdatre O et de rayonr avec les demi-droites en

question.




En nous inspirant de cette définition, on défimit P -écart angulaire entre deux demfi-droites de méme
origine O comme étant I'uniqué € [0,7| déterminé par :
* silesdemiP -droites sont confondues):=0,
e siles demiP -droites sont les deux parties d’'une mémedroites :0 = 7,
e sinon:
sin% = |IL’%] —d(A*z;nB")
ou A ,B, désignent les points d'intersection drcercle de centr® et de rayonr avec les demiP -droites
étudiées. Pour calculet, on observe que, quand— 0 :
AB, N AB OA,

d(A B)=argth=—_ ~ == etr=d(0,A ) ~
AB 2y, 2y,

avecy, I'ordonné du pointO . En notantA’ et B! les projetés del, et B,
sur les demi-tangentes efl aux demi P -droites étudiées, on montre que

/B/ ] 3
)~ 4, ” —sin? aveca l'écart
20A 2

-

AB ~A'B', OA ~OA’ et donc B,

e

angulaire entre les demi-tangentes.

Ainsi, I'écart angulaire entre deux derfi-droites de méme origine
correspond a I'écart angulaire euclidien entredelami-tangentes efl .

Somme des angles d’un triangle

La donnée de trois pointd, B,C, non alignés sur une méme -droite, définit un triangle du demi-plan de
Poincaré. On peut considérer les angles aux sonueete triangle, respectivement3,v . Contrairement au
cadre euclidien, ou la somme de ces angles est égal ici elle est strictement inférieurera.

Y

B

Contentons-nous de donner les grandes lignes diémenstration de ce résultat.

Comme cela a été vu dans I'encadré « Inégalitédtikire », on peut, par une inversion, se ramanesas ou
B et C figureraient sur une méme demi-droite verticalee lihversion étant uné -isométrie, elle conservera
les angles tels que définis ci-dessus. Quitte dcamr une réflexion d’ax€ BC') , on peut supposer le poirt a

gauche de la droitéBC) . Enfin, quitte & échangeB et C', on peut supposer le poidt au dessus de3.
Notons(2,, etQ2,, les centres de® -droites (AB) et (AC).



Une étude fonctionnelle permet de justifier quendjie euclidienezm est strictement inférieur a

9’:m. La rotation de centré),, et d’angle ¢ transforme la demi-droit¢ BC) en une demi-droite

dorigine A permettant de visualiser I'anglé au point A . De méme, la rotation de cente,, et d'angled’,

transforme la demi-droiteC'B) en une demi-droite permettant de visualiser I'angl Les trois anglesy, 3,

apparaissent alors comme des angles successifsecteur angulaire d’amplitude— 6’ +6 < 7. Ainsi :
a+f[+y<m

] 0,

Conclusion

Nous avons présenté ici les prémices d’'une géomptm euclidienne, en observant des similaritéss anassi

des différences, avec la géométrie euclidienne.li@mns que ce modele de géométrie n'est pas plus
«absurde » que celui de la géométrie standardffef) k2 demi-plan de Poincaré, et ses objets, défihis et
construits a partir de la géométrie euclidienne !

Encadré : Inégalité triangulaire

Nous allons ici démontrer I'inégalité triangulaird(A, B) < d(A,C)+d(C,B).

Commencons par étudier le cas duiet B sont sur une méme verticale. On introduit le pgéofe’ de C sur
!/

cette verticale et on observe qu%%g%l—g. Par la croissance de la fonctian— argthz, on obtient

d(A,C")<d(A,C). De mémed(C’,B)<d(C,B). Enfin, en discutant selon la position relative @é par

rapport a4 et B, on observe qué(4,B) < d(A,0')+d(C’,B) puis on obtientd(4,B) < d(4,C)+d(C,B).

Poursuivons en étudiant le cas duet B figurent sur un cercle€ centré surD_ et posonsS un des points

d’intersection du cercle et de la droiteD_ . Considérons I'application (appelée inversion éé&epS) qui a

tout point M du plan7 associe le point/’ de la demi-droitg SM) déterminé parlSM.SM’'=1. Si M’ et

N’ sont les images des poinfg# et N, on a la relationM'N’ = qui permet d'établir I'égalité

SM.SN
d(M',N'y=d(M,N) . Notre inversion apparait donc comme étant unmésoe pour la distance considérée.

Puisque celle-ci transforme le cercfeen une demi-droite verticale ou figurent les insagé et B’ des points
A etB,ona

d(A,B)=d(A,B'Y<d(4',C")+d(C’',B')<d(A,C)+d(C ,B)

en notantC’ I'image deC'.



Encadré : Un modéle de géomeétrie elliptique : la $pre

La sphére correspond ici a notre plan, les poios kes couples de points diamétralement opposiés elroites
sont les grands cercles inscrits sur la sphéredbecercles obtenus par section avec un plarapapar le centre
de la sphére). Par deux points distincts passestin@e seule droite. Deux droites se coupent tosijen un
point (rappelons qu'ici les points sont des couplepoints diamétralement opposeés).

La distance entre deux points est définie commat &tcart angulaire aigu selon lequel ses poiotd sus du
centre. L'angle entre deux demi-droites de mémegirmmei O correspond a I'angle euclidien formé par les
demi-tangentes e . Le Théoréme de Picard assure quevss,y sont les angles aux sommets d’un triangle
alors :

a+B+y>m

Dans ce modéle, il existe des triangles a troisesngyoits : quels sont-ils ?



