Constructions alareégle et au compas

Les constructions a la régle et au compas réporadentidéal de précision qui a fasciné les mathiéreat de
toutes les époques. Dans le présent article, dtmmsavoir ce qu'il est possible de construire ages outils.

Points constructibles

Partons de deux points distinais et/ . A partir de ceux-ci, hous construisons

la droite (OI) et le cercle de centr® passant pafr. L'intersection de ces

deux objets définit le poidt , symétrique del par rapport & . A l'aide des

points I etI’, on construit la perpendiculaire &h a la droite(OI) puis un

point J sur cette droite vérifiaidJ = OI . I 0 I

Ainsi, de proche en proche, a partir des premiemstp O et/ , nous pouvons
construire des droites et des cercles et les gtBoms de ces objets \ ‘ /
déterminent de nouveaux points qui sont qualifiés cbnstructibles.

Rappelons gu'il est facile a la régle et au cong®msonstruire :

e la médiatrice d’un segment, et donc son milieu,

« la perpendiculaire a une droite passant par urt poimé,
e la paralléle a une droite passant par un point éonn

et bien d’autres choses encore...

Nombre constructibles

Munissons le plan du repére d’origige et de vecteurs de basd etO.J . Un réel est dit constructible lorsquil
est en valeur absolue égal a la distance entre pi@nks constructibles. A partir de deux réels tamsibles, il
est facile de construire un point dont les coorédasnsont les réels en question. La déterminatisnpdats
constructibles est donc équivalente a celle dds cémstructibles.

Comme il est possible de graduer la drqitd) en y reportant la distan¢d , nous pouvons affirmer que les
nombres entiers sont constructibles et donc queptmnt a coordonnées entiéres est constructible.

Il est facile de faire la somme ou la différenceéles constructibles. Il est aussi possible de fai produit ou le
rapport de deux réels constructibles en explolatiiéoréeme de Thalés.
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Les nombres rationnels sont donc des réels cotiblees Ce ne sont pas les seuls, le nombre imatib/2
I'est aussi car égal a la longudur. Plus généralement ai est un réel positif constructible, il est possithlen
construire la racine carrée en exploitant la refati
a+1]2 [al]z
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Cette relation permet de percev&@ comme étant la longueur d’un c6té d'un triangldangle dont
I'hypoténuse est de longue(s +1)/2 et I'autre cOté de longue(ir—1)/2. La construction de ce triangle
est illustrée ci-contre :
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Suite aux résultats qui précedent, on peut affirmes tout nombre réel obtenu par additions, socistres,
multiplications, rapports et passages a la racamg2e a partir de nombres entiers est constructialeéciproque
de ce résultat est présentée dans l'article « Lossfble quadrature du cercle ».

Quadrature d’'un rectangle
Ce probléme consiste a construire un carré doiné lizst la méme que celle d'un rectangle donnéndant a

et b les longueurs des c6tés de ce rectangle, le pnebléevient a savoir construire le nombié . En
introduisant la longueur unité, nous avons vu @stis comment construire le produit de deux nomitresus

saurons en extraire la racine carrée. Plus simpleme obtient directementab par la construction suivante
inspirée du calcul d'une racine carrée :
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A partir de cette construction on peut résoudmrddléme d’optimisation suivant :

La somme de la largeur et de la longueur d’'un ragta étant donnée,
quel sera le rectangle d’aire maximale ?

Sur la figure ci-dessus, la somme de la largededa longueur du rectangle détermine le diaméirestcle, la
position du pointO détermine quant a elle la proportion relative aléatgeur par rapport a la longueur. L'aire
du rectangle est maximale quand la longuédd I'est c’est dire quand) est le centre du cercle. Ce cas de
figure correspond au cas ou est le rectangle esaug.

Le nombre d’or
Un segmentAB est dit partagé selon une section dorée lorsquadport du moyen segment avec le petit
segment est égal a celui du grand segment aveoylerm
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La section est dite dorée Iorsqééleg _AB
BC AC

Ce rapport est appelé nombre d'or et est courammaéty . Ce nombre a longtemps joué un réle majeur en

architecture. Pour le construire a la regle et@uapas, nous allons choisir la longueB€' pour unité de sorte
quep = AC . L'égalité des rapports définissapt donne la relation

AC?=AB.BC
Celle-ci s’interpréte comme I’égalitééjles aires:dtréAIBDE et du rectangleBCF'G de la figure ci-dessous.
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L'égalité de ces aires équivaut encore a celle alass du rectangle et du carré hachuré. Le problgéene
rapproche alors de celui de la quadrature d’'urarggteé comme dans la figure ci-dessous :



PuisqueDG=AC—-BC, le centre | du cercle est obtenu pémr:%BC. Cela

permet de construire le nombre dgrcomme dans la figure ci-dessous :
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En fait de part sa définition le nombre d’or onsf:Tl. Il apparait donc comme étant solution
¥

de I'équation algébrique” +z —1= 0. La construction ci-dessus a en fait réalisé éselution géométrique de
cette équation comme les mathématiciens grecs exiiai faire !

A Tl'aide de la résolution algébrique bien connuey o
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Cette expression algébrique permet‘

obtienty =

d’ailleurs de justifier la construction classique mbmbrey 1
a partir d’'un carré réalisée ci-contre :
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Construction d’'un pentagone

Il est facile de construire a la régle et au compagriangle | Calcul decos(2r/ 5).
équilatéral, un carré ou un hexagone inscrit danseucle. La | posong, = 27/5. Le centre d’un
construction d’un pentagone est en revanche plicati Elle
est néanmoins possible car I'angle selon lequex demmets
consécutifs d’'un pentagone sont vus du centregedta@n/5.

pentagone étant I'isobarycentre de ses
sommets, on obtient I'égalité suivante paf

calcul barycentrique sur les abscisses dejs
Or on peut montrer que sommets d’'un pentagone de centreet
or J5-1 dont I est un sommet :
a=C00s="—"" 1+ cos2v+ cosé+ cosb+ coa8=

Or cos8 = cosa et
cosGy= cosd = 2cdsx— donccosu
est racine de I'équation :

40° — 4o —1= 0.

Il ne reste plus qu’a résoudre celle-ci et
observer quecosa en est la racine
positive.

ce qui est un réel constructible.




Pour construire le pentagone de cerireet dont/ est sommet, on

introduit le milieu A du segmer]O,1']. Le cercle centré ed passant
par J coupe la demi-droit¢0I) en un poin3. Le milieu C' du ?
segmentO, B] a pour abscisse. Par suite, la médiatrice du segment

[0, B] coupe le cercle de cent( et de rayon unité en deux points qui
sont sommets du pentagone cherché. Il ne reste @llos qu'a
compléter celui-ci. Iz 4 O C |B i
Polygones constructibles

Est-il possible de construire tous les polygonesiliérs a la régle et au
compas ? Ce probleme déja soulevé depuis I'andiguigcque a trouve
une réponse négative au XIX siécle : il n'est pas possible de > é
construire un heptagone (polygone régulier & 7 setsina la regle et
au compas (voir « L'impossible quadrature du cesyleQuels sont
alors les polygones constructibles ?

Si nous savons construire un polygone régulier ssommets, il est facile par construction de bisgmt
d’'obtenir un polygone régulier &2 sommets. Si nous savons construire un polygong &sommets, il est
possible de construire des polygones réguliegs €t ¢ sommets, il suffit de ne conserver que les somupgits
nous intéressent. Inversement, si I'on sait comstrdes polygones réguliers @ et ¢ sommets alors on sait
construire les angle&r/p et2n/q. Si de plusp et ¢ sont premiers entre eux, par I'égalité de Bézibaixiste

des entiers, et v tels quepu+quv=1 et alors
27 21 27
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ce qui permet de construire 'angler/ pg puis un polygone régulier ag sommets.

Partant de la décomposition d'un entier en prodeitnombres premiers et des remarques précédenias, p
savoir quels sont les polygones réguliers conshiest il suffit de connaitre ceux qui le sont pardes

polygones & sommets ave@ nombre premier supérieur & 3 @tentier naturel non nul. Le mathématicien
C. F. Gauss a établi que de tels polygones sorgtrumtibles si et seulement si est égal a 1 ep est un
nombre de Fermat, c’est a dire un nombre premida flmme

p=2% +lavecneN
On peut alors énoncer le théoréme de Gauss :
Un polygone régulier & sommets est constructible a la régle et au compas
si et seulement si I'enties peut s’écritn = 2" FF,...F,
aveck,...,F, nombres de Fermat distincts.

A I'heure actuelle, les seuls nombres de Fermanhasrsont3,5,17,257 et65537. Ainsi, il est notamment

possible de construire un polygone régulier a Iiirsets a la reégle et au compas. Cette construdiiofuh des
premiers résultats obtenus par C. F. Gauss.



