Calcul desfonctions usuelles par la calculatrice

Longtemps les calculs numériques furent une affdérespécialistes : les abacistes.
Ceux-ci calculaient en chiffres romains sur desetablédiées a cet effet a l'aide de
petits cailloux (on dit en latigalculi). Afin de garder leur pouvoir, ils retarderent
lintroduction en occident des chiffres arabes etld numération décimale de
position. Cette numération se prétent bien mieux ealculs numériques cela
permit a Pascal, alors agé de 19 ans, de mettneoent en 1642 la premiere
machine capable d’'additionner et de soustraird?alscaline. Depuis les techniques
n'ont fait que progresser et les premieres machieaslculer électroniques sont
apparues au début des années 1970. Elles rendbsoietes les régles a calculs et
autres tables de logarithme qui étaient jusqu’algtiisées pour évaluer les
fonctions trigonométriques, exponentielles et lghariques. L'objet de cet article
est de présenter les démarches algorithmiques equigitent a nos calculatrices
modernes de déterminer les valeurs prises pasietidns usuelles.

Représentation des nombres

Dans les calculatrices scientifigues modernes, Hembres a virgules sont
représentés a l'aide d'une mantisse formée de ifBeshen base 10, chacun étant
codé sur 4 bits. Cette mantisse est suivie d’'unosapt correspondant a la
puissance de dix multiplicatrice de la mantisse.chkulatrice va donc travailler
avec 13 chiffres significatifs, mais a cause daigseerreurs qui s’accumulent lors
des calculs, on peut considérer que les dernigreisndles sont peu silres et c'est
pourquoi la calculatrice n'affichera que les 10npigres. A contrario, le logiciel de
calcul formel Maple affiche toutes les décimalessds calculs, il faut donc savoir
que les derniéres sont parfois fausses.

Avec cette représentation électronique en base eBdndmbres manipulés, les
opérations d'addition et de soustraction sont afsgles a implémenter au niveau
des circuits électroniques, elles seront donc eap&ht exécutées par le processeu
de la calculatrice. Les multiplications sont enamshe colteuses en temps de
calculs et les divisions le sont encore plus. Nechercherons donc a en réduire le
nombre. C’est pour cette raison que les évaluatdmss fonctions numériques a
partir de développement en série entiere ne coaduipas a des algorithmes
efficaces : il y aurait trop de multiplications cplexes. Cependant, soulignons que
les multiplications et divisions par 10 sont ragide réaliser car elles n'opérent
gqu’'au niveau de I'exposant. Notons aussi que leléiptications et divisions par 2,
ou plus généralement par un petit entier, sons ellessi assez rapides.
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La calculatrice va nous donner des valeurs numésiggpprochées des nombres que
nous souhaitons calculer. Il est donc intéressarnirdciser le vocabulaire relatif a
la notion de valeur approchée. On dit qu'un réeést une valeur approchée d'un

réel a avec une erreuabsolue inférieure ¢ >0 lorsqu'on ala—z|<e. Cette

notion de valeur approchée n’est pas satisfaidarggu’on cherche a connaitre les
13 premiéres décimales d’'un nombre. En effet ilan peu de connaitre a la

précision10*?, si le nombrea est de I'ordre de plusieurs milliards. En revanche
il n’est pas suffisant de connaitre a la précisionl0**, si le nombrea est lui-

méme de I'ordre dd.0*3. Pour ces raisons, nous introduisons la notionrelee
relative : on dit que qu'un réel est une valeur approchée d’'un réel non aul
la — |

avec une erreur relative inférieuresalorsqu’on a <e. Sil'on connaita

lal
avec une erreur relative de I'ordre d6** alors on peut affirmer que les 13
premieéres décimales de sont correctes. Soulignons au passage que cetta no
d’erreur relative est globalement compatible avemultiplication et le passage a
l'inverse mais ne I'est pas avec I'addition etdaistraction.

Il ne nous reste maintenant plus qu’'a voir les riligmes permettant d’évaluer les
différentes fonctions usuelles.

La fonction racine carrée

Commencons par étudier le fonctionnement de Iahm&[. Nous souhaitons
évaluer la racine carrée d’'un réel strictement positif. Celle-ci étant solution de
I'équation 2> —a =0, l'application de la méthode des tangentes de blewbus
invite & considérer une suife,) vérifiant la relation de récurrence

1 a
T :E[m"’ +:17_ .

n

On montre sans peine, qu’'en partant dgyr>0, la suite obtenue converge vers
Ja . 1l suffit alors & la machine de calculer les tesnsuccessifs de cette suite
jusqu’a obtention de deux termes consécutifs égaumes qui constitueront alors
une approximation satisfaisante de . Notons que la convergence de la siitg)

est quadratique car on peut montrer :

1
In+17\/g’\’ 2\/5
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Ainsi, plus z, est proche de/a, plus z
donc rapide.

Cette méthode est connue depuis I'antiquité, oppkile méthode de Héron ou
algorithme de Babylone. Elle est simple mais a pocwnvénient de nécessiter une
division complexe a chaque étape. Afin de rédwrendmbre de divisions, nous
allons procéder de maniére plus détournée.

.. S'en rapproche ; la convergence est

Au lieu de calculer/a , cette fois-ci nous allons évalubx/a puis conclure par un

passage a linverse. Le nombl‘,éx/g est ) - -
Ci-dessous est représentée la

progression du nombre de
décimales correctes lors du calcy

de+3, par la formule d'itération

. . -1
solution de I'équation— —a =0. Par la
x

méthode des tangentes de Newton, nou
sommes amener a considérer une suit

3
(z,) définie par : T, = 3z, —az,
n
3r —azx® ) 14 2 .
r =% 0, L’accélération finale dans
e 2 I'obtention de ces décimales

illustre le caractére quadratique de
la convergence.

n Approximation
3,0000000000
2,25000000000(4
1.869230769230
1.745809828502
1.73211772409

1.73205088003
1.732050807569

On montre que, pourxoe]O,J/x/E}, la

suite crofit verSI/ Ja et cette convergence
est, elle aussi, quadratique. Cette fois-ci, il
y a 3 multiplications complexes a chaque
étape et un passage a l'inverse a la fin df
I'algorithme, c’est plus efficace.

La fonction exponentielle

Nous allons chercher ici a évaluexp( )

pour ¢« € R mais nous nous limiterons au
cas oua est positif. En effet si le réel
est négatif, il suffit pour conclure de considérer puis de réaliser un passage a
l'inverse au terme des calculs.

o O | W[ N[ | O

Pour calculerexp() avec a >0, nous allons décomposer en une somme de

réels dont on connait les exponentiels. Pour celas rexploitons une liste de
valeurs précalculées figurant dans les mémoiremrias de la calculatrice. Ces

valeurs sont celles des réétg1+10") pour k € {0,1,... ,7}

Pour décomposer , nous commengons par poséf=a, puis nous cherchons
parmi les valeurs de la liste précédente, la phaside qui soit inférieure &, .
Notons la z, et reprenons le processus précédent & partir doplément
a, = a,—,. On continue ainsi de suite, jusqu’a ce que cequsus s'arréte, c'est-
a-dire jusqu’'a 'obtention d’un réel positif=a, inférieur aln(1+107) (quantité
elle-méme inférieure 40 "). Nous avons alors la relation

a=x++z, +¢
d’ou nous tirons

e"=e"---e™e" .

Les quantités™ sont connues car de la formig-10" et la quantitée® s'évalue
par I'égalitée” ~1+¢ ce qui fournit au final :

e" ~e"-e™(14¢)
avec une erreur relative de I'ordre b *“.

C’est cette idée qui est a I'origine de l'algorithprésenté en annexe. Notons que
cette algorithme peut gagner en efficacité en congen®t par rechercher plus
directement le plus grand multiple @te2 inférieur aa .

La fonction logarithme népérien
L'idée sous-jacente au calcul @ep( ) revenait en fait a écrire :

a=nyIN24n,IN(14+10%) +---+n, In( 1+ 107) +¢
avecn, €N ete<[0,107] afin de pouvoir conclure :
e ~2°(1410%)" - -(1+ 107)" e

avec une erreur relative de I'ordre b .
De maniére inverse, pour calculers aveca >1, on peut chercher a écrire

a=2"(1+ 1(T1)n1 ( 1+ 107)”7 (e

avecn, €N et £€[0,107] et exploiter la relatiorin(1+¢)~¢ afin de pourvoir
conclure :

Ina~n,In24n, IN(14+10%)+---+n, IN(1+ 107) + ¢



avec une erreur absolue inférieurg®" . Si nous souhaitons plutét disposer d’une
erreur relative de I'ordre d&@0 ', il faudra exploiter I'approximation plus fine

INQ+e)~e —%52 .

La décomposition de en un produit se fait aisément en commencant pésed
a par 2 tant que le résultat est supérieur a 1, emiglivisant parl+ 10" etc.
L’algorithme correspondant a cette démarche esepté en annexe.

Les fonctions trigonométriques

Pour évaluer les fonctions cos, sin et tan surnglead la démarche que nous
allons suivre présente plusieurs similarités avelte cvue lors de 'étude de la
fonction exponentielle. Cette démarche a été dépéle par J.E Volder en 1959 et
est appelée algorithme CORDIC (pour Cordiante Ruotddigital Computer).

Pour calculercosd ,sird et tanf , nous commencons par exploiter les formules d
trigonométrie usuelles de sorte de ramener le problau cas oW €[0,7/4.

Ensuite nous décomposoifs en une somme d’'angles dont les cosinus, sinus
tangentes sont connus. Pour cela nous allons enoeréois exploiter une liste de

valeurs précalculées figurant en mémoire, les valdas anglesirctan(10°  pour
ke{o,... ,4}. Les cosinus, sinus et tangentes de ces angles asément
calculables.

Pour décomposef , nous posong), =6 puis nous cherchons, parmi les angleg
précalculées, le plus grand qui soit inférieud,anotons lea, . On considére alors
le complément), = 6,— o, et on reprend ce processus a partidet ce jusgqu’a
obtention d'un @, inférieur a arctan(10* . Ainsi nous parvenons a la relation
§=a+e aveca=aqa,+---+a, et e=0, réel positif inférieur aarctan(10*
donc inférieur 80 *.

n

Parallelement a la décomposition dk, nous calculonscosa et sina en
construisant deux suites, )., et (v,),,, telles quex, =cosg, +---+a, ) et

y, =sin( +---+a,). En exploitant les formules de développementads +b )
et sinf@+b), on vérifie que ces suites sont définies par

{«’Uo =1 ot 1% = o1 C.OSOzp —Y, . Siny, .
Yo=0 y, =z, ,SiNa, +y, ; COSy

p

U

Au terme de cette construction, on dispose ge=cosa, y, =Sina et
y,/z, =tana .

Cette démarche pourrait sembler satisfaisante nalis induit trop de
multiplications complexes. De plus, pour étre eitie, elle nécessiterait la mise en
memoire des valeurs des cosinus et sinus des c'est-a-dire des angles

arctan10”.
Optimisons
Pour gagner en efficacité nous allons réorientgorébléme et non plus calculer
directement le cosinus et sinus de [0,7/4 mais plut6t en calculer la tangente.

Notons quecos? et sinf se déduisent deanf par les relations
tand

1
1+ tarf 6 \J1+tarf 6

Commencons par réécrire le systeme définissastiess (z,) et (y,) :

cos) = et sind =

xp = Cowp @p—l - y[)—l tamp )
-
y, =cosu, @, tany, +y,
Comme cette fois-ci ce n'est que le rap%r;a:p qui nous intéresse, il est possible
de considérer les suitgs( ), ., et (Y,),.,., définies par :

{mo =1 {Xp =X,,—Y  tana, .
Yo=0 Y, =X, ,tana, +Y

p—1

On observe aisément qu'on a pour teu {O n}

Y _4

X T

P P
Notons que cette fois-ci, les calculs définissa#t suites(X,) et (Y,) sont

beaucoup plus rapides. Certes il existe toujounx deultiplications, mais celles-ci
sont des multiplications paana;, qui n’est rien d’autre qu’une puissance négative

de 10, ces multiplications sont donc rapides.



Au terme de ce calcul, on obtienf /X, =tan() et il ne reste plus qu'a en
déduire la tangente dé#=a+¢c. Pour cela nous exploitons la formule de

développement déan@ +b) et I'approximationtane ~ ¢ +%53 afin d’obtenir

Y, +(FE+e°)X,

tanf ~ 3
3X, — (E+e%),

avec une erreur relative de l'ordre @@ **. L’algorithme correspondant a cette
démarche est présenté en annexe.

Et pour aller encore plus vite...
Pour rendre cet algorithme encore plus efficaceoiivient de travailler avec des
angles de la formarctan(2® ) aveck € N. A l'aide de l'inégalité :

arctan(2 X 2arctam

valable poura >0, on peut justifier qu’il est possible de décompasenporte
quel § €[0,7/4] sous la forme

+00
0=> e arctan(2"
k=1

avece, =1 ou —1. La suite(g,) se construit par récurrence en posgntle signe
p—1

opposé a la différencé—Zak arctan(2" . Les suites(X,) et (Y,) sont alors
k=1

définies de la maniére suivante :

{XO =K o [X,=X,.-,277,,
Y,=0 |V, =¢27X ,+Y,,

+00
avec K constante précalculée égale Hcos(arctan(?“ ), constante voisine
k=1

de 0,8587€. Avec cette demarche, nous constatons que lessgitt) et (V)

convergent respectivement veees et sinf , et nous disposons d'une méthode
permettant de calculer efficacement les foncticigemométriques sur des nombres
représentés en binaire.



Annexe: Algorithmes d’ évaluation des fonctions Tantque ¢ <7) faire

usuelles { Tant que(10”’ <=z) faire {z = (z—10")/ A+ 10" ), y=y+ L, }
k=k+1}
Racine carrée )
Argumenta > 0. y=yrr—Sa.
z=0,y=min(l,¥a) Si (a >1) alors {Répondre, }Sinon {Répondre—y }
Tant que ¢ <y) faire {z =y, y = 3z —az®)/2} Fin
Répondrel/y .
. . o . A . Tangente
La suite desz ainsi construits étant croissante, le test d'atréty est satisfaisant. R Lo o
On préférera celui-ci au teste=y car, & cause de l'imprécision numérique, des 4, correspond a la valeur dectan(10"  figurant en meémoire
phénoménes cycliques peuvent apparaitre pouoisin de:l/\/g . Argumenta €[0,7/4].
Exponentielle Début
L, correspond a la valeur de(1l+10™") figurant en mémoire t=a,z=1,y=0, k=1.
Argumenta c R . Tant que £ < 3) faire
. 100k
Début {Tant que (, <t) faire {t=t—1I,, {"’3_"’ 107y,
z=lal, y=1, k=0. y=10"z+y
Tant que § < 7) faire k=k+1}
3
{Tantque (, <z)faire {z=2-L,, y=y+y10"} Répondrew
k=k+1} Sr— (48
y=yd+z) Fin.
Si (a >0) alors {Répondrey } Sinon {Répondrel/y }
Fin

Logarithme népérien
L, correspond & la valeur de(l+10™") figurant en mémoire
Argumenta >0.
Début
Si (a>1) alors {x =a—1} Sinon {z =1/a —1}
y=0, k=0.




