Les infinitésimaux en analyse non standard

Le calcul infinitésimal & fait son apparition au X siécle, notamment sous I'impulsion du mathématicie
allemand G. Leibniz. Son objectif était d’adjoindnex nombres réels des quantités infiniment petited’autres
infiniment grandes, afin de manipuler au mieux naept de passage a la limite. Au XTX siécle, une
définition précise et rigoureuse de la notion ddté, définition attribuée au mathématicien frasgai Cauchy,
éclaircit le ce concept et fait par conséquentataire les quantités infinitésimales jusqu’aloanipulées. Ces
derniers font néanmoins leur retour en 1961 suitegaands progres réalisés en logique mathématifueffet,
cette année la, le mathématicien américain A. Raanirpublie « Non-Standard Analysis » : il y conistane
extension deR ou figurent des quantités infiniment petites dipdesquelles il reconstruit I'analyse moderne.

Nous allons présenter ici une démarche qui permeastruire cette extension @, dont les éléments seront
appelés nombres hyperréels. Nous verrons ensuiteneat s’y traduit le calcul infinitésimal, puispeincipe de
transfert qui permet d’exploiter les nombres hygels en vue de I'étude des fonctions réelles.

Ultrafiltre sur N

Le point de départ de notre construction est l@éonad'ultrafiltre. On appelle ultrafiltre sur unssmble £ tout
ensemblel/ formé de parties d& vérifiant les axiomes suivants :

ao¢EU,
b) VA BeU,ANBeclU,
c)VAeUVBeP(E),ACB=Bel,
d) VAe P(E),AcU < E\NAZU.

L'axiome du choix assure I'existence d'ultrafiltses I'ensembleN des entiers naturels, ultrafiltre ne contenant
aucune partie finie. Malheureusement, nous ne sagas en exhiber. Cela n'a guére d'importance, éxéste,
cela suffira. Dans la suite de notre étude noupasgns nous étre donné un tel ultrafilte sur N. Afin
d’adopter un vocabulaire imagé, bien qu'approximatn convient de dire qu’'une propriéfé(n) est vérifiée

« a l'infini » lorsqu’elle I'est au moins pour tout d'une partieA de l'ultrafiltre U .

Les nombres hyperréels

Nous formons une extension, notBe, de I'ensemble des nombres réels & partir deelfebke des suites réelles.
On dit que deux suites réell¢s,) et (v,) sont équivalentes lorsque I'égalit€ = v, est vérifiée a l'infini. Par
exemple, deux suites égales a partir d’'un certaig sont équivalentes.

On identifie entre elles les suites équivalentasr fjormer des objets appelés nombres hyperréels abte R
I'ensemble formé par ceuxiciAinsi un hyperréel est représenté par une s(ite et toute suite(y,)
équivalente &(z,) représente le méme hyperréel, celui est rjotd. L'idée sous-jacente ici est semblable a

celle de la représentation des nombres rationnglissieurs rapports d’entiers peuvent représenteméme
nombre rationnel.

En identifiant un réel- avec I'hyperréel représenté par la suite constégéde ar , on peut dire queR est
inclus dansR . CependaniR posséde d’autres nombres que les réels commea@apte :

U:[nili—l] etw:@.

En posant :

() +,)=(z, +y,) et(z)y)=(y,) >

on définit une opération additive et une opératioultiplicative sur R . On munit aussiR d'une relation
d’'ordre définie par :

(z,)<(y,) < linégalité z, <y, est vérifiée & I'infini.

R est alors muni d’'une structure de corps totalernetonné prolongeant la structure Be. A ce stade, nous
pouvons poser des opérations, résoudre des éguatoétudier des inéquations dans le cadre desreemb

! Plus rigoureusemenR® est 'ensemble des classes d’équivalence powldsion d'équivalence présentée.

2 On vérifie que les résultats de ces opérations Bafépendants des suitgg,) et (y,) choisies pour
représenter les hyperréels manipulés.



hyperréels. On peut aussi définir la valeur absalum hyperréel en fonction de son signe et on nlese
aisément :

[EREIENE

Calcul infinitésimal
On adopte le vocabulaire suivant :

* Unhyperréela est dit infiniment petit ssi/r € R**, |a| < 7.
* Unhyperréela est dit infiniment grand ssir € R, |a| > .

e Enfin, un hyperréeh est dit limité ssi il n'est pas infiniment grand.

L’hyperréel v présenté ci-dessus est un infiniment petit maig’'est pas le seul, tout hyperréel associé a une
suite de limite nulle est un infiniment petit. Dé&me, il existe de nombreux infiniment grands pdasguels
I'hyperréel w. A partir de ces définitions, c'est sans diffi@gitqu’on établit les résultats suivants du calcul
infinitésimal :

e La somme de deux infiniment petits en est un.

* Le produit d’un infiniment petit et d’'un limité esh infiniment petit.

e L'inverse d'un infiniment grand est un infinimeretd, ...

Halo d'un réel et ombre d’un hyperréel limité
Nous avons ainsi défini une extension Beou figurent

des nombres infiniment grands et infiniment petita.
présence de ces nombres implique, pour chaque
I'existence de nombres infiniment proches de cd. r¢
Précisons-nous, deux hyperréels et y sont dits
infiniment proches lorsque leur différence est
infiniment petit, on note alorsc ~y. L'ensemble des

Ombre d'un hyperréel

Considéronsz une hyperréel limité. Etablissc
I'existence et l'unicité d'un réelr tel que
T=T.

Unicité : Si » et ' conviennent alors ~ r’
donc r—7' est un infiniment petit. Or —r’ es

hyperréels infiniment proches d'un réel donné egete
halo de ce réel. Par exemple, les infiniment psbits les
éléments du halo de 0.

En dehors des infiniment grands et des hyperré
appartenant au halo d'un réel, il n'existe pas u&
nombres hyperréels. En effet, lorsqu’'un hyperrégité
z est donné, on peut montrer (voir encadré) que-celu
est infiniment proche d'un et d'un seul nombre rétl
donc appartient a son halo. Ce nombre réel estlé@p
ombre dez et est notéz . Il se comprend comme étant la partie visiblelauiroite réelle de I'hyperréet . Par
exemple, 'ombre de I'hyperréelw est 1.

Un hyperréel limité ne différant de son ombre quendnfiniment petit, il est aisé, par calcul infiésimal,
d’établir

un réel, dona-—r'=0.

Existence : Considérons I'ensembl¢ formé
des nombres réels inférieursza Cet ensemb
est une partie deR non vide et majorée ¢
I'hyperréel = est supposé limité. Posons la
borne supérieure ded. Pour toute >0, or
montre r—e<z<r+e doncr~z.

e

Vz,y e R limités, *(z+y) = "z + °y, “(zy) = "z°y etz <y= "z < °y.

Extension des objets réels aux hyperréels
Etant donnée une partié de R, on noted I'ensemble des hyperrée(s,) tels que pourtoub e N, z, € A.

L’ensemble 4 se comprend comme étant I'extension naturelleddeans R . Parmi ces extensions figufé
dont les éléments sont appelés nombres hypernat®al exemples en est un hypernaturel.

Une fonction réellef définie sur une parti@® de R s'étend naturellement en une fonctign® — R en
posant pour tout: € D représenté par une suite,) d’éléments deD , f(z)= (f(z,)) .

Le principe de transfert

Tout énoncé relatif aux fonctions réelles peutraasposer aux hyperréels a I'aide des extensiaftdentes.
Par exemple I'’énoncé traduisant la croissance fd® — R s'écrit Vz,ye D,z <y= f(z)< f(y) et se

transposevz,y € D,z <y = f ()< f ().
La théorie des langages permet d'établir le théergnivant :



Un énoncé réel est vrai ssi I'énoncé hyperréeluyjuorrespond I'est.

Ce résultat est connu sous le nom de principeatesfert, c’est le théoréme essentiel de la thécirjgrésentée.
Grace a lui toute propriété réelle se transpose hggperréels. Par exemple la formule de développemen
cosinus d’'une somme devient par transfert

cos@+b)= cos cos— sim sSin
valable pour toutz,b € R .

Le principe de transfert permet aussi de transpdssrpropriétés hyperéelles aux réels et donc neesla
démarche intellectuelle que Leibniz avait initiée :

e ontranspose un probléme réel aux hyperréels,

« onle résout dans ce cadre en ayant la possibigsloiter le calcul infinitésimal,

e par transfert, le probléme est résolu dans le cadie

Nous allons |I!u§trer cette dem_art;he a.travers Equivalence des concepts de limite
concepts de limite et de continuité puis obser S q ’

Iélégance de celle-ci dans le cadre des fonctiq SUPPOSONS quef tende verst en a au sen
uniformément continues. classique. Considérons> 0, il existe o € R** tel

que

Limite
Considérons une fonctionf:D — R définie au

voisinage d'un réehk . En analyse classique, dire qy Par transfert du réel & I'hyperréel, on obtient :
la fonction f tend vers un réefl s’écrit : Vi e 73,|:c—a| <a j|J—p(x)7€| <e

Ve>03a>0VzeD|z—a<a=|f@)-{<e.

‘v’a:eD,|a:—a|§a:>|f(m)—€|§5.

o | Ainsi pour tout z € D tel que z~a, ayan
En analyse non siandard ceite définition équivaut a |m_a| <a,ona |f(:1:) _4 <e. Comme ceci au
VzeDao~a= f(z)~ {3

Avec cette nouvelle optique, il est particuliereing —
facile d’établir les différents résultats d’opéoais sur .In\-/e-rsement, supposons una _pour. tc.)m.te D
les limites. Par exemple, supposons gfieet g infiniment proche dea, on ait f(x) infiniment
tendent vers! et ¢/ ena. Pour toutz € D tel que | Proche dec. Considérons un réei>0, en prena
pour o« un hyperréel infiniment petit strictem
positif, on peut affirmer

Hae@,Vmeﬁh—(ﬂga:|]7(x)—€|§5.

pour toute >0, on conclutf(z) ~ ¢ .

z~a, on a f(x)~( et g(x)~¢ donc
(f+9)(@)=f(@)+g(x)~ L+ 1.

Continuite Par transfert de I'hyperréel au réel, on obtient
Une fonction f:D — R est dite continue lorsque Ja e R** Vz e D,|x7a| <a= |f(x) 74 <e
pour touta € D, f(z) tend versf(a) quandz — a .
A l'aide de ce qui précede, cela se retraduit :
VaeDVreD,z~a= f(z)= f(a)
ou encore, en exploitant le concept d’'ombre :
VzeD, f(z)=f(z).

L'équivalence souhaitée est ainsi établie.

Considérons maintenant une fonctigﬁn[a,b} — R continue. Le théoréme des valeurs intermédiassara que
tout y intermédiaire af(a) et f(b) possede un antécédent gar Donnons une démonstration non standard de
ce résultat. Pour tout entier naturel non nul, on découpe régulierement le segn{erﬁ] en les points

a, =a+k(—a)/n. Il existe au moins un indicé tel quey soit intermédiaire & (a,) et f(a,,,) . Posons

a, =a,, B, =a,, puis, en faisant varien , considérons les hyperréezhs:(a_n) et Bz(ﬁ_n) éléments de
W. Par la définition def, on obtient aisémenf (a)<y<f(3). Or 8, —a, —0 donc a~ 3. Pour
conclure, considérons le régl= “a = "B €[a,b], onaf(y) = "f(a) <y et f(v) = "f(B) >y donc f(7) =y.

De maniére assez semblable, et a titre d’exeroit@eut établir que toute fonction réelle défirtieantinue sur
un segment y est bornée et atteint ses bornes.

% On peut noter la proximité de cette assertioredactaractérisation séquentielle des limites.



L'uniforme continuité
Une fonctionf: D — R est dite uniformément continue lorsque :

Ve >0,3a > O,va,yED\lx—y|§a:>|f(z)—f@]SE.
Ce concept, un peu délicat a comprendre, et a mianjse retraduit simplement en analyse non stdnda
Ve,yeDzry= f@)~ f(y).
La démonstration de I'équivalence entre ces defiritiéns est trés semblable a celle croisée csdsdors de

la traduction non standard du concept de limite.
Par exemple, la fonction racine carrée est uniforerd continue car pour = y infiniment petit ou non,

\/57[:& est un infiniment petit. En revanche la fonctioogdrithme népérien n'est pas

Jz 1y
uniformément continue car pour infiniment petit strictement positi?c ~ ¢ alors queﬁZg & Ine.

Il est connu que toute fonction continue sur unnmemg y est uniformément continue. Donnons une
démonstration non standard de ce résultat. Suppoqoef:[a,b}ﬁR soit continue. Pour tous hyperréels

z,y€lab] tels que z~y, on a “z="yela,b] et donc °f(z)=f("z)=f("y)="f(y) ce qui assure
f(z)~ f(y) . Cette démonstration est particuliérement éléganten la comparant avec la démonstration de

I'analyse classique, on peut percevoir a quel pesinombres hyperréels gérent efficacement lssmaements
basés sur la notion de suites extraites et supliggtion du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Pour conclure

Nous avons esquissé ici, les prémices d’'une thémiigoermet de redéfinir les notions d’analyse famnelle
usuelles par le biais de manipulations de quaniitBsitésimales. Certains concepts y sont parégcament
élégants et y trouvent des démonstrations sim@ependant, I'analyse non standard, bien que cotestsur
une base axiomatique indiscutable (I'IST ou Intei®et Théory), n'a pas encore su s'imposer par Gep@
l'analyse classique. En effet, en dehors de quslgésultats relatifs aux perturbations de systeigaamiques
dans le cadre de la mécanique des fluides, I'aeaiys standard n'a pas encore permis de mettreradgs
théorémes forts ignorés de I'analyse classiquadsédu XIX™ siécle.

Encadré

Concept

Définition non standard

f:D—R tendverst ena
f:D— R tend vers+oco ena
f:D— R estcontinue

f:D— R estuniformément continue

f est dérivable em de nombre dériveér

intégrale d’une fonction continug :[a,b] — R
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Correction de I'exercice

Soit f:[a,b] — R continue. Pour tout € N, on poses; = a+kb_—a pour k € {0,...,n}.
n

Notonsk, I'entier tel quef(a; ) = gnkaxf (@; ) et considéronsy = (a, ) etz = "o € [a,b} .
s e s



b— . .
Pour toutt € [a,b] ettoutn € N, posons( tel que|t—a( |§—a et considérons ensuite= (a; ).

On observel = °3 . Puisque pour tout € N, f(a; ) < f(a;' ) ona f(8) < f(e) puis“f(3) < °f(a) i.e.
f) < f(z).



