Epaisseur de la continuité

Il est commun de penser qu'une fonction continuend’ variable est représentée par une ligne au sens
d’Euclide : une longueur sans largeur. La réalge aependant plus complexe. Nous allons consticirdes
fonctions continues dont les courbes représentativent de tangente en aucun point et semblentfaign
posséder une épaisseur. Cela nous conduira a ntarsoger sur ce qu’est la dimension d'un objetspai
caractériser  I'épaisseur des  précédentes  courbesr pane  dimension non  entiere.
Les fonctions qui vont suivre ne seront pas défimar simples opérations sur les fonctions usyediesffet,

ces derniéres sont dérivables partout ou ellesdsitties, sauf peut-étre, en un nombre « limit&>points. Ici,

les fonctions étudiées seront définies par limitdoume de suites de fonctions continues, le calarsnath spé
assure la continuité de telles fonctions.

La fonction de Bolzano

Pour représenter la fonction de Bolzano, on pam degment joignant I'origine au point de coord@am@,1)

du plan (étape 0). On le coupe en trois segmease on fixe les extrémités initiales et on dodblpente des
deux segments extrémes, enfin, on transforme imesegintermédiaire de sorte de maintenir la coitén{étape
1). On applique de nouveau le mécanisme précédgrdcun des trois segments de cette ligne brisépeg) et
on recommence a l'infini. Chaque ligne brisée obéerest la courbe représentative d'une fonctionleéel

continue définie sur le segme[ﬂ,]]. On peut montrer que cette suite de fonctions exqyer uniformément, la
fonction limite est appelée fonction de Bolzano.
La fonction de Bolzano est continue mais dérivaneucun point car les pentes des segments des ligisées

intermédiaires tendent vers l'infini. Le graphe meutelle fonction fait penser a un mouvement brewnc’est a
dire un mouvement changeant de direction a chaque nstarit.

étape 0 étape 1 étape 2 Courbe de Bolzano

Flocon de Von Koch

Pour former le flocon de Von Koch, on part d'uratgle équilatéral (étape 0). On découpe chacursledtés
en trois segments égaux dont on conserve les ségmemémités, le segment intermédiaire, étantngadui,
remplacé par les deux cétés du triangle équilagdt@rieur qu’on peut construire sur celui-ci. Gnient ainsi
une étoile a 12 c6tés (étape 1). On applique lamséme précédent a chaque c6té de cette étoilef@uner un
polygone a 48 cotés (étape 2) et on recommendafail’ La courbe limite obtenue est appelée floanVon
Koch, on peut montrer que c’est la représentatiamed fonction continue limite uniforme d’une suite

fonctions continues définies 3@0]] et a valeurs dans le plan.

Si on notea I'aréte du triangle équilatéral de départ la laagudu polygone obtenu a I'étape est [E] a.le

flocon de Von Koch apparait donc comme étant dergére infini. Il s’agit ici d’'une courbe de longureinfinie
enfermant un domaine borné : cette courbe maxifaiseirface de contact entre son intérieur et soériexr.
Nous retrouvons ce genre de figure dans nos poumdnies surfaces d'échanges de nos alvéoles sont
maximisées alors que celles-ci sont enferméesutanslume borné.



étape 0 étape 1 étape 2 Flocon de Von Koch
Dimension par repérage

Usuellement, la dimension d’'un objet corresponchambre minimal de paramétres permettant de seaepér
continlment sur cet objet. La dimension d’'une @rast égale a 1 car on s’y repére par une absdisse,
dimension du plan est égale a 2 car on s’y reparaupe abscisse et une ordonnée, la dimension djpinére
est, elle aussi, égale a 2 car on s’y repére parlafitude et une longitude. Cette définition pagaipriori
satisfaisante mais nous allons voir, par le coetemple de Peano, qu’elle est incorrecte.

Courbe de Peano

Pour construire une courbe de Peano, on part d@itné clont on considére une diagonale (étape Opattage ce
carré en neuf carrés égaux puis on considére gne lirisée formée par des diagonales de chacuasieetf
carrés, ligne brisée de mémes extrémités que ¢maé@e de départ (étape 1). On applique ensuitBéoanisme
a chacune des diagonales des neufs carrés (étaperRyecommence a l'infini. Les lignes briséasiaiormées
sont les courbes représentatives d’une suite unéorent convergeante de fonctions continues défsiede

segment[o,]] et a valeurs dans le plan. La limite de cetteesuit fonctions est appelée fonction de Peano, c'est

une fonction définie et continue s@ﬁl]] , 0n peut montrer qu’elle passe par tous les pdimtsarré initial.
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A l'aide de la fonction de Peano, on peut se reapgsatiniment dans le carré a I'aide d'un seul parae ! Par
conséquent, il nous faut abandonner la définitietaddimension par repérage. Nous allons la reraplpar une
définition plus géométrique :

Dimension de contenu

Pour simplifier, on se place dans le cadre du plan.

On considére une partid bornée du plan. Pour> 0, on note N(r) le nombre minimal de carrés d’aréte
permettant de recouvrir cette partie. Par exengpld, est un segment de longuewr N(\/Ea/n): n,si A est
un carré d'aréter, N(a/n)=n’.

On définit la dimension de la parti¢ par :

dimA = inf {d € R* /7N (r) est bornée quand— 9.

Pour calculer celle-ci, on peut exploiter le résuiuivant :



. . L . InN(r)
Si (r,) est une suite décroissant vers 0 telle que leorapp,,/r, converge et alors si le rapporft——"=
nr

converge, sa limite est égale a la dimensiomde
Si A est un segment de longuewralors, en prenant, :\/Ea/n, on obtientdimA =1.
Si A estun carré d'aréte alors, en prenant, = a/n, on obtientdimA = 2.

Notons aussi que sd est un singleton alordimA = 0.

Remarquons de plus que diC B alors dimA < dimB mais I'égalité des dimensions n'implique par I'tiga
des ensembles.

Finalement, la définition proposée correspond Rida notion intuitive de dimension, mais notonsetje’ ne
s’applique ici qu'aux parties bornées. En faitedit facile d’étendre celle-ci aux parties non bornées en
considérant la borne supérieure des dimensionmtigsections ded avec tout disque du plan.

Dimension non entiére

Contrairement a la dimension par repérage, la diinerde contenu peut conduire a des valeurs naérest

Par exemple, pour le flocon de Von Koch constryatétir d’'un triangle rectangle d’aréte égale aon constate
gue I'on peut recouvrir celui-ci pe&8.4" carrés d’arétez/(«/é?) ; de plus, il y a nécessairement autant de ces

carrés que le8.4' sommets de la ligne brisée construite a I'étapeOn en déduit que la dimension du flocon

de Von Koch estl = ||n_g =1,26 21072 pres.
n

Pour la courbe de Bolzano, les considérations &nsnt plus complexes, néanmoins on parvient d&er

. . In5 . N . , .
que sa dimension egt= 3 =1,46 210 preés, car, entre autres arguments, il est posséla recouvrir par
n

5" carrés d'arétd/3" .

Qu’est-ce qu’une courbe ?
Les considérations qui précédent montrent qu’ikhigas aisé de définir ce qu'est une courbe du, gast
pourquoi, dans la pratique, on appelle courbe p@astt d’un arc de classé' par morceaux.

Encadré : Démonstration des propriétés relatives & fonction de Peano

On définit les fonctionsf, :[0,]] —[0,1x[ 0,1 de sorte qu’elles paramétrent sur les interva{ké@” Lk + 1)/3'] .
les 3" segments successifs de la ligne brisée constuiéapen . Pourm >n, on observe qu¢, (t) et f, ()
appartiennent & un méme carré de dp& . La distance entre ces deux points est donc afégia la diagonale
de ce carré«/i/fi”' . La suite de pointgf, (¢)) étant alors de Cauchy, elle converge, et sa lirfift¢ appartient
encore au carré, dond(f, (¢), f(t)) g«/é/fs“ . Cette majoration uniforme assure que la suitéodetions (f,)
converge uniformément SL[KD:I] et que la fonction limitef est continue.

Pour observer qué est surjective, commencons par souligner quediaide Im f des valeurs prises pdr est

un fermé car image d’un compact par une fonctiartinae. Puisque les sommets des lignes briséesraites a
chaque étape sont des valeurs prises fpat que ceux-ci forment une partie dense d[@m}}x[o,jr, on peut

affirmer quelm f =[0,1x[0,1 i.e. quef est surjective.

La fonction f n’est pas injective, en effet les points de coordes (13,1 3) et (2/3,2 3) sont des valeurs
prises deux fois. On peut méme approfondir en goaht que les restrictions d¢ aux intervalles
[k/3” ,(k+1)/3‘] remplissent chacun des carrés construit a I'étapet que ces derniers ne sont pas deux a
deux disjoints.



Encadré : Dimension de I'ensemble de Cantor

Deux carrés de cotél3 permettent de recouvrir I'ensemble de Cantor, rguearrés de cot#/9 aussi. Plus
généralement, on peut recouvrir cet ensemble del'de 2" carrés de coté/3' et doncN(1/3')< 2'. De plus,

les 4" extrémités des segments obtenus a I'étapappartiennent a I'ensemble de Cantor et, a caadeuls
distances mutuelles, il y en a au plus 2 dans tné ci cotél/3" . Il faut donc donc au moing” carrés de coté
1/3' pour recouvir cet ensemble et finalemeWifl/3' )= 2' . Comme dans I'exemple de Bolzano, on peut alors

donner la dimension de I'ensemble de Cantdr Iln_g =0,63 41072 pres.
n

En dehors de I'article, mais pour mémoire
Von Koch.

Supposons que le flocon de Von Koch soit recoupart N carrés d’arétea/«/é? . Chague sommet de la

courbe de Von Koch appartient au moins a I'un dgsés. Un carré contient au plus deux sommetgjlers’est
le cas, ceux-ci sont consécutifs disposés au caincdrré et appartiennent aussi a un autre carré.
On élimine les carrés qui ne contiennent pas denss) et on ne garde qu'un carré lorsque plusieurs

contiennent le seul sommet il en resteN’ < N . On numérote les carrés restant dans I'ordre deopes par
les sommets de la courbe, le carré possédant lmebmprécédant celui possédant les sommiegs i +1.
Considérons I'application qui @ un sommet assaeipremier carré qui le contient. Cette applicatigactive.
En effet si deux sommets appartiennent & un mémé, dks sont d’indices et i +1 et le sommet d’'indice
appartient alors un carré précédent celui qui eonti et i+1. L'injectivité de cette application donne

N>N'>34
Bolzano.
La ligne brisée formée a I'étape est formée paB" arétes relian8" +1 sommets.

Iy a 2""% arétes dont la valeur absolue de la pente2est. Une telle aréte peut étre recouverte par

n
k

carrés d'aréteg/3' superposés I'un au-dessus de I'autre. La courligotieano sera entiérement incluse dans le

pavé ainsi formé. Au totall+ 4)' = 5' carrés.

n 2(n—Fk)
Notons que la longueur de ligne brisée forméetapén estl = Z(Z)z-‘ —V1+32 > ?1 A+ 4y = %
k=0

Considérons un recouvrement de la courbe de Boliantés deN carrés d’aréte$/3' numérotés dd a N .

Pouri=1,...,3', notons A, I'ensemble des indices des carrés interceptapbtton de la courbe de Bolzano
joignant les sommets d'indiceset i+1. Les A, ne sont pas nécessairement disjoints mais A, = @ pour

lj—i|>4.
Dans 4,, il existe un carré contenant le sommet d'indicepar continuité, (et si le sommet d'indiger-1

n'appartient pas a ce carré) considérons le pansattie de ce carré (dans le sens ou aucun poinsui
n'appartiendra au carré) de la courbe de Bolzaaotdpologie, ce point est sur le bord du carréplbs il ne
peut pas ne pas appartenir & aucun autre carréé@nmine alors un nouveau carré contenant ce.pirle
sommet d’'indicei+1 n'appartient pas a ce carré, on détermine le renuymint de sortie et on reprend le
processus jusqu’a atteindre le sommet d’indigel . Chaque carré indexé par est considéré au plus une fois

dans cette démarche qui permet finalement de corestine ligne brisée joignant les sommetst i+1 d'une

V2

longueur L, avec L, g3—nCardAi. En rejoignant chacune de ces lignes brisées diorere une de longueur

7z 3

3 3
L:ZILJ: < T ;CardAi §? 4V . Cette derniere est nécessairement plus longue l@uegne brisée

. Finalement5— < N(i) <5,

a2 a2 3

construite a I'étaper ce qui nous donn&/ >



