Accélération de convergence

Au troisieme siécle avant notre ére, Archimede tagaalué le nombrer, en mesurant les périmétres des

polygones réguliers a 96 c6tés inscrit et circahaann cercle donné, il obtenaBt—k% << 3+%.

De nos jours 1,2411 billions de décimales sont uear(record en date du 6 décembre 2002). Entrestea®p
premiéres décimales de furent obtenues en s’appuyant sur une écriturka denction z — arctanc sous la
forme de somme d’une série :

Série de James Gregory

n Y1 42n+2
Pour z€[-11, en intégrant la somme géométrique: (—1)"t* = 1 +( 1111;2

= 5 entre O etz, on
pr 1+t

n _ 1\ +oo (1Y
parvient a l'identité de Gregoryarctan: = lim ﬂmz”l = Zﬂm”‘“.
n—+oo =8 2k 4+ 1 —SZ&+1

+00 g v
En partant dearctanl:% , on obtient la formule de Leibnizz = Zélz(k—ﬂ On peut alors approcher par
k=0

les sommes partiellest;, = Zﬂ

k=0
de connaitre la qualité de [l'approximation réalisédalheureusement celle-ci n'est pas bonne car

l,,—0,|=0(n).
Au XVIII ®™ sigcle, John Machin reprend néanmoins cette icdie part de la formule « qui porte son nom » (il

. De plus,7 est encadré par deux sommes consécutives, ceequep

y a un adjectif pour cela mais je [Iai oublié) %:4arctan]§'— arcta%%g. Il obtient alors
= . 4(_1)k[ 4 1 ] ce qui permet dapprocherm par les sommes partielles:
~ k415" 239"
m :24(_ Dk[ 4 1 ] Comme ci-dessusy est encadré par deux sommes consécutives mags cett
" k415 239
fois-ci |m"*1_m”|:0[W] ce qui est beaucoup mieux. Il parvint ainsi a oiotene centaine de décimales
n. )
der.

Méthode du delta-2 d’Aitken :

Pour obtenir plus de décimales, a moinde codt, mtloss accélérer la convergence de nos suiteasideldu
procédé d’Alexander Aitken (1895-1967). On dit qéwsuite numériquév,) converge plus rapidement vefs

UTI

qu’'une suite(u,) SSi _i — 0. Ainsi la suite (l/nz) converge plus rapidement vers 0 que la s(ite).

L'idée d’Aitken est la suivante : présumons gue) converge very géométriquement, i.eu, =¢+Cyq", &
2

~L | Si maintenant, on

un+2 - 2un+l + un
2
n n H ' un+2un B un+1 n
a u, ={+Cq" +0(q") alors on peut justifier que —=rt "2 —/40(").
un+2 - 2un+1 + un

. - . . . u, U, —1U
l'aide des termes consécutifs,u, ,,u,,,, on peut détermine€,q et { = —+2"

" . . u ,—L .
Pour étre plus précis, on peut montrer que, si— ¢ avech—we[—l,][ alors la suite(v,) de terme
u, —

2
u71,+2un — u7i+1

généraly, =
un+2 - 2un+1 + un

tend vers? plus rapidement quéu,) .
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Notons que I’hypothese% —q€[-17 induit:

e une convergence lente mais alternée ppar—1 (exemple :((—1)" /n) )
+ assez rapide poyg| <1 (exemple :(e‘”) )

e rapide pourg =0 (exemple :(e‘”z) )

En revanche les suiteﬁﬂ;/n) et (l/nz) ne vérifient pas cette hypothése.

Accélération de la convergence vers

Nous allons maintenant appliquer la méthode d’Aitka I'accélération des convergences des sommes de
Leibniz et de Machin. Pour justifier I'accélératiomommencons par déterminer un équivalent de

R, = arctan: — D = Z cy 2%t (pour z €]0,1) fixé) :
A02k+1 kn+l2k+1
—1y +00 = 2k+1
D'une part R, —Rnﬂzﬁm”, dautre part R, + 1 SR, = Z &:O[—i] donc
2n+1 k=n+1 (2k+1)(2k+ 3) n
R ~ (_1) ITY, .
" 220+ 1)
Pour la méthode d’ Eulerg”“—7T — —1, pour la méthode de Machinzt— " —% .
, — T mn — T

Les graphiques ci—dessous illustrent ces accééimen se reférant a la valeur dedont Maple a en mémoire
les premiéres décimales. On y trouve en abscissgnign de calcul et en ordonnée le nombre de décimales
correctes obtenues. La courbe du bas est assodeéesidte initiale, la courbe intermédiaire estevite en
accélérant la premiére, la courbe du haut, en é&cudlla suite accélérée...

Accélération d’Euler Accélération de Machin
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Dans les deux cas, le gain est décimales est isigtifif mais il subsiste un probléme puisque cfdig-ci on ne
connait plus la qualité de notre approximationyeauéent dit : on a gagné des décimales, mais oraiheas
combien !

Encadré :

Quelle est la 100" décimale der ? La commandeval f (x, n) de Maple permet de connaitre les
premiéres décimales d’'une variakleeval f (Pi , 100) donne 3.14159...7068

On pourrait étre tenté de s’en satisfaire et delooa que la décimale cherchée vaut 8, maial f (Pi , 102)
donne 3.14159...706798. Finalement la décimalecbiéer est 7. La prochaine fois nous nous méfierass d
arrondis !
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Formulaire sur =

fli_z ot fli
0l+¢* 4 0 \J1—1¢?
7/ 7/ 2n
f zcosz”td:f *sif ¢ d:[
0 0
j:oo e’ d= % (intégrale de Gauss)

fmﬂﬁm_”
0 t 2

T
2

(intégrale de Wallis)

227v+1

j;mcos@‘z )d:j;+ sinf® )d= \/\/__ (intégrales de Fresnel)

nl~~2mn [E] (Formule de Stirling)
+00 e

o1 g% o=1oAt

Y= Lray

Z o j)i = (formule de Leibniz)

k=0

XR4(-1y( 4 1 ;
— =7 (formule de Machin

o 2k+1[52k+1 23gk+1] ™ ( )

+00 n-+1 2

(22 +1)[ n]_w (somme d’Euler)
n=0 7 n

Z (4n)'1103+ 26390
980 396"
Celle-ci permet, en passant d’une somme partiddesaivante, d’obtenir 8 décimales supplémentalees .

= —" (formule de Ramanujan)
™

Et enfin,la plus jolie de tousear reliant les constantes mathématiques fondaesnt €™ +1= 0
Formule d’Euler.
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