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Exercice 1 [ 02582 ] [Correction]

(a) Montrer l’existence, pour 6 € ]0; 7|, d’'un majorant My de la valeur absolue de
Sp = Zcos(kﬂ).
k=1

(b) Montrer que = — r‘/_gl est décroissante sur [2;4o00].

(¢) En remarquant de cos(nf) = S, — Sp_1, étudier la convergence de la série de
terme général

n
—— cos(nb).

Up =

(d) En utilisant ]cos(k9)| > cos?(kf), étudier la convergence de > |uy|.

Exercice 2 [ 02515 ] [Correction]
Etudier la nature de la série de terme général

_1)n
un:1n<1—|—sin( ) )
na

pour a > 0.

Exercice 3 [ 03371 ] [Correction]

(a) Déterminer la limite de la suite définie par

e~ Un
n+1

up > 0et Vn € Nyuyy =

(b) Déterminer la limite de la suite définie par
Uy = Ny,

n

(c) Donner la nature de la série Y u,, et celle de la série > (—1)"u,

Exercice 4 [ 03584 ] [Correction]
On pose

+oo d
In:/ e pour n € Nyn > 2.
0 14 an

(a) Déterminer une suite de fonctions (f,,) telle que

1
.y

(b) Déterminer deux réels a et b tels que

b 1
I, =a+ — 40| — ) quand n — +o0.
n n

Exercice 5 [02348] [Correction]

G(m,y):/oy t— [t dt

t(t+x)

(a) Justifier que

ot [t] représente la partie entiére de ¢, est définie sur (R ).
(b) Montrer que G(z,y) tend vers une limite G(z) quand y tend vers +oo.

(c) Montrer que

Wn € N, G(n, y) = ~ </0n t *tm dt — /yym t*tm dt>.

n

(d) On note H(n) = nG(n); montrer que la série de terme général

H(n)—H(n—l)f%

converge et en déduire un équivalent de G(n).

Exercice 6 [o02538] [Correction]
Soit f de classe C? sur [0;+oo[ telle que f” est intégrable sur [0;+oo[ et telle que

I’intégrale f0+°° f(t) dt soit convergente.
(a) Montrer que
lim f'(z)=0et

Tr—r+o0

lim f(z)=0.

Tr—r+o0

(b) Etudier les séries

ST im) et Y ().

Exercice 7 [o02509 ] [Correction]
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(a) Calculer

+o0o 2

1
/ ﬂdm
o 1+at

en effectuant notamment le changement de variable x = et.

(b) En déduire la valeur de
/ oo dx
0 1 + x4 ’

Exercice 8 [o1770] [Correction]
Soit g définie sur R par

o) = [ s

ou f est continue, de carré intégrable sur R, .
(a) Etudier le prolongement par continuité de g en 0.
(b) Exprimer ¢'(x) en fonction de f(x) et de g(x) pour z > 0.

(c) Pour 0 < a < b, montrer que

b b
/ ()t =2 / F(D)g(t) dt + ag?(a) — bg*(b)

puis montrer que

b +oo +o0
\//ag(t)dtg\//o f(t)dt+\/ag(a)+/0 £2(8) dt.

(d) Etudier la nature de

A+mg%ﬂdt

Exercice 9 [ 03705 | [Correction]

(c) Méme question pour

(n+1)7 dt
Z /mr 1+ tosin®(¢)

(d) Donner la nature de 'intégrale
/’+OO dt
o 14+tosin®(t)

Exercice 10 |[o033s85 | [Correction]

(a) Etudier l'intégrabilité sur ]1;4oo[ de

(b) Montrer

Exercice 11 [o02555 | [Correction]

On considére
Int

(1+1)2
(a) Etudier I'intégrabilité de f sur J0;1] et [1;+oo|.

(b) Calculer
1 +oo
| arapdte [ et
AT R A e

fit—

(a) a désigne un réel strictement supérieur & —1. En posant x = tant, montrer

/“/2 dt o
o l+asin®(t) 2y/1+a

(b) Donner en fonction de « > 0, la nature de la série

T dt
Z/o 1+ (nm)sin®(t)

Exercice 12 [o03375 | [Correction]

(a) Montrer que
Ve eR,e* > 1+ x.

En déduire .

142"

VteR1-2<e® <
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(b) Soit n € N*. Etablir 'existence des intégrales suivantes Exercice 15 |[o2527 ] [Correction]
. . N Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)
> © At donnée par
I= e I :/ 11—t dt et J, :/ —_— p
A " Jo ( ) "y (+t2)n fn(z) = sin" (z) cos(x).
puis établir
I
I, < 7n < Jn- Exercice 16 [02532] [Correction]
(©) O (a) Montrer que la suite de fonctions f,(x) = 2(1 + n%"*) définies sur R pour
) U pose /2 a € R et n € N* converge simplement vers une fonction f & déterminer.
Wy = / cos" wdx. (b) Déterminer les valeurs de o pour lesquelles il y a convergence uniforme.
0
. (c) Calculer
Etablir 1
Iy, = Wapy1 et Jppr = Wap. ngl}}oo . (1 + v/ne ") da.

(d) Trouver une relation de récurrence entre W,, et W,, .
En déduire la constance de la suite de terme général
Exercice 17 [o2518] [Correction]

up, = (n+ L)W, Wy, Etudier la suite de fonctions (f,) définie par
(e) Donner un équivalent de W,, et en déduire la valeur de I. Ful@) = nwle "
T — e

Exercice 13 [o37s5 ] [Correction]

On introduit Papplication sur [0;4o00] Exercice 18 [03194] [Correction]
Définition, continuité et classe C! de

—T

x"e

n! — ()" [z
— E =,
x 2 Sm(n)

(a) Etudier les convergences de la suite de fonctions (f,,).

fnix—

(b) Etudier les convergences de la série de fonctions 3 f,.

Exercice 19 [o02529 ] [Correction]
Montrer que

Exercice 14 [o02558 ] [Correction] +oo
Ensemble de définition et continuité de f(x) = Z — arctan(nz)
+ n=1 n
o0
f(z) = Z eIV, est continue sur R et de classe C* sur R*.
n=0

E la limi équival +. . .
n trouver la limite en +o00 et un équivalent en 0 Exercice 20 [ 00039 ] [Correc tlon]

On note E l'espace des suites réelles bornées u = (uy, )nen telles que ug = 0.
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(a) Montrer que Exercice 23 |[o4941 | [Correction]
Noo(u) = sup |u,| et N(u) = sup |un11 — un (a) Montrer que, pour tout a € ]0; 1], 'intégrale suivante converge :
neN neN
a
définissent des normes sur ’espace E. / w dz.
(b) Montrer que 0 *
Vu € B, N(u) < 2Noo(u)- (b) Justifier que, pour tout a € |0;1],
Déterminer une suite non nulle telle qu’il y ait égalité.
(c) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes. / “z+In(l—2x) do — — io a”
0 x? B —nmn+1)
Exercice 21 [ 03786 ] [Correction] '
On munit E = M,(C) de la norme (c) En déduire la convergence et la valeur de
=Mp
M| = il Yz +In(1—
M| max Im | / z+ n(2 2) du.
O x
(a) Soient X fixé dans CP et P fixé dans GL,(C); montrer que
H(M)=MX et (M) =P 'MP
) o ) Exercice 24 [02394 ] [Correction]
définissent des applications continues. Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1.

(b) Montrer que Pour z € |—1;1[, on définit
F(M,N) = MN

+oo
. . . S(x) = ",
définit une application continue. () z%“n”f
n—

(c) Soit A € M,(C) telle que la suite (HA H) soit bornée; montrer que les On suppose que la suite (a,) est & termes réels positifs et que la fonction S est
valeurs propres de A sont de module inférieur a 1. bornée sur [0;1].

(d) Soit B € M, (C) telle que la suite (B™) tende vers une matrice C. Montrer
que C? = C'; que conclure & propos du spectre de C'?
Montrer que les valeurs propres de B sont de module au plus égal & 1

(a) Montrer que Y a, est une série convergente.

(b) Montrer que

“+o00 “+o0o
. n)
. . A (Z ) =2 o
Exercice 22 [o02587] [Correction] n=0 n=0
Soit u, v, w trois fonctions de classe C? de [a;b] vers R (avec a < b). On suppose

u(a) wv(a) w(a)
5/((12) ;)/((l;)) w/((l;)) =0 (a) Quel est 'ensemble de définition de

Montrer qu'il existe ¢ € ]a; b[ vérifiant (@) arcsinz

SV

Exercice 25 [03699 | [Correction]

g

u(a) v(a) wla)
lf,(b) 11/(6) Uj/(b) =0. (b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du premier
u’(c) v"(e) w"(c) ordre avec pour condition initiale f(0) = 0.
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(c) Montrer que f est développable en série entiére et en donner le rayon de
convergence.

Exercice 26 03307 ] [Correction]
Soit (fn) la suite des fonctions donnée par

Vn > 2, Vx € R, fr(z) = (=1)" In(n)a".

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > fi,.
On note S sa somme.

(b) Montrer que

+oo
Vo € ]-1;1[,5(z) = 1 i - <Z(—1)n+1 ln(l + i)x"“).

n=1

(c¢) En déduire que S admet une limite en 1~ et que
1[(X 1
I - _q)nt =),
lim S(x) = 3 (Z( 1) ln<1 + n))
n=1
(d) Calculer la limite ci-dessus en utilisant la formule de Wallis

1x3x---x(2n—-1) 1
Vn=—.
VT

.
n-> oo 2x4x---x(2n)

Exercice 27 [o03694 | [Correction]
(a) Etudier la parité de
fra— ez2/2/ e /2 qt.
0

(b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle & déterminer.

(c) Justifier que f est développable en série entiére et donner ce développement.

Exercice 28 [oo03s ] [Correction]

(a) Etudier la convergence et préciser la limite éventuelle de (a,) définie par

ant+1 = In(l 4+ ay,) et ag > 0.

(b) Rayon de convergence de Y a,a"

(¢) Etudier la convergence de (Z anx”> sur le bord de l'intervalle de

convergence
(on pourra étudier la limite de 1/a,4+1 — 1/a, et utiliser le théoréme de
Cesaro)

Exercice 29 [o3301 | [Correction]

Développer f(x) = ch(z) cos(z) en série entiére en 'exprimant & 1’aide de
fonctions exponentielles.

Retrouver le résultat en remarquant que f est solution de I’équation différentielle
y@ 4+ 4y = 0.

Exercice 30 [o02500] [Correction]
Soient k£ > 0 et

1
flz) = /0 tk sin(xt) dt.

(a) Montrer que f est continue sur R.

(b) Montrer que f est dérivable sur R et vérifie
Ve e Ryzf'(z) + (k+1)f(x) =sinz.

(c) Déterminer toutes les fonctions développables en série entiére en 0 solutions
de zy’ + (k + 1)y = sinx en précisant le rayon de convergence.

Exercice 31 [o02498] [Correction]
On considére I’équation différentielle

(E): ty' +y = 3t% cos(t*/?).

(a) Montrer qu’il existe une unique solution v de (E) développable en série
entiére sur un voisinage de 0.

(b) Trouver I'ensemble des solutions de (E) sur R et en déduire une expression
plus simple de v.

Exercice 32 [o3ro7 | [Correction]
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(a) Pour quel réel z, l'intégrale suivante existe-t-elle

“+oo
/ _dt
o x+et

(b) Donner alors sa valeur.

(c) Montrer que

f<m>=/0+°°dt

T+ et

est développable en série entiére et exprimer ce développement.

Exercice 33 [ 02605 [Correction]
Soit o € |-1;1[.
(a) Montrer, pour tout x € R, la convergence de la suite de terme général

n

P,(x) = H (1- ozka:)

k=0

vers une limite que ’on notera P(z).

(b) Soit f: R — R continue vérifiant I’équation fonctionnelle
(E):Vz eR, f(z) = (1 —2)f(ax).

Montrer, pour tout = € R,

(c) Montrer que la fonction x — P(x) est développable en série entiére sur R.

Exercice 34 [ooo7s | [Correction]
Soit x € Ret 6 € ]0;7/2].

(a) Calculer la partie imaginaire du complexe

sin fel?
1 — xsinfeid”

(b) En déduire le développement en série entiére de

@) zarctan<ac— ! )

tan @

Exercice 35 [o2512] [Correction]

(a) Quel est le domaine de définition de

+oo n
S(x):ngoern

pour a € |—1;1[7
(b) Déterminer la limite et un équivalent de S en +oc.

(c) Développer en série entiére

1
S(z) - -
Exercice 36 [oo0o7s | [Correction]
Calculer
io JJSTL
SO (a:) =
n=0 (3’)7,)'

(on pourra calculer Sy (z) = 372 ézi:;), pour k € {0,1,2})

Exercice 37 [o02525] [Correction]
Montrer que
f(x) = arctan(1 + x)

est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner son rayon de
convergence. Calculer cette série entiére.

Exercice 38 [o02414] [Correction]
Soient > an,a™ et > b,a™ deux séries entiéres de rayons de convergence R et R'.

(a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de »_ ¢, z™ avec
n
Cn = Zk:() akbnfkr-

(b) Déterminer le rayon de convergence et la somme de

> U S P
2 3 n '

n>1

Exercice 39 [o3298] [Correction]
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(a) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

Zln(nz 1>x” et > sin(e")a".

(b) Une série entiére converge-t-elle normalement sur son disque ouvert de
convergence ?

Exercice 40 [ 02506 | [Correction]
Soit a € ]-1;1[. On pose

+oo
f(z) = Z sin(a™x).
n=0
(a) Montrer que f est définie sur R.

(b) Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € N* et tout = € R,

1
1—lal

|F®) ()| <

(c) Montrer que [ est développable en série entiére.

Exercice 41 [o02565 ] [Correction]
Trouver le rayon de convergence de

Z shn xn
= nn+1)" "

Calculer la somme dans le bon intervalle.

Exercice 42 [o02551 ] [Correction]
Calculer

1
an :/ (1 — )" dt
0

pour n € N*.
Calculer le rayon de convergence de la série entiére > a,a".

Calculer la somme de cette série entiére sur 'intervalle ouvert de convergence.

Exercice 43 [o03383] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ ou (a,) est la suite
déterminée par

ap=0a,a1 =L et Vn € Njayyo = 20,41 — apn

avec (a, 3) € R2.

Exercice 44 [o02523] [Correction]
Soit une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence non nul.

(a) Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que |a,| < 1/r™ & partir d’'un certain
rang.

(b) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) o 2" ?

(c) On note S, =1 _, ar. Quel est le rayon de convergence de la série entiére
Sn n9
R AL
n!

Exercice 45 [02534] [Correction]
On pose
V0 € R,¥n € N, a,, = cos(n#).

—+oo

(a) Calculer - =/

anz™ pour tout x € |—1;1[.

Qn

n+1

(b) Montrer que pour tout 8 # kr, la série
somme & ’aide d’une intégrale.

converge et exprimer sa

(c) Calculer cette intégrale pour 6 € ]0;n[.

Exercice 46 [ 02597 | [Correction]
Montrer que g: t ~— 3+ % est de classe C* sur R.
En déduire que h: t — g(t)e™! est de classe C*° sur R.

Montrer que f0+oo h(t) dt existe et calculer son intégrale.

Exercice 47 [o4155 ] [Correction]
Soit p € N*. Pour tout n € N, on pose

S /+°° i
= —€ .
")y et—1

(a) Montrer l’existence de l'intégrale définissant S),.
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(b) Pour a,b € N*, on pose

“+o0
T(a,b) = / t2e bt dt.
0

Simplifier 'expression de T'(a, b).

(¢) Montrer que pour tout naturel n

S
k=1

(d) Montrer que la suite (S,,) converge vers 0.
(e) Montrer

+00 1
So ZP!Z Lpl
k=1

Exercice 48 [o04944 ] [Correction]

Soit . ,
o0 —x : t
F:x— / ¢ smt dt.
0 t

(a) Justifier que F est définie et de classe C* sur R% et calculer F'(x).
(b) En déduire une expression simplifiée de F(x) pour tout = > 0.

Exercice 49 [ 04945 ] [Correction]

(a) Justifier ’existence de

In/*“’dx
o (L4+a?)n

(b) Montrer que la suite (I,)p>1 converge et trouver sa limite.

(c) Etudier la convergence de > (—1)""'I, et calculer son éventuelle somme.

pour n € N*,

Exercice 50 [o37s81] [Correction]

Prouver 'égalité
1 2 +oo n
1 -1
| B a2y U
0 1+a? (2n+1)3

n=0

Exercice 51 [o3311] [Correction]
Soit a,b deux réels strictement positifs.

(a) Justifier 'existence pour tout z € R de
+oco —at __ ,—bt
F(z) = / % cos(at) dt.
0

(b) Justifier que F est de classe C' sur R et calculer F’(z).
(c) Exprimer F(x)

Exercice 52 [00933] [Correction]

Etablir
1 +oo n—1
-1
/ ¥ dx = Z L
0

nn
n=1

Exercice 53 [o02537] [Correction]

(a) Donner le domaine de définition de la fonction

+oo
I''z— / t* et dt.
0

I,(z) = /On 1 <1 - Z)n dt.

(c) Expliquer rapidement pourquoi (1 — %)n converge vers e~ ! et montrer que

(b) Calculer l'intégrale

T

nn!
I'(z) = 1li
(@) n= oo zx+1)...(x+n)

Exercice 54 [o03s00] [Correction]
Etudier la limite éventuelle, quand n tend vers +oo, de la suite

+oo n

X
I, = ———dux.
/0 Loz
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Exercice 55 [o3so7 ] [Correction] (a) Montrer que F est de classe C* sur ]0; +o0l.
Montrer que la fonction f,, donnée par (b) Calculer F'(x) et en déduire 1’expression de
In(1+z/n)
() = ——— 2 G(z) = F(z) + F(1/z).
fulw) = S (v) = F(x) + F(1/2)

est intégrable sur RY . (c) Soit 6 € R. Calculer

Montrer que la suite de terme général u, =n 0+°o fn(z) dz converge vers une 1y 1 Int
limite & préciser. dt.
imite & préciser /o FF 125 2teh(@) 1
Exercice 56 [02392] [Correction] . )
Soit f une application réelle de classe C* sur [a;b] avec 0 < a <1 < bet f(1)#0. Exercice 59 [ 02517 [Correction]
Soit (fn) la suite de fonctions telle que Pour n € N* et 2 € R, on pose
4
7 f(:c) n 1‘2 2n

falz) = 1+an fn(aj)_ﬁ =55 -

(a) Déterminer la limite simple de (fy,). Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un segment [a ; b].

(b) Etablir Iégalité suivante : Montrer que

1 lim [ fu(z)g(z)dz = g(0).
lim /b fa(t)dt = / f(t)dt. n%+oo/R

n—-4oo

(c) Montrer que . Exercice 60 [ 03619 ] [Correction]
/ tn—lfn(t) dt ~ lnlf(l) Soit F' la fonction définie par :
u n
—+oo
t t
Fla) = / arc an(i ) a
0 t(1+1¢2)
Exercice 57 [o1771] [Correction]
Vérifier que la suite de terme général (a) Montrer que F est définie et de classe C* sur R, .
On admet l'identité
/+°° sin(nt) dt ) )
un = —
; nt 12 x 1 z 1

A+ 222)1+2) 1+a22 142

est bien définie et étudier sa convergence.
valable pour tout x et ¢ dans R

(b) Déterminer l'expression de F'(z).
Exercice 58 [02556 ] [Correction]
Pour z > 0, on pose

1

Int . .

F(z) :/ o E)Fercme 61 [o02583] [Correction]
o ttz Soit n € N*,
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(a) Ensemble de définition de (a) Pour quelle valeurs de « la fonction f,, est-elle continue ?
oo & Dans la suite, on prendra cette valeur de a.
I,(x) = —. b) Mont n €st bornée.
n(x) A A+t)" (b) Montrer que f, est bornée

(b) Montrer que si x > 1, Y I,,(z) diverge (c) Montrer que f0+00 fn(@) da existe pour n > 2.
) n v .

(¢) Caleuler I,,(2) pour n > 1 (d) Exprimer [,"™ f,(z)da comme la somme d’une série.

E’ferCice 62 [ 02570 ] [Correction] _ . Exercice 65 |[02535] [Correction]
Soient p et k 2 entiers naturels, non nul. Soit fp x: z — zP(lnx)". Quelles sont les fonctions continues f telles que

(a) Montrer que f, 5 est intégrable sur ]0;1]. Soit

' r)=—-1-— : 2@ —t t) de?
Kpi= [ (o) de. 1) [ o5
0

b) Exprimer K, ;. en fonction de K, j_1.
(b) P P Exercice 66 [ 02419 ] [Correction]

. 1 .
(c) Exprimer J, = [y (zInz)" dz en fonction de n. Soit f: R — R continue vérifiant 1’équation

(d) On pose I = fol x* dz. Montrer

too . Vo € R, f(x)Jr/w(xft)f(t)dt:l—x.
_ Zi 0
= (n+1)nt+l

(a) Montrer que f est de classe Cl.
(b) Trouver toutes les fonctions f solution de I’équation étudiée.
Exercice 63 [o1102] [Correction]

(a) Donner les limites éventuelles en +oo des suites de termes généraux
Exercice 67 [o3rs2] [Correction]

U, = /1 _dt ot V. = /+OO d¢ Reésoudre sur |—7/2;7/2]
o ) Tt )
/ 2
Yy (x) — tan(z)y + (cosx)” = 0.
(b) Quelles sont les natures des séries (@) () ( )

ZUn et ZVn?.

n>1 n>1 Exercice 68 [o02573] [Correction]
En indiquant les hypothéses nécessaires, effectuer le changement de variable
u = p(t) dans I’équation différentielle
Exercice 64 [o02360] [Correction]
Pour n € N*, soit f,, I'application définie par 1+t +ta' +a*x =0

ent —1

fo(@) {QSh(w) size€]0;+oo| tel qu’elle devienne une équation a coefficients constants et la résoudre.
n\T) = .
o} si x = 0.
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Exercice 69 |[o02540] [Correction] (b) Le champ de vecteurs V dérive-t-il d'un potentiel U (z,y)?

On veut résoudre (c) Calculer la circulation de V selon 7; et 7,. Conclure.

(E): (x +1)y" — 3z +4)y + 3y = (3z + 2)e>”.

Si A est Popérateur de dérivation et Q(X) = X — 3, on a Q(A)(y) =y’ — 3y. Exercice 73 |[02530] [Correction]
Mogtrer Vexistence d’un polynome P de la forme a(z)X + b(x) tel que (E) (a) Etudier les branches infinies, les variations, la convexité et représenter
devienne Ft)=t—Int— 1

P(A A = (3x + 2)e®”. ¢

(P(A) 0 Q(A))(y) = 3z +2)e (b) Résoudre f(t) = 0.

Résoudre I’équation a ’aide du changement de variable z = Q(A)(y). () Trouver les extremums globaux et locaux de
g(z,y) =zlny —ylnz.
Exercice 70 [o02528] [Correction]

(a) Montrer qu’il existe une solution h de ’équation
zy’ +y' +y=0
développable en série entiére et vérifiant h(0) = 1.

(b) Montrer que h s’annule sur ]0;2[.

(c) Montrer que h ne s’annule qu’une seule fois sur ]0;2].

Exercice 71 [o03215] [Correction]
Soit A € M3(R) telle que
SpA={-2,1,3}.
(a) Exprimer A" en fonction de A2, A et I3.
(b) Calculer

Exercice 72 [o03799 ] [Correction]
On pose
Y(t) =a(l —t)i+btj avec 0 <t < 1.

Fa(t) = acos(s)i + bsin(s)j avec 0 < s < 7/2

et le champ de vecteurs =
V =yi+ 2xj.

(a) Représenter les courbes paramétrées par 41 et 7s.
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Exercice 1 : [énoncé]
On a
n in6
_ iko | _ e —1
Sy, Re(kg_le > Re(e T >

2
Sp| < ——
S0l < g7y

donc
= M.

Posons f(x) = Lajl

by la-1) -2 1
o= "—1p
donc f est décroissante sur [2;400].

uy, = f(n)cos(nf) = f(n)(S, — Sp—1) donc

N
D un
n=2

Or f(N+1)Sy ——— 0car Sy =0(1) et f — 0.
N—+o00 400

(x+1)
ST oz =

N N

n=2 n=2

De plus

|(F(n) = f(n +1))8u| < My(f(n) = f(n+1))
avec Y f(n) — f(n + 1) série convergente (car f converge en +o00) donc par
comparaison Y (f(n) — f(n+1))S, est absolument convergente.

<Zg—2 Un

converge et donc Y u, converge.
N>2

Ainsi par opérations,
On a

lun| = ni\/_ﬁl|cos(n0)| > ﬂl cos?(nf).
Or cos2a = 2cos? a — 1 donc cos®a > 3 cos2a + 1 puis

vn 1 /n
n—1 2n—1°
En reprenant ’étude qui précéde avec 20 au lieu de 0, on peut affirmer que

Z %n\/—ﬁl cos(2nd)

1
[tn| > 3 cos(2nf) +

converge tandis que Y 2(n7\/—ﬁl) diverge puisque %T@ ~ ﬁ

Par comparaison, on peut affirmer que Y |u,| diverge.

N—1
> f)Sn=> " f(n+1)S, = (f(n)—f(n+1)) Sp+f(N+1)Sn—f(2)Sh.

Exercice 2 : [énoncé]
Par développement

avec

et w, =

1 1
“onae O\ e

> v, converge en vertu du critére spécial des séries alternées et »  w,, converge si,
et seulement si, 2ac > 1 par équivalence de termes généraux de séries de signe
constant. Au final, Y u, converge si, et seulement si, & > 1/2.

Exercice 3 : [énoncé]
(a) La suite étudiée est bien définie et & termes tous positifs. On en déduit
e Un 1
<
n+1"n+1

Oéun-&-l =

et donc par encadrement u,, — 0.
(b) Pour n > 1, on peut écrire v, = e~ %~ et alors v,, — 1 par composition de
limites.
(¢) On en déduit
U ~ 1/n.

La série Y u, est alors divergente par équivalence de séries & termes positifs.
On a aussi

un: = =

e Un-1 _ 1 —tup—1+0(tn-1) 1 1 o) !
n n noon?

donc

(=1)"u, = D", 0< ! )

n n?
La série Y (—1)"/n converge en vertu du critére spéciale et Y O(1/n?) est

absolument convergente par argument de comparaison. Par opération sur les
séries convergentes, la série > (—1)"u,, converge.

Exercice 4 : [énoncé]
Notons que l'intégrale I,, est bien définie.
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(a) On découpe l'intégrale en deux

/1 dx /+°° dz
I, = + .
0 1 —+ " 1 1 —+ "

On réalise le changement de variable x = 1/t sur la deuxiéme intégrale

/1 dx /0 t"—2dt
lﬁ = + -
o 14+azm 1 1+tn

puis on combine les deux intégrales pour obtenir

1 -2
1+
In:/ T
o l4tn

1 n-2 n
t —1
In:1+/ L T
o (1+1tn)

1 n 1 n—1
¢ 1 ¢
/7dt:—/ T
0 1+tn n 0 1+tn

ce qui donne par intégration par parties

Loy 1 1 [t
/ dt:fln2—f/ In(1+4¢")dt

(b) On peut écrire

D’une part

avec

1 1
1
og/ 1n(1+t")dt§/ rdt= —— — 0.
0 0 n+1

1 -2 n—1

t" 1 1nt

/ _dt = 7/ T

0 1+t n ]0,1]t1+t

avec par intégration par parties

1 -1
1 nt"
/ S gt =

. t141tn

Quand ¢ — 07, on obtient

1nt" ! In(1 + "
/ - dt:1n2+/ A+ g
oy B 1417 ot

D’une part

{m@:m]}[ In(1+")

t2

ot, sachant In(1 + u) < u,

In(1 + ¢ ! 1
og/ Wdtgft””dt: — 0.
10;1] t 0 n—1
On en déduit
I, =1+o0(1/n).
Exercice 5 : [énoncé]
(a) Soient x,y > 0.
La fonction e
fit— mild
t(t + )
est définie et continue par morceaux sur |0;4oo[ D ]0;y] et quand ¢ — 0,
t 1

1
f(t):t(t+x) itz @

donc f est prolongeable par continuité en 0.
Par suite l'intégrale définissant G(z,y) existe bien.

(b) Quand ¢t — +o0,
_ oM _,4(L
1) = tit+z) O(t2>

donc f est intégrable sur ]0;4o00].
Par suite G(z,y) converge quand y — +00 vers

47 +a)t47 UJ
G(x)—/o G+ o) dt

(¢) On remarque que

et on en déduit

G(n,y)zlfoyt_uJ Sl

n 4 t+n
Par linéarité de l'intégrale et changement de variable, on obtient

G(n,y)—i(/oylf_l}ﬂdt—/rly+nt_z}tjdt>.

Enfin par la relation de Chasles

G(n,y)zi(/ont_tm dt—/yyﬂt_ttﬂdt).
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(d) Puisque on obtient )
y+n 4 y+n
Y t YJy Y .
is

on obtient quand y — +oo b Inn

G(n) ~ on

n

G(n)zl/ont_l—tjdt

n t

et on a alors

o= [l
Par suite

H(n) — H(n — 1) :/:t_twdt:/o ﬁdu
puis

H(n)—H(n—l):1—(n—1)ln<1+ni1).

Par développement limité, on obtient

H(n)—H(n-1)= !

On en déduit que la série de terme général

H(n)— H(n—1) — — _0(1).

2n n?
Posons
+o00 1
S = (H(n)—H(n—l)—>
= 2n
On a N
Z(H(k) —H(k—1)— 2k> =S +o(1)
k=1
donc
1~1
H(n) — H(1) — 52% =S +o0(1)
k=2
Sachant
"1
Z =Inn+~v+o(1)

s ) = 3+ 0

Exercice 6 : [énoncé]

(a) Puisque f est de classe C2, on peut écrire

f@=f@+é?%ﬂt

Par intégrabilité de f”, la fonction f’ admet une limite finie £ quand

T — +00.

Si ¢ > 0 alors, pour z assez grand f’(x) > £/2. Notons A > 0 tel que ce qui
précéde soit vrai pour z > A. On a alors

T A z
f@=ﬂ®+AfW&zﬂmﬁAf@&+A§&

et donc f(z) > fx/2 + C* ce qui empéche la convergence de f0+oo f(t)dt.
Si ¢ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc ¢ = 0.
Posons

F(z) = / f(t)dte.
0
Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale
x+1

F(x+1):F(x)+f(x)+/ (x+1—1t)f(t)dt.

x

Quand x — +o0,
+oo
F(x),Flx+1) — / ft)dte.
0

Aussi f'(z) — 0 et

x+1
1—t)f(t)dt]| < "(t 0
[ wri-orma] < o o] -

donc par opération f(z) — 0.
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(b) Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale (b) Par le changement de variable C! strictement monotone z = 1/¢, on obtient
, n+1 . T dx oo 22dx
foe = o+ 7+ [ () -0 o [
d et donc
one ntl /+°° dz ™
!/ 11 - =
Fo) =t =fm+ [ r1-nrea . Trai "3

La série de terme général f(n+ 1) — f(n) est convergente car de méme nature
que la suite (f(n)) qui converge en +o0o. La série de terme général Exercice 8 : [énoncé|

n+1 "
Jn " (1 =1)f"(t) dt est absolument convergente car (a) Soit F' une primitive de la fonction continue f. On a

n+1 n+1 1
/ (n+1-1)f"(t) dt‘ < / (0] at 9(x) = —(F(z) = F(0)) — F"(0) = f(0).
n n r—r
et le terme majorant est sommable par intégrabilité de f”. Ainsi on peut prolonger g par continuité en 0 en posant g(0) = f(0).
Par conséquent, la série Y f/(n) est convergente. (b) Soit F' une primitive de f (il en existe car f est continue).
Aussi On a
1 . n+1 (n +1— t)2 . g(.’IJ) = 7(F(‘T’.) - F(O))
F 1)=F = —2 f(t) dt.
(n+1) (n) + f(n) + 2f (n) +/n 2 () On en déduit que g est dérivable sur R et
On peut alors mener le méme raisonnement et conclure que Y f(n) converge. 1 flx) flz)—g(x)
(@) = ——(F(z) - F(0)) + = :
x x x
. ’ . (c) Par intégration par parties
Exercice 7 : [énoncé]
S , . P . b b b
(a) L’intégrale de 2depart es;c bien d‘eﬁr.ue. En effet, la fonction / g (t)dt = [tgz(t)} _ 2/ tg' (t)g(#) dt
frax— (14 2%)/(1 4 «*) est définie et continue par morceaux sur [0;+oo[ et a a a
L, . -~ 2 . 9e L 1oy,
on vérifie f(x) Nete 1/2* ce qui donne un argument d’intégrabilité. donc b b
Par le changement de variable C! strictement croissant « = e?, b
: [ =[] ~2 [ (160 - a0)g(o)a
+oo 2 “+oo 2t 400 a a a
/ Lo dr = / ¢+ 1et dt = / chi dt. puis la relation proposée.
1+ z* oo €M1 _eo Ch2t P e
0 o 0 On en déduit par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Or b b b
ch2t =2ch?t — 1 =1+ 2sh*¢. /gQ(t)dtSQ\// f2(t)dt\// g2(t) dt + ag*(a)

Par le nouveau changement de variable C! strictement croissant v = sht
puis

T+ 22 T du 1 too b b b
[ rrmde= [ rae = v laentva] 7= 7 /gQ(t)dt—Q\// f2(t)dt\// #2(0)dt < ag*(a)
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en ajoutant un méme terme de part et d’autre

(\//ab gH(t)dt — \//ab f2() dt)2 < ag’(a) + /ab F2(t)dt

puis par la croissance de la fonction racine carrée

\//:92(“ “ Wabf%) dt < )\//:g%)dt— \//abfz(t)dt‘
< \/a92(a)+/abf2(t)dt

ng%t)dt < \//bf2(t) at + \/agz<a>+/bf2<t>dt

a 0 0
\/ e 2 \/ 2 e 2
g/o F2(t) dt + ag<a>+/o F2(t) dt.

(d) En faisant tendre a vers 0, on obtient

b “+o00
¢ / gz<t>dt<2¢ [~ row

et on en déduit que la fonction g2 est intégrable sur R, car les intégrales de
g? sur les segments inclus dans R, sont majorées.

et enfin

Exercice 9 : [énoncé]

(a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1 en tant qu’intégrale d’une
fonction définie et continue sur le segment [0;7/2]. Par le changement de
variable proposé, qui est C! strictement monotone, on obtient

/”/2 dt _/+°° dz
o 1l+asin®(t) Jo 1+(1+a)z?

En considérant © = z+/1 + a, on détermine une primitive de la fonction
intégrée

—+o0

Feo dz 1
= arctan(v1 +
[ e = [y eI 0

(a)

Finalement

/2 dt ™
/0 1+asin’(t) 2V/1+a
Par la symeétrie du graphe de fonction sinus en 7/2, on peut directement
affirmer

/’T dt _, /”/ 2 dt

o 1+ (nm)esin?(t) o 1+ (nm)esin?(t)
Le calcul qui précéde donne alors

al—a/2

ne/2 °

T dt T
/0 1+ (nm)osin®(t)  /1+ (nm)® -

Par équivalence de séries a termes positifs, la série étudiée converge si, et
seulement si, a > 2.

Pour ¢ € [nm; (n+ 1)7], on a
1+ (nm)“sin?(t) < 14 t*sin?(t) <14 ((n + 1)m)* sin?(¢).

Puis en passant a 'inverse et en intégrant, on obtient l’encadrement

(n+1)7 dt (n+1)7 dt (n+1)7 dt
/ —5 o < / — = = / P O WO
nm 14+ ((n+ 1)m)>sin“(t) nr 1+ t>sin®(t) nm 1+ (nm)>sin”(¢

Par comparaison de séries & termes positifs, la convergence de la série étudiée
équivaut a la convergence de la série précédente. La condition attendue est
donc encore o > 2.

Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux
intégrales suivantes
/n‘n' dt
o 14tosin®(t)

La fonction intégrée étant positive et la suite de segments [0;nw| étant
croissante et de réunion R, la convergence de 'intégrale proposée entraine la
convergence de la série et inversement. On conclut que l'intégrale étudiée
converge si, et seulement si, a > 2.

Exercice 10 : [énoncé]

La fonction f est définie et continue par morceaux sur |1 ;+ool.
Quand z — 17T,
(x—1) 1

r—1
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et quand x — +o0

@) ~ 2372 2\ L0001

\/erx_O( 1 )

donc f est intégrable sur |1;4o0].

(b) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ ([w5) ([ 5e)”

En calculant les intégrales introduites

Exercice 11 : [énoncé]

(a) La fonction f est continue par morceaux sur |0; 4ol
Quand t — 0%, Vtf(t) = 0 et quand t — +oo, t3/2f(t) — 0 donc f est
intégrable sur ]0;1] et [1;+o0].

(b) Par une intégration par parties ot l’on choisit judicieusement une primitive
s’annulant en 0

1 1 1
Int 1 1
[t [ )] - [ = w2
o (T+1)2 1+t/)], Jo 1+t

Par le changement de variable v = 1/t

T Int |
/ %dt:—/ — _du=In2.
1 (1+1) o (u+1)

Exercice 12 : [énoncé]
(a) Il suffit d’étudier la variation de la fonction x +— e* — (1 + x) pour obtenir

cette inégalité de convexité classique. On en déduit

1 1
-2 <e = <——
= T Iy

(b)

La fonction ¢ — ¢~ est définie et continue par morceaux sur [0;+oo].
Puisque 20—t T 0, cette fonction est intégrable sur [0;4o0[ ce qui
—+00

assure ’existence de 1.

La fonction ¢ + (1 — t?)™ est définie et continue par morceaux sur le segment
[0;1], donc Vintégrale définissant I,, existe.

La fonction ¢ ~ 1/(1 + %)™ est définie et continue par morceaux sur [0; +oo|.
Puisque 1/(1 + )" RiolN 1/t*™ avec 2n > 1, cette fonction est intégrable sur

[0; 400[ ce qui assure existence de J,,.

On a .
-2 <e ™ < ——
( ) =€ — (1+t2)n
donc . v
1 n 2 I
I, S/ eintht:—/ e Y dyS i
= Jo v Jo Vn
et

1t too

Le changement de variable ¢t = sinz donne I,, = Wo,41.
Le changement de variable ¢ = tanx donne J, 11 = W,.

Par intégration par parties

n+1

Wyt = ——W,,.
+2 n+2

On en déduit u,41 = u, donc la suite (u,) est constante égale a
uy = 7T/2
Puisque
Vo € [0;7/2], (cosx)" T < (cosx)™ < (cosx)™*

on obtient en intégrant
Wn+1 S Wn S Wn—l-

Or

n
Wht1 = ——Wh_1 ~ Wy
n+l =T 1 n—1

donc par encadrement
Wit ~ W

On en déduit
Up ~ nW?2
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puis Il y a aussi a fortiori convergence uniforme sur [0;a].
W i Par I'absurde, s’il y a convergence uniforme sur une voisinage de +oo, on
"o obtient par le théoréme de la double limite
Par suite

+oo
I~ VT g VT im 3 fule Z lim fo(x

2\/* et 2\/ﬁ z~>+oon:0 T—+00

L’encadrement du b) donne alors ce qui donne l’absurdité 1 = 0.

1= YT
2

Il n’y a donc pas convergence uniforme sur [0; +o0[.

Exercice 14 : [énoncé]
Pour x <0, il y a divergence grossiére.

Exercice 13 : [énoncé| Pour z > 0, ne™ V" = e=@Vn+2Inn () donc 3 e *V™ est absolument,
(a) Par croissance comparée, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers convergente. Ainsi f est définie sur J0; +oo[.
la fonction nulle. Pour a > 0, sur [a;+0oo], |e_I\/ﬁ’ < e~®V" (Cela permet d’établir la convergence
La fonction f,, est de classe C! et normale de la série de fonctions sur [a; +oo[. Par convergence uniforme sur tout
segment d’une série de fonctions continues, on peut affirmer que f est continue sur
1 .
Jala) = —a" L0 — @) ", 10; ocl | | .
n! Par convergence uniforme sur [1; +oo[, on peut appliquer le théoréme de la double

On peut alors dresser le tableau de variations de f,, et affirmer limite et affirmer

li li A
jmf Z im e

nn _ T—r+00
sup [|fn z)| = fa(n) = —e™".
€la;+
rETee Pour z > 0 fixé, la fonction ¢ — e~ =V est décroissante donc

Par la formule de Stirling

n n+1 n

nl ~ V2 2 / eVt < etV < / e Vit
’ e n n—1
donc 1 En sommant (avec n = 0 & part pour la majoration) on obtient
fn(n) ~ 27Tn. +o0 +o0
/ e Vit < f(z) < 1 +/ e Vit
On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur 0 0
[0 +ool. avec .
o0
(b) Par référence a la série exponentielle, la série de fonctions Y f,, converge / e~V Q¢ — 3

simplement sur R et sa somme est égale & 1. 0 z?
Il ne peut y avoir convergence normale sur [a;+oo[ car f,(n) n’est pas On en déduit
sommable. F(z) ~ 3
En revanche sur [0;al, il y a convergence normale car pour n assez grand de x?
sorte que n > a, on a quand x — 0.

sup | fo(@)] = fala)

z€[0;a]

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections

19

FIGURE 1 — Les premiéres fonctions de la suite (f;,)

Exercice 15 : [énoncé]

Pour x # 7 [r] on a [sinz| < 1 et donc f,(x) — 0.
Pour 2 = 7 [n], cosz = 0 et donc fy(x) =0 — 0.
Ainsi (f,) converge simplement vers la fonction nulle.

Par 27 périodicité et parité on ne poursuit 1’étude qu’avec z € [0; 7]. La fonction

fn est dérivable avec
fr(x) = sin (@) ((n + 1) cos®(x) — 1).

On peut dresser le tableau de variation de f,, sur [0;7] et on obtient

) (- )

La suite de fonction (f,) converge donc uniformément vers la fonction nulle.

sup | fnl = |fn <arccos
R

Exercice 16 : [énoncé]

(a) En distinguant le cas = 0 du cas général, on obtient que la suite de fonction

(fn) converge simplement vers la fonction f donnée par f(z) = x.

(b) Par étude des variations de f, () — f(x), on obtient qu’il y a convergence
uniforme si, et seulement si, o < 1.

(c) Par un argument de convergence uniforme, on peut échanger limite et
intégrale

1 1

1

lim x(1+\/ﬁe*m”)d1':/ xdr = 3
0

n—-+oo 0

Exercice 17 : [énoncé]

fn est définie sur R* et peut étre prolongée par continuité en 0 en posant sur
fn(0) =n.

Pour z <0, f,(z) = +o0.

Pour z > 0, f,(z) — 0.

Ainsi, (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R .

Il ne peut y avoir convergence uniforme sur R% car alors, par le théoréme de la
double limite :

lim f(z)

lim lim f” (.13) - nEI—&I-IOO z—0t

r—0+t n—-4o0
donne 0 = +o0.
Pour a > 0, sur [a;+oo],

nx2e—’n,a:

[fn@)| < T—===
et par étude fonctionnelle nz?e™"* < 2e? (maximum en z = 2/n) donc

4e?

n . <—— =0
||f Hoo,[a,,-&-oo[ = TL(l — e,az)

qui donne la convergence uniforme sur [a; 400].

Exercice 18 : [énoncé]
Posons

fnix— (1)nsin<x).
n n

Puisque les fonctions f,, sont toutes impaires, on limite I’étude & x € [0; +00].
A partir d’un certain rang N,, on a x/n < 7/2 et alors

sin(z/n) € [0;1].

La série numérique Y f,,(x) vérifie alors les hypothéses du critére spécial des
séries alternées & partir du rang N, et par conséquent cette série converge.
Ainsi la série de fonctions ) f,, converge simplement sur R et donc sa fonction
somme, que nous noterons S, est définie sur R.

Les fonctions f,, sont de classe C! et

de sorte que

oo = =5

On en déduit que la série de fonctions _ f;

la fonction S est de classe C! sur R, a fortiori cette fonction est continue.
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Exercice 19 : [énoncé]
Posons

fn(z) = % arctan(nz).

Chaque f,, est continue et || f,|| ., = 50> est terme général d’une série convergente.
Par convergence normale, on peut affirmer que f est définie et continue sur R.
Chaque f,, est de classe C' et

1

P = Gy

Pour a > 0, sur [a;+oo] ou |—00; —a,

ce qui donne la convergence normale de la série des dérivées.
Ainsi, par convergence uniforme sur tout segment, on obtient f de classe C! sur
R*.

Exercice 20 : [énoncé]

(a) N est bien connue pour étre une norme sur l'ensemble des fonctions
bornées, il en est de méme sur 'ensemble des suites bornées dont le premier
terme est nul.

L’application N: E — R, est bien définie. On vérifie aisément

N(u+v) < N(u) 4+ N(v) et N(Au) = |A] N(u). Si N(u) = 0 alors pour tout
n € N, U411 = u, et puisque ug = 0, on obtient v = 0. Ainsi N est une norme
sur .

(b) Pour u € E, on a, pour tout n € N,
[Unt1 = tn| < [tng1] + |un| < 2Neo (u).
On en déduit
N(u) < 2N (u).

La suite u définie par ug = 0 et u,, = (—1)" pour n > 1 est une suite non
nulle pour laquelle il y a égalité.

(c) Considérons la suite u(®) définie par

u® (n) = {n

sin<p

p  sinon.

On a
u? € B, Nyo(u?) =pet Nu®) = 1.

On en déduit que les normes N et N, ne sont pas équivalentes car

Ny (u(”))

7N(u(1’)) — +o00.

Exercice 21 : [énoncé]
(a) Les applications ¢ et 1 sont linéaires au départ d’un espace de dimension
finie donc continues.

(b) L’application f est bilinéaire au départ d’un produit d’espaces de dimensions
finies donc continue.

(¢) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé
AX = AX avec X #0.

On a alors
A"X = \"X
donc
M IX oo = [JAm X < pflA™|[ 11Xl
avec || X||,, = maxi<j<p |z;| # 0.
On en déduit que la suite (A™) est bornée et donc |A| < 1.

(d) B™ — C donc par extraction B?" — C. Or B?" = B" x B" — C? donc par
unicité de la limite C = C2. On en déduit que SpC' C {0, 1} car les valeurs
propres figurent parmi les racines du polynéme annulateur X2 — X.
Puisque la suite (B™) converge, elle est bornée et donc les valeurs propres de
B sont de modules inférieurs a 1.

Exercice 22 : [énoncé]
On introduit la fonction f: [a;b] — R définie par

Cette fonction est continue sur [a;b], dérivable sur ]a;b[ avec

u(a) w(a)  w(a)
fl@)=|u®) wb) w)|.

g
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De plus, f(a) = f(b) =0 et donc, par le théoréme de Rolle, il existe d € Ja;b[ tel
que f'(d) = 0. Au surplus, f'(a) = 0 et une nouvelle application du théoréme de

Rolle — & la fonction f’ cette fois — donne lexistence de ¢ € |a;d[ C |a;b[ telle
u(a)  w(a)  wla)
f(e) = |ud) w(b) w(b)|=0.
u//(c) ,U//(C) w//(c)

Exercice 23 : [énoncé]
(a) La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur ]0;a] et se
prolonge par continuité en 0 avec la valeur —1/2.

Par développement en série entiére, on a pour tout = € |—1;1],

(b)

In(1 —x) Z —
et donc, pour tout z]0; 1],
r+In(l—-z) X g2
22 o — n

Aprés prolongement par continuité en 0, la fonction intégrée se confond avec
la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 1. Celle-ci converge
normalement sur [0;a] ce qui permet d’intégrer terme a terme

“ 2+ 1In(l— =
[ e
n—1
__Z (n—1)

5 pour a € [0;1].

+
Z:: (n+1)

(c) Posons uy(a) = n(n+l

Les fonctions wu, sont continues et la série de fonctions > u, converge
normalement car

1
lun(a)| < (

— avec Z # convergente
n(n+1) n(n+1) gerte.

Par convergence uniforme, la somme de la série de fonctions est définie et

continue en 1 et donc
+oo
Z 1 1
—\n n +1

“+oo
lim E un(a
a—1

n=1

SO

Exercice 24

(a)

On en déduit

1
In(1 —
/wdx: im
0

x? a1 Jo x

“z+In(l—x)

5 der = -1

avec convergence de la série introduite.

: [énoncé]
Soit M € R tel que S(z) < M pour tout x € [0;1].
Soit N € N. Par sommation de termes positifs,

N
Zanx" <Sx)<M
n=0

En passant a la limite quand x — 17, on obtient

N
ZangM.

n=0

La séries & termes positifs > a, ayant ses sommes partielles bornées, elle
converge.

La fonction S est croissante sur [0; 1] et est bornée. On peut donc affirmer
qu’elle converge en 1~ et introduire

+oo
i g apz™ |.
z—1 ne0

lim

De plus, cette valeur majore S sur [0;1], de sorte qu’en reprenant 1’étude
ci-dessus avec cette valeur pour M, on obtient

+oo +oo
Z ap, < lim (Z ana:") .
n=0

Inversement, pour tout x € [0; 1], on a
—+o0 —+oo
S ot <3,
n=0 n=0
et donc & la limite quand z — 1~
+o00 +oo
DR o
n=0 n=0

puis finalement 1’égalité demandée.

lim
r—1—

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections

22

Exercice 25 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie sur |—1;1].

(b) On vérifie (1 —22)f(z) —zf(x) =1 et f(0) = 0.

(c) =+ ﬁ est développable en série entiére sur |—1; 1] et par suite la
primitive x — arcsinz ’est aussi.
Par produit de fonctions développable en série entiére sur |—1;1[, f lest

aussi.
Puisque f est impaire, le développement en série entiére de f est de la forme

+oo
flz) = Z anz® L,
n=0

On a f'(z) = 320 (2n + 1)a, =" puis
+00o +o0o +0oo
(1—2?)f'(x) —zf(x) = Z(Qn +1Dapz®™ — 2(271 +Dapaz®" — Z ap T2
n=0 n=0 n=0
donc
“+o0
(1—a?)f'(x) —xf(@) =ao+ Y _((2n+3)ant1 — (2n + 2)a,)a® 2 = 1.
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére

2n+2
=letVneNapt1 = ——ay
ao € n Ap41 o+ 3CL
d’ou
22n(n!)2
p = ———.
(2n+1)!
Puisque pour z # 0
Ap 2 t3 4(n +1)%a? 5
= =
apx?ntl (2n+3)(2n + 2)

on obtient R = 1.

Exercice 26 : [énoncé]

(a) R=1.

(b)

(a)

Pour z € ]-1;1[, on a

+oo

“+o0
(1+2)S(x) = (=) "In(n)a" + »_(~1)"In(n)z"*.

n=2
Aprés décalage d’indice et réunion des deux sommes

“+o0
(1+2)S(@) = 3 (=)™ (In(n + 1) — In(n)) "+

n=1

ce qui conduit & la relation demandée.

Posons
1
gn(z) = (=1)"H! ln(l + )x"“
n

ce qui définit g,,: [0;1] — R continue.

A laide du critére spécial des séries alternées, on montre que la série de
fonctions ) g, converge uniformément sur [0;1] ce qui assure que sa somme
est continue. On en déduit par opérations sur les limites

lim S(x) = ;(f(_wﬂ 1n(1 4 i))

—1-
® n=1

En regroupant les termes d’indices impairs et pairs consécutifs

2n n
1 1 1
_1)k+1 2\ - L =
E (-1) ln<1—|— k) kg_lln(l—i— 2k—1> ln<l+ 2k>

k=1
et donc
2n 1 ok 2k 1 noor Y
—DFln(14= ) =1 =1 .
;< ) n( +k) H<H2k—12k+1> n<2n+1<kl:[12k—l>>

Enfin par la formule du Wallis, on obtient

lim S(z) =

r—1-

In

N =
o

Exercice 27 : [énoncé]

La fonction f est impaire car produit d’une fonction paire par la primitive
s’annulant en 0 d’une fonction paire.
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(b) f est solution de I’équation différentielle
y =axy+ 1.

(c) La fonction ¢ — e t’/2 st développable en série entiére sur R, ces primitives
le sont donc aussi et, par produit de fonctions développable en série entiére,
on peut affirmer que f est développable en série entiére sur R. Par imparité,
on peut écrire ce développement

+oo
f(x) _ Zan$2n+1
n=0

et I’équation différentielle donne
Vn € N (2n+ 1)a, = an—1 et ag = 1.

On en déduit
2" n!

T Oy

Exercice 28 : [énoncé]

(a) La fonction x — In(1 4 =) est définie sur R et & valeurs dans R’ . Puisque
ap > 0, la suite récurrente (a,) est bien définie et a termes dans R’ . Sachant
In(1+ z) <z, on peut affirmer que la suite (ay) est décroissante. Or elle est
minorée par 0, donc elle converge vers une limite £ > 0. En passant la relation
ant+1 = In(1 + a,) a la limite, on obtient £ = In(1 4 ¢) ce qui entraine £ =0
(car In(1+ z) < z pour tout = > 0). Finalement a,, — 0".

(b) On a alors
anJrl
anp

apy1  In(14ay,) _an 1
GAp GQnp GQp

et donc le rayon de convergence de la série entiére »  a,x™ vaut 1.

(c) Pour z = —1, la série numeérique

Z an(—1)"

converge en vertu du critére spécial des séries alternées car (ay) décroit vers 0.
Pour z = 1, déterminons la nature de la série numérique 3 a,

On a
1 1 a,—I(l+a,) 302 +o0(a?) 1
An+41 anp AnAn 41 an(an + O(an)) 2’

Par le théoréme de Césaro

=0 Q41
et donc
1 ( 1 1 > 1
J— S % —
n\a, ag 2
On en déduit 9
Ap ~ —.
n

Par équivalence de séries a termes positifs, Y a,, diverge.

Exercice 29 : [énoncé]
On a

(e(1+i)x +e(1—i)w _'_e(—l-‘,-i);v +e(—1—i)z)

f(.’E) _ i(ew +e—w) (eiz —I—e_il) _ i

donc pour tout x € R

400

B QI+)"+A =)+ (-1+D)"+(-1-D)" ,
f(z) = nZ:;) Il z".
On al+i=+2e"/* ete, donc
n 3
L) 4 (11" 4 (1) (1 — i) = 23 (T+T)
= 4\/§n COS(T) COS(T;T).
Finalement N N
X 2P cos(EF) X (~1)92%
flx) = -2 % g™
@) =2 ) 2 g

Retrouvons ce résultat, en exploitant I'équation différentielle y*) + 4y = 0.

La fonction f est développable en série entiére sur R par produit de telles
fonctions. De plus, la fonction f est paire donc le développement en série entiére
de f est de la forme

“+oo
flz) = Z anx”.
n=0
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Par I’équation différentielle y*) + 4y = 0, on obtient
(n+4)(n+3)(n+2)(n+ 1)aptq + 4a, = 0.
Puisque ag = 1, a; = ag = 0 (par imparité) et as = 0 (par calculs), on obtient

(~1yae
(4q = g et Ayq41 = Qaqy2 = Asq43 =0

ce qui conduit au développement précédent.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) (x,t) — tFsin(xt) est continue sur R x [0;1] donc, par intégration sur un
segment, f est continue.

(b) (z,t) — <L (t*Fsin(xt)) est continue sur R x [0;1] donc par intégration sur un
segment, f est de classe C' avec

1
1 () :/ xt” cos(xt) dt.
0
On en déduit

zf'(x)+ (k+1)f(z) = /0 %(t’c sin(at)) dt = sin .

(c) Par analyse synthése, on obtient une seule fonction solution :

2n+2

S (-y"
9> @n+1)l2n +2+ k)

n=0

de rayon de convergence +oo.

Exercice 31 : [énoncé]

(a) Soit v la somme d’une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0.
La fonction v est de classe C*™ sur |-R; R[ et

—+o0

' () +o(t) =Y _(n+ ant",

n=0

Parallélement, sur R

3t? cos(t*/2) = Jf ﬂi’)t?’”ﬁ.
(2n)!

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, v est solution
de (E) sur |—R; R] si, et seulement si,

n=0

()" 1
@2n)! n+1°

a3n = a3nt+1 = 0 et azgpq2 =

Ainsi la fonction v est déterminée de maniére unique et de plus celle-ci existe
puisque le rayon de convergence de la série entiére définie par les a,, ci-dessus
est R = 4o0.

(E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur ]0; +oo].
La solution générale homogéne est y(t) = \/t.
Par la méthode de la variation de la constante, on peut proposer la solution
particuliére
 2cos(t?/?) + 2t3/2 sin(t3/?)
t

y(t)
et finalement la solution générale

_ 2cos(t3/2) 4 263/ 2sin(t3/2) A
- . A

y(t)

Parmi les solutions, la seule pouvant étre prolongée par continuité en 0 , et
donc correspondre & v, est celle obtenue pour A = —2.

Exercice 32 : [énoncé]

(a) Si x> —1, la fonction t — 1/(z + e?) est définie et continue par morceaux sur

[0; 4+o0] et intégrable car

t?/(x +e') —— 0.

t—+oo
Si & = —1, la fonction ¢t — 1/(z + €') n’est pas définie en 0 et
1 1

~ —.
et — 1o+t

La fonction n’est donc pas intégrable et, puisque elle est positive, son
intégrale diverge.
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Si z < —1, la fonction ¢t — 1/(x + e') n’est pas définie en
to = In(—xz) €]0; +oco[. Par dérivabilité en ty, on obtient

11 1
et +x

T el —efo t5t (t — to)eto

et encore une fois l'intégrale diverge.

(b) Pour z =0
“+o0 dt “+o0o
/ Y :/ e_t dt = 1.
o ZT+e 0

Pour z # 0, posons le changement de variable u = e! qui définit une bijection

de classe C!
/+°° dat /+°° du
o x4et Ji  ulztu)

Par décomposition en éléments simples
oot teo1/x 1/x
/ _ / Ve Vo
o x+et 1 u T+u

/+°° dt  In(1+4z)
o THet x

et finalement

(c) Pour z € |—1;1[, on a

+o0o 1

—1)"

In(l+2z) = (=1 "
n
n=1
On en déduit

fay =S CD

T) = 2y 1 T

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Sachant 1 — a*z T} 1, on peut affirmer que pour N assez grand
)

Vk > N,1—o"z>0.

Considérons alors la suite définie par la portion de produit au-dela du rang N

( H (1-— aka:)) .
k=N n>N

ln< ﬁ (1- o/%)) = i In(1 — o*x)
k=N k=N

avec In(1 — o*z) = O(a®). La série de terme général o est absolument
convergente et donc, par comparaison, la série Y In(1 — a¥z) est aussi
absolument convergente. On en déduit la convergence de la suite

(i In(1 — a’%))

puis, en composant avec la fonction exponentielle, la convergence de la suite

( H (1- akx)> .
k=N n>N

Enfin, en tenant compte de la portion initiale du produit définissant P, (x),
on obtient la convergence de la suite (P, (x))

Si f est solution de (E) alors

flx) =01 —ax)flar) = (1 — azx)(1 — o?2) f(a’z) = ...

Par récurrence, on obtient

n>N

n

fa) =[] @ = o*2)f(a™'a) = Po(2) f(a" ).

k=0
Quand n — oo, f(a™*tlx) — f(0) car f est continue et donc

+oo

f@)= 1) [[ 0 —a*z) = f(0)P(a).

k=0

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R = +oo.
La somme de cette série entiére est solution de (E) si, et seulement si,

+oo +oo —+oo
E apz"” = E apatx™ — E an_1a” 2™,
n=0 n=0 n=1

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, ceci équivaut
a 1
a'fl/—
Yn>1,a, =
a” —1

Ap—1.
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Inversement, considérons alors la série entiére > a,z™ avec On en déduit N
oo
1 _ : +1 ;
o ﬁ k-1 fi(x) = Z(sm )"t sin((n+ 1)0)a"
n : oF —1 n=0
k=1 puis, par intégration de développement en série entiére,
de sorte que oo
an—1 (sinf)"sin(nf)
an = o lan,l. fz g -

Cette série entiére est de rayon de convergence R = 400 car avec

n—1 - —
an | _ « 0 f(0) = arctan(

) = arctan(tan(9 — 77/2)> =0—m/2
a” —1

tan 6

An—1
car 0 — /2 € |—m/2;7/2].

et I’étude qui préceéde assure que sa somme x —» Zn o Gnx™ est solution de

(E) prenant la valeur 1 en 0.

En vertu de la question précédente, on peut affirmer Exercice 35 : [énoncé]
too /n ke (a) S est définie sur R\ Z~.
VreR H " = P(x) . N
’ ok —1 (b) Par convergence normale sur [1;4o00[, on peut intervertir limites et sommes
n=0 \k=1 infinies pour justifier,
lim S(z Z 0=0
Exercice 34 : [énoncé] peo
(a) Pour x € R, on peut affirmer z sin fe' # 1 et par multiplication par la et oo
s . . 1
quantité conjuguée lim zS(z) = Z a —
. . . r—+o00 1—a
sinfel  sinfe(1 — xsinfe %) n=0
1 — xsinfel? 11— 2sinfet?> de sorte que !
S(x) ~ ——.
On en déduit () (1—-a)z
I < sin fe'? ) sin? 6 (c) Pour |z| < 1;
m —— | = .
1 — x sin fel? 1 — 2z sinfcosf + x2sin? 6 too 00 400 4
- M
(b) La fonction f est définie et de classe C* sur R et, aprés calculs Z z+n Z Z nm+1 '
n=1m=0
ron sin? 6 . .
f(@) = 1 2rsinfcosd + 22520’ Or Z'(—l)m 2™ | converge et ) Sl (=)™ 2" | converge. Par le

. théoréme de Fubini, on peut permuter les sommes infinies et affirmer
Pour |zsinf| < 1, on a

400 —+o0 n
in 6 i6 ) +oo ) too ) _ l _ _1\ym a m
sin ve _ _sin 9619 Z(m sin 9610)77, _ Z(sin&)"“el(”ﬂ)efc". S(JU) T = mZ::O( 1) Z 7717”""1 T,

1 — z sin feif? =1
x sin fe o — n
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Exercice 36 : [énoncé]
Les séries entiéres définissant Sy, S7 et So sont de rayons de convergence R = +oo.
Pour x € C, on a

On a aussi

et

So(x) + 7S (x) + jSa(z) = )
En sommant ces trois relations, on obtient

o) = 5 (exp() + exp(jz) + exp(j7)).

Exercice 37 : [énoncé]
La fonction f est dérivable et

1 1

F@ =iy -

T 242042

est une fraction rationnelle dont 0 n’est pas pole. La fonction f’ puis f sont
développables en série entiére et les rayons de convergence des séries entiéres

correspondantes sont égaux.
( 1 )
m{ —————
r+1-1
1 1 1

—+
_ _y D
r+1l-i 1-il+qs  —@1-i)H

1 1/2i 1/2i —i I
= — =Rel ———— | =
22 4+22+2 z4+1—-1 x+1+1i r+1-—1i

avec

avec un rayon de convergence R = /2.
Comme 1 —i=+2e "4 on a

400 Bn+1)w
1 Cos ~——

2412 +2 o(n+1)/2
n=0

puis
+o00 (Bn+1)w
_r A S e |
f(l‘) - 4 + Z_;J (n T 1)2(n+1)/2x
avec R = /2.

Exercice 38 : [énoncé]

(a) Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, pour
|z| < min(R, R'), > cpz™ est absolument convergente et

+oo +oo +o0
Z cpx’t = (Z anx"> (Z bna:”>.
n=0 n=0 n=0

Ainsi le rayon de convergence R” de Y ¢, ™ vérifie R” > min(R, R').

En revanche, on ne peut facilement rien dire de plus de facon générale. Par
exemple 1 — x et ﬁ se développent en série entiére de rayons de convergence
400 et 1 et leur produit de Cauchy est de rayon de convergence +oo ...

(b) Puisque 14 % +---+ 1 ~ Inn, on obtient facilement R = 1.
Si on pose aj, = 1 pour k > 1 et b, = 1 pour k > 0 alors

n n 1

S b= 3ok

k=1 k=1
Par suite, pour |z| < 1,

+oo 1
Z(1+2+-~

n=1

n 1t

“+o0
1\ ., x n In(1 —x)
-+n>x _;ngox _ oo,

Exercice 39 : [énoncé]

(a) On a

<n+1) 1
In ~ —
n n

donc le rayon de convergence de la premiére série entiére vaut 1.

Aussi

sin(e*") ~e "

donc le rayon de convergence de la deuxiéme série entiére vaut e.
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(b) On sait qu’une série entiére converge normalement sur tout compact inclus
dans son disque ouvert de convergence, mais en revanche elle ne converge pas
normalement sur ce disque. La série entiére ) z™ est un contre-exemple car

R=1et ||z —> Z"H(X)’D(O,l) =1.

Exercice 40 : [énoncé]

(a) |sin(a"a:)‘ < || |a"|, il y a donc convergence absolue de la série définissant
f ().

(b) fn: x> sin(a"x) est C* et Hf,(Lk)HOO < |a|™ terme général d’une série
absolument convergente donc f est de classe C* et

+oo
®| < b _ 11

(c) Par la formule de Taylor-Laplace,

L) )
f0= 2 xk+/o SOl

avec
1 $"+1

<———— —0.
~1—lal (n+1)!

Ainsi la série de Taylor de f converge sur R vers f et donc f est développable
en série entiére.

/Ox (x —!t)" FOHD () at

n

Exercice 41 : [énoncé]
Par la régle de d’Alembert, R = 1/e.
Sur [-1/e;1/¢],

X shn w1 = (ex)™ = (z/e)"
Zn(n—i—l)x 2<Zn(n+1) n(n+1) )

n=1 n=1 n=1
Or sur |—1;1[,
f y" Ky X oy 1
Y Ny = —In(1 —9y)+ —(In(1 —y) +v).
— n(n+1) on font 1 Y

Cette identité pouvant étre prolongée en —1 et en 1 par continuité.
Cela permet alors d’expliciter la somme cherchée.

Exercice 42 : [énoncé]
Par intégration par parties successives

[t no ()
anf/ot(l—t) dtfm.

Puisque |“2£1| — X ona R = 4.

Pour |z| < 4, par convergence normale

1 1
dt dt
0 x o rtt—axt+1

Size]0;4],

Size]-2;0],

Siz=0, f(x) =1

Exercice 43 : [énoncé]
La suite (ay) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son terme général est
donné par

an, = a+n(f — ).

Si (o, B) # (0,0) alors R = 1.
Si (a, 8) = (0,0) alors R = +o0.

Exercice 44 : [énoncé]

(a) Pour r €]0; R[, la série numérique Y a,r™ converge donc a,r™ — 0 et &
partir d’un certain rang N, on a

lan|r™ < 1.

n n
anz z
=0 .
n! rin!
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Posons " Par le calcul au dessus, on peut écrire
z
Up(2) = —.
! o cos(nb) ' 1—2zcosh 1
_ o n
Pour z # 0, on a Z n+1 /0 22 — 2xcosf + 1 dz /0 Z cos(nf)z" dz.
Un+1(Z) n=0 n=N+1
Un(z) | notoo Puisque |Re(z)| < |2/, on peut écrire

Par la régle de d’Alembert, la série numérique > u,(2) converge absolument.

Par comparaison, la série numérique Y a,,2™/n! converge aussi absolument. = n = ind
. s n Z cos(nf)x™| < Z e
On peut donc la série entiére Y a,2™/n! est de rayon de convergence +oo.
n=N+1 n=N+1
(c) On a
n N ce qui donne par un calcul analogue au précédent
Sul < lanl < 3 e + 2
r too N+1 N+1 N
k=0 k=0 n x x x
Z cos(nf)x"| < a7 < = T
et donc S,, = O(n/r™) puis N1 [1—xe| = [Im(ze)|  |sinf)
Spz" ( z" ) Par conséquent
T nip— 1))
n! r*(n —1)! L toe . .
n
Comme ci-dessus, la série entiére Y S, 2™ /n! est de rayon de convergence +oo. /0 Z cos(nf)a” dz| < /0 |sin 6 do < (N +1) [sinf)] — 0.
n=N+1
On en déduit que la série 3" <209 converge et

Exercice 45 : [énoncé] 4 2 i &
(a) Comme la suite (ay,) est bornée, on peut écrire a,z™ = O(z™). Or la série = cos(nh) L1 —2zcosh

> a™ converge absolument pour |z| < 1 et donc, par comparaison, la série Z n+1l o T —2xcosf+1 v

3" a,z" est absolument convergente. n=0

. . _ in@ 4 .
Puisque cos(nf) = Re(e?), on peut écrire (c) On décompose l'intégrale étudiée en deux intégrales directement calculables
+00 +00 1 1 1
; 1—xcosb dz cos 6 2x —2cosd
n n _ R I ANAS . / dz = si 2 9/ _ /
;a ’ e(;;)(xe ) ) o 1—2xcost+a? v o (x—cosf)? +sin?0 2 Jy 22 —2zcosh+1

et 'on obtient

4 /1 1 —xcosf d sind | arcta T — cos 0 cosf
0 T = sSln rctan —
Za 2" — Re 1 ) = 1 —xcosf ) o 1—2xcosf+ 22 sind |, 2
— " 1 — zxeif x2 —2xcosf+1

On simplifie en exploitant

Par sommation géométrique (possible puisque |a:ei‘9| <1)
1

{111(3:2 — 2z cos O + 1)}(1).

cosf
- sine) = arctan(tan(f — 7/2)) = 6 — 7/2.

(b) La convergence de la série étudiée n’est pas immédiate. Exprimons ses
sommes partielles arctan(

N 1 N
cos(nf) / 1 cosf 25in? 0/2 0
= cos(nf)x" dz. O el L T sin _ 0
T;) n+l 0 7;) are an< sin @ arctan 2sinf/2cos6/2 2
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et
In(2 — 2cos ) = In(4sin6/2).

On obtient au final

Jri:’ocos(nﬁ) =0
n+1 2

n=0

sin f — cos@ln(? sin g)

Exercice 46 : [énoncé]

g est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 400, c’est donc

une fonction de classe C* et h l’est aussi par produit.

h(t) = 3520 falt) avec

(_l)ntne—t

Fa®) = St
22n(n!)!

pour tout ¢ € [0; 400]

Les fonctions f, sont continues par morceaux sont intégrables sur R .

Puisque
+oo
/ t"e~tdt = n!
0

+oo 7 1
; | fnl = 23l

[ | fn| converge.

on obtient

et donc la série Y f[O;JrOO
Puisque ) f,, converge simplement sur Ry vers h continue par morceaux, on peut
par théoréme affirmer que h est intégrable sur R, et

+o0 oo rtoo too n
(-1) _
/0 h(t) dt;/o fult)dt = EW — o l/4

Exercice 47 : [énoncé]

(a) La fonction définissant 'intégrale est continue par morceaux sur |0; 400, se
prolonge par continuité en 0 et est négligeable devant ¢ — 1/t en +oo0 : elle
est intégrable.

(b) Par intégration par parties généralisée justifiée par la convergence du crochet

a,—bt]H0 400
T(a,b) = {t ib ] +%/ o~ le bt qt = %T(a— 1,b).
0 0

On en déduit
a!

T(a, b) = ba?.

(c) On peut simplifier S,_1 — S,

Par télescopage

n

= 1
So=> (Sk-1—8k) +S :p!ZWJrsn.
k=1

k=1
(d) Par convergence dominée sachant

e
et —1

tP

—nt
e =
Tet—1

(t) avec ¢ intégrable

on obtient que la suite (S,,) converge vers 0.

(e) 1l suffit de passer a la limite quand n tend vers I'infini.

Exercice 48 : [énoncé]
(a) Posons
e "'sint
flz,t) = —
définie sur |0; +o0[ % ]0; 4o0].
Pour tout « > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur
]0; +o0f et intégrable car

t 1 2 t }
f(l’,)m et f(%)m*o

La fonction f admet une dérivée partielle

%(x,t) = —e “sin(t).

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Soit [a;b] C]0;400[. On a

of

V(z,t) € [a;b] x]0;+00], (J;,t)‘ <e = (t).

or

La fonction ¢ est intégrable sur ]0; +o0o[. Par domination sur tout segment,
on obtient F' de classe C! sur ]0;+oo[ et

“+ o0
Fl(z) = —/ e ' sin(t) dt.
0
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En exploitant

on obtient

1422

(b) On en déduit
F(z) = —arctanz + C*® sur ]0; +o0[.

Montrons lim,_, 4o F(x) = 0. On a |sint| < ¢ pour tout ¢ > 0 et donc

+oo
|F(z)] §/ e "ldt ==~ ——0.
0

xr T—+oo

On conclut

F(x) = g — arctan z.

()

Exercice 49
(a) Soit n € N*. Introduisons u,, : [0;4o00[ — R définie par

.
(1+23)n

: [énoncé]

Uy (7) =
La fonction u,, est continue par morceaux et intégrable car

~ avec
z—+o0 37

Un () 3n > 1.

(b) La suite de fonctions (u,) converge simplement vers

{0 sixz>0
Uoo: T )

six =0.

Les fonctions u, et us sont continues par morceaux et, pour tout n > 1 et

tout z € [0;400],
1

< = .
(I4+23)"| ~ 14a3 ()

La fonction ¢ est intégrable et par convergence dominée

+oo +oo
I, = / U (£) dt ——— Uno () At = 0.
0

n—-+oo 0

(c) On remarque 0 < up41(x) < up(x) pour tout x € [0; 400 et, par intégration

en bon ordre, 0 < I,,41 < I,,. On en déduit que la série Y (—1)""11, est
alternée et que son terme général décroit en valeur absolue vers 0 : la série
converge par application du critére spécial.

Pour tout N > 1,

S =

n=1

+oo N nl

Z 1+x3
(1"
_/+°° 1 (“W)dm
o 1423\ 1+ 75

+o0 _1\N+1
= / ! 1+ (=) dx.
o  2+a8 (14 z3)N

Or + N+1 +
& 1 -1 i d
/ 3'( )3Ndm§/ §N+1 0
0 242 (1+4a?) o (1+a3) N—+oo
car 2+ 2% > 1 + 2% On en déduit
N 400
d
S, [ s
ot No+4oo Jy 24T

Pour calculer, cette derniére intégrale, on réalise le changement de variable
x = 2'/3¢ puis la décomposition en éléments simples

1,2
1 _1/3  —3t+3i
341 t+1 2—t+1
Au terme des calculs N
Sy 21/3
Z(_l)n_ljn = 7T-
n=1 3\/3
Exercice 50 : [énoncé]
Pour z € [0;1], on peut écrire
1 =
— n,.2n
1+22 Z(_l)
n=0

et pour z € ]0;1[, on a

=> (-1)"z*"(Inx)’.

n=0
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Considérons alors la série des fonctions On en déduit que F est de classe C' sur R et

wn (1) = (— nl,2n HZEZ. too
n(z) = (=1)"2™" (Inz) F/(x):/o (67 — e~ sin(xt) dt.

Par convergence des séries précédentes, la série des fonctions u,, converge

simplement vers la fonction z — (Inx)2?/(1 + z2). Les fonctions u,, et la fonction Or . e
somme sont c.ontinues par morceaux. / e~ sin(zt) dt = Im (/ o(—ctin)t dt) S x i
Chaque fonction u,, est intégrable et 0 0 ¢+
L 1 donc T .
— 2 2 / — _
/0 |un ()] dz _/0 2™ (Inz) da. Fiz) = 2 +02 22 +a?’
Par intégration par parties, on montre (c) On en déduit . 2 g2
. F(z) =~ ln<$2+2> +Cte.
/ xQ"(lnx)de:# 2 rta
0 (2n+1)? Pour déterminer la constante, on étudie la limite de F' en +oco. Posons
On peut alors appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et affirmer e—at _ o—bt
Y(t) =
LT Sl '
0 1+ a2 e < (2n+1)% ce qui définit une fonction de classe C! intégrable ainsi que sa dérivée sur
ne
105 +o0l.
Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences
Exercice 51 : [énoncé] too 1 too ] ftoo
On définit f: R x ]0;+oo[ — R par P (t) cos(at)dt = — [’(/)(t) sin(xt)} - — ' (t) sin(zt) dt
0 x 0 x Jy
efat _ efbt
flx,t) = — cos(xt). et donc . | oo
(t) cos(wt) dt‘ < 7/ | (t)| dt — 0.
(a) Pour z € R, la fonction ¢ — f(x,t) est définie et continue par morceaux sur 0 z Jo
105 +o0l. On peut conclure
Quand t — 400, t2f(x,t) — 0 et quand t — 0T, f(x,t) — b — a donc 1 x? + b2
t — f(z,t) est intégrable sur ]0; 4o00l. G 92 In 22 +a2)
(b) Pour z € R, la fonction ¢ — f(z,t) est dérivable et
of B o . Y )
Y (z,y) = (e bt at) sin(xt). Exercice 52 : [énoncé]
Ox "’ Pour z > 0,
o = (#no)”
La fonction 8% est continue sur R x |0;+o0] et 2% = etlnz — Z rmxr)-
|
of —
ax(z,t)’ <e e =p(t) donc X .
¥ dx =
avec @ fonction intégrable. /0 /]0;1] ';) Fn
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avec

Les fonctions f, sont continues par morceaux, » f, converge simplement vers une

(zlnx)™

fn(x) =

n!

fonction continue par morceaux sur |0;1].
Les fonctions f,, sont intégrables et

Or

/ | fnl Z/ —(_1) a:'(lna:) dzx.
1051] 10511 n:

! 1 ! n
/x”(lnx)"dx: {x”“(lnx)”] —

donc quand ¢ — 0

z"(Inz)"dz = — / 2"(Inz)" ! dz.
/]0;1] () n+1Jp ()

Ainsi

n n-—1 1

n n _ (_1\n (_1)nn]
/]0;1]96 (Inz)"dx = (—1) T intl

1
e = —t—.
n—|—1/0x * (n+ 1)nt1

Par suite

et il

Par le théoréme d’intégration terme a terme, on obtient que l'intégrale f]

/ [ful da =

y a convergence de la série fo | fn|

n 4+ ]_)n+1

0;1]

est définie et

puis

Exercice 53

(a)

/x dx—Z/ fulz dz—z( (="

+ 1)n+1

le résultat voulu.

: [énoncé]

La fonction I' est définie sur R

En effet, pour x € R, la fonction f: ¢t — t*“le™* est définie et continue par
morceaux sur |0; +ool.

Puisque t2f(t) = t*+le~? m 0, la fonction f est assurément intégrable

sur [1;4o00].

¥ dx

(b)

De plus, f(t) ~. t*~1 est intégrable sur ]0;1] si, et seulement si, x — 1 > —1
t—0

ie. x> 0.

Ainsi f est intégrable sur ]0; 400 si, et seulement si, 2 > 0.

Enfin, la fonction f étant positive, l'intégrabilité équivaut & ’existence de
I'intégrale.

Par intégration par parties

T nqn n 4z n—1
In(z) = [t(1—t>} +/ t”(l—t) dt.
x n) J, 0o TN n

En répétant I’opération

n! "
In — ta:Jrnfl d
(@) x(x—i—l)...(x—i—n—l)n”/o v
et finalement .
n®n!
I, =
e ) B P

Quand n — +oo

t\" t t 1
<1 - > = exp(nln(l - )) = exp(n( + o(>)> — et
n n n n
Considérons la suite des fonctions
it t$1<1_2> sit€]0;n]
0 sit e [n;+ool.

Soit t > 0 fixé. Pour n assez grand ¢ € ]0;n[ et

t n
fo(t) =171 (1 = > — "ot
n

La suite (f,) converge simplement vers la fonction f introduite dans la
premiére question.

Les fonctions f, et f sont continues par morceaux.

Enfin, pour ¢ € ]0;n[, on a

!fn(t)| =t""texp(nln(l —t/n)) < = f(¢)

car il est connu In(1 4+ u) < u pour tout u > —1. On a aussi | f,,(t
pour ¢ € [n;+o0[ et donc

tmfleft
)| < f(#)

vt €05l [fa(t)] < f(2).
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La fonction f étant intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée et affirmer

—+oo
I'(x) = n(t) dt.
(@)= Jm_J  fal®)
Puisque
“+o00 n t n
/ fn(t)dt:/ t‘”1<1> dt
0 0 n
on peut conclure
x|
I(z) = lim v .

Exercice 54 : [énoncé]
En découpant 'intégrale

1 " +o0 "
In:/o 71+xn+2dx+/1 71+xn+2dl'.

En appliquant le théoréme de convergence dominée aux deux intégrales, on obtient
oo dg
1 YI

Exercice 55 : [énoncé]
fn est définie et continue par morceaux sur ]0; 4o00].
Quand z — 0T, f,(z) — L, on peut donc la prolonger par continuité.

Quand x — +o0, fu(z) = ol & ).
Par suite f,, est intégrable sur ]0;+oo.
+oo
v = / nln(l + x/n) da
0 x(1 + 22)

Posons

nln(l + x/n)
x(1+ 22)

Pour z > 0, quand n — 400, g,(z) — ﬁ

De plus, sachant In(1 4+ u) < u, on a |g, ()| < H% = p(x) avec @ intégrable.

Par convergence dominée,

gn(z) = = nfu().

Exercice 56 : [énoncé]

(a) (fn) converge simplement vers la fonction f donnée par

f(x) siz € fa;l]
f(/2 siz=1
0 size]l;b).

fz) =

(b) Sachant |fn (x)| < |f(m)| avec f intégrable sur [a;b], on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée et on obtient directement le résultat
proposé.

(c) Par une intégration par parties

1

a

D’une part

E In(1 + t")f(t)]

car In(1+a™) — 0.
D’autre part

1 1
‘:A/a ln(1+t”)f’(t)dt‘ S%Hf’ﬂoo/o t”dt:O(le) :o(i)

sachant In(1 + u) < w.
Au final, on obtient

/al " () dt = 1%2]“(1) +o(711>.

Exercice 57 : [énoncé]

Posons (nt)
sin(nt

Tt ——.
I nt + t2

La fonction f,, est définie et continue par morceaux sur ]0; +o0].

nt
Quand t— 0+, fn(t) ~ nt+i2 — 1.

Quand t — 4o00; fu(t) = O(t12>
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On peut donc affirmer que f,, est intégrable sur |0; +oo|.
Pour ¢ € ]0; +o0].

Quand n — 400, f,(t) =0 <}l) donc la suite (f,) converge simplement vers la

fonction nulle.
De plus, pour ¢t < 7/2, on a, sachant |sinu| < |ul,

nt
()] < <1
Ol < e <
et pour t > /2,
1 1
t < —.
£ ()] < nt+t2 — 2’
Ainsi | f,| < ¢ avec
1 site[0;m/2]
p:t— 9 .
1/t site]m/2;+o0].

La fonction ¢ étant intégrable sur ]0; +oo[, on peut appliquer le théoréme de
convergence dominée et affirmer

“+o0
un—>/ 0dt = 0.
0

Exercice 58 : [énoncé]

In
(a) Posons f(x,t) = H_—;
f est deéfinie et continue sur ]0;+oo[ x ]0;1].

Pour z > 0, f(z,t) ~ 2Intdonc Vif(z,t) — 0 puis t — f(z,1) est
t—0+ * t—0+

intégrable sur ]0;1].
Ainsi F est définie sur ]0; +oo].

f admet une dérivée partielle a—i continue avec %(w, t) = — ot

(t+z)?*
Soit [a;b] C]0;+oo. Pour z € [a;b],
of Int|
o @) < ! =0

avec ¢ intégrable sur ]0; 1].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que F est de classe C' et

ron ! Int
F(x)’/o L

(b) Par intégration par parties,

1 1
1 1 1 1 1
F'(z)= |Int - = —/ - ——=—)dt
t+x z/], 0o t\t+x =z
ou la primitive de t — tJ%m est choisie de sorte de s’annuler en 0 pour que

Iintégration par parties présente deux convergences.
Ainsi

ron Looat _In(z+1)—-Inx
F(x)—/o o(t+z) x '

Par opérations

1 1) -1 In(1+1 1 1
() = n(z+1)—Inz In(l+1/z)+ ne 1,

xr €T X

puis

G(z) =G(1) — %(111:1:)2.

Or G(1) =2F(1) avec

F(1):/1 It .

donc par convergence de la série des intégrales des

)Et* In(t) dt.

1+oo
/0

Or [ t*In(t)dt = sy
valeurs absolues, Fi(1) = >.t> ( nl . Sachant 31> 1= %, on obtient
F(1) = 77{—; puis

1 2
—(Inz)? — T,

Gl) =3 6

(¢) Par décomposition en éléments simples

S+ (t+chb)
t24+2tchf+1°

t—1 — Ch@lfl _
(t+1)(t2+2tchf+1) t+1

Donc

t—1 Int 1 1, 62
/0 Tizraa@ 10" @1 E W 30 = mE

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Corrections 36

Exercice 59 : [énoncé]
L’intégrale

Anuwmmzlymmwm

est bien définie.
Par le changement de variable z = u/n bijectif de classe C*

/an(x)g(:x) dz = /nnb\}%(l _ 51)2”49@/71) du = /_:O o (1)

1 u? 2
ha () = NG (1 - 2n4> 9(u/n)Xnasnt]
h,, est continue par morceaux, (h,) converge simplement vers h continue par
morceaux avec

avec

Pour n assez grand de sorte que |a/n|,|b/n| <1 on a pour tout u € [na;nb|,
[u?/2n*| <1/2 < 1,

1 ntn(1—wu2/2nt 1 2
[ (w)] = —=e? MOm200 < e = p(u)

e VT

et cette inégalité vaut aussi pour u ¢ [na;nbl.
La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée et conclure sachant

+oo 5
/ e du = /7.

— 00

Exercice 60 : [énoncé]

(a) Posons

arctan(xt)
t) = ——5—

Het) = 50

est définie sur [0;+oo[ x |0; 400],

t — f(z,t) est intégrable sur ]0; +oo[ car prolongeable par continuité en 0 et

égale & un O(1/t3) en +oco. Ainsi F est définie sur R

of, 1
A G )

ox

est définie sur [0; 4o00[ x |0; +oo],
t %(m, t) est continue par morceaux sur |0; +oo[ et = > %(% t) est
continue sur [0; 400l

of 1
L] < i =0

avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0; +oo],
donc F est de classe C* sur R avec

, +oo dt
Fi(z) = /0 1+ 222)(1 + t2)

(b) Pour z # 1

1 1 x? 1
(14 222)(1+¢2) 22 —1\1+222 1412

d’ou 1
X — T T
F/ — —_ =
@)= 7213 7 3+

ce qui est encore valable en 1 par continuité.
Par suite

F(z) = S In(@+1)+C

avec C' = 0 puisque F(0) = 0.

Exercice 61 : [énoncé]

(a) La fonction t — 7(1+1w)n est définie et continue par morceaux sur ]0;+o0|.
Casz <0:
1 : ) s
(e 1 donc la fonction n’est pas intégrable.
Casz=0:
1 ,
A+t)™ 4 too
Casz>0:

+ 1 1

Quand t—0 > (T+t@)n ,(1_,'_7)”
est intégrable sur |0; +oo] si, et seulement si, nx > 1.

%. Méme conclusion.
— 1 et quand t — +o0 ~ = donc la fonction

(b) Pour ¢t > 0, on remarque que

oL
— (1 + tx)n tr
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Par I’absurde, si Y I,,(x) converge, on peut appliquer un théoréme
d’interversion somme et intégrale assurant que ¢t — t% est intégrable sur
]0; +o0[. C’est absurde.

On conclut que > I, () diverge.

Par intégration par parties avec deux convergences

+oo +oo +oo 2 +oo
In(2):/ et +/ Ldt:%L/
o a+e)  a+e)r], TSy Gte)rt 0

Or

L@ -tn@= [
donc
Ini1(2) = 27;; 1In,(2)-
On en déduit
Ina(2) = (2(33)'27;

car I1(2) = /2.
Notons que par le changement de variable ¢ = tan u, on pouvait aussi
transformer I,,(2) en une intégrale de Wallis.

Exercice 62 : [énoncé]

(a) fpk est définie et continue par morceaux sur |0;1].
Quand z — 07, /zf, (z) = 2P/?(Inz)* — 0 donc f,x(z) = o(1/Vx).
Par suite f, 5, est intégrable sur ]0;1].

(b) Par intégration par parties

k
p,k = —pr)kfl-

(—1)FE!

(—1)*k!

K., — AT R
E (p+ 1)+

et donc
(=1)™n!

J ’ (n 4 1)nt+l

(d) =% =3 (xlgif)n pour tout x € ]0;1].
Posons f,,: & — = (zlnz)".
Les fonctions f, sont continues par morceaux et intégrables sur ]0;1].
La série Y f,, converge simplement sur ]0; 1] et sa somme, qui est = — 27, est
continue par morceaux sur |0;1].

Enfin

12 1 1 )
ey [l = o =o ()

est terme général d’une série convergente.
Par théoréme d’intégration terme a terme, x — z* est intégrable sur |0;1] et

1 +o00 1 +oo
I RV U G
1= [ wa E_:/ fule)de =3 oy

n=0

Exercice 63 : [énoncé]

(a) Posons u,(t) = 1/(1 + t*)" définie sur |0 ; +oo].
Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la suite (u,) converge
simplement vers la fonction nulle sur |0 ; 4+o00[, elle-méme continue par
morceaux. De plus

Vn > 1,Vt € 05 +o0], [un(t)] < o(t)

avec ¢: t — 1/(1 +t3) intégrable sur [0;+oo[ et donc aussi sur |0 ; +oc].
Par application du théoréme de convergence dominée sur |0;1] et sur
[1;+400], on obtient

U, —0etV, =0.

(b) Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions Y u,
converge simplement sur |0;1] vers la fonction U continue par morceaux
donnée par

+oo
1 1 1 1
U(t) = = = —.
®) Z(1+t3)” L+831— 1 88

n=1
Si, par ’absurde, la série > U,, converge, on est dans la situation ou la série
de terme général f]o;l] ‘un(t)| dt converge et ’on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme affirmant :

U est intégrable sur ]0;1] et /
10;1]

Ut)dt = f/l n (£) di.
n=1 0

Or ceci est absurde car la fonction U n’est pas intégrable sur |0;1]!
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On en déduit que la série Y U,, diverge. Exercice 65 : [énoncé]
En revanche, la série YV, est & termes positifs et Supposons f solution.
n +oo M 400 T xT
1 dt 1 =—-1-2 .
kas/ Zidtg/ a_ 2 f(z) x/o f(t)dt+/0 t(t)dt
pt 1 — (1 + tS)n ] t3 2
On a f(0) = —1 et f dérivable avec
Les sommes partielles de la série a termes positifs Y V,, étant majorées, on x
peut affirmer que la série > V,, converge. f(x) = —2/ f@)dt —2zf(z) + z f(x).
0
Par suite y: z — fow f(t) dt est solution de I’équation différentielle
Exercice 64 : [énoncé] ' + 2y 42y =0
+ 2 2 _2 "umi
(a) Quand & = 0%, fu(2) ~ 73 — 3 donc a = o est unique valeur pour laquelle avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = —1. Ceci détermine y et donc f de

(b)

f est continue en 0.

fn est continue sur [0; 400 et quand & — 400, f,(x) ~ e‘i; — 0 donc f, est
bornée sur R, .

On peut envisager une argumentation plus détaillée :

- puisque f converge en +00, il existe A > 0 tel que f est bornée sur [A ; +ool;
- puisque f est continue, f est bornée sur [0; 4] ;

- et finalement f est bornée sur la réunion de ces deux intervalles par la plus
grande des deux bornes.

fn est définie et continue sur [0;+oo[ et quand z — 400,
2% fo(z) ~ 2%~ ("=D% — 0 donc f,(z) = 0(1/2?) et donc f est intégrable sur
[0 +o00].

Pour z > 0,
2shx K e =X (nk—1) (nk+1)
—NRKT —(nNKk— x —(n x
em71:25the :Z(e —e )
k=1 k=1
oo 1 1 2 1
—(nk—1)xz _ —(nk+1)z dor = _ _ _ —
/0 e ¢ R e s ey O<k2>'

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut
sommer terme & terme et affirmer

—+o0

T 9sha X[t 1 !
dr — —(nk=Dz_ o —(nk+1)z) 1, — _—
A ent — 1 z ;/O (e € ) r anﬁ—l nk+1

k=1

Pour n = 2, la somme est facile a calculer.

maniére unique.
En recherchant les solutions développables en séries entiéres, on obtient

y(x) = —ze™

2 .
#°/2 puis

flz) = (2% - 1)e*“72/2.

Exercice 66 : [énoncé]

(a) On peut écrire

f(x):l—x—w/oxf(t)dt—i—/xtf(t)dt.

0

Par opération sur les fonctions de classe C!, f est de classe C*.

(b) Soit f solution. f est de classe C! et

Py =-1- [ s
On en déduit que f est de classe C? et
f'(@) + f(x) = 0.
Ainsi la fonction f est de la forme
f(z) = Acosx + psinz.
De plus, on observe f(0) =1 et f/(0) = —1 ce qui détermine X et p :
A=1let p=—1.

Il ne reste plus qu’a vérifier que la fonction z +— cosx — sin x est solution, soit
en remontant les calculs (ce qui est possible) soit en refaisant ceux-ci.
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Exercice 67 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire de solution générale homogéne

A
coszx

y(z) =

L’application de la méthode de la variation de la constante améne & déterminer
3 -2 . 1 .. 3
cos’xdxr = [ cosxdxr — [ cosxsin xdx:smx—gsm x.

Au final, on obtient la solution générale

Lgin3

3 T —sinr + A\

y(x) - CcCosT

Exercice 68 : [énoncé]

Soient z: R — R une fonction deux fois dérivable et ¢: R — R un C?
difféeomorphisme.

Posons y: R — R définie de sorte que y(u) = x(t) i.e. y(u) = x(p~1(u)).
La fonction y est deux fois dérivable et pour tout t € R, z(t) = y(p(t)).
(

On a alors 2/(t) = &' ()y/ (p(1) et 2”(t) = (¢'(£)"y" (2 (1) + " (B (o (1)).

Par suite
(1+8%)a" (t)+ta' () +a’z(t) = (14¢%)¢' (1)%y" (0())+((1+2)" () +t¢ ()Y (9 (1) +a’y(e(t)
Pour ¢(t) = argsht, ¢'(t) = 11+t2 et (1+1t2)p"(t) +to'(t) = 0 de sorte que

(L+ 32" (t) + t2' (t) + a®x(t) = 0 < y"(p(t)) + a®y(p(t)) = 0.

Cela nous améne & résoudre ’équation
y"(u) + a’y(u) = 0.

Si a # 0, la solution générale de y” (u) + a’y(u) = 0 est
y(u) = Xcos(au) + psin(au) et la solution générale de (1+ %)z +ta’ +a?z = 0 est

z(t) = Acos(aargsht) + psin(aargsht) avec A, u € R.
Si a = 0, on parvient a

x(t) = A+ pargsht avec A\, p € R.

Exercice 69 : [énoncé]
P=(z+1)X — 1 convient.
(B) <= (z+1)2 — 2= (30 +2)e>*
Aprés résolution avec recollement la solution générale de cette derniére équation
est z(z) = Mx + 1) + 32,
(B) <= y —3y= XNz +1)+¢e*

La solution générale est

y(x) = N3z +4) + pe® + xe®”

Exercice 70 : [énoncé]
(a) Par analyse synthése, on obtient

+oo

>

n=0

(_1)n n
(n!)?

h(z) =

de rayon de convergence R = +o0.
(b) h(0) =1 et h est continue sur [0;2]. I suffit d’établir ~(2) < 0 pour pouvoir
conclure.
>On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série

S U,

N2
= (n!)

(on commence au rang 1 pour avoir la décroissance). On obtient alors

-1

car la somme peut étre encadrée par des sommes partielles consécutives. On
en déduit h(2) < 0.

(c) La fonction h est dérivable et
—+oo

—1)"
Z n'((n) 1)!30

n=1

n—1

W (@)

On peut & nouveau appliquer le critére spécial des séries alternées a cette
série pour tout = € ]0;2[ et on en déduit h'(z) < 0.
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Exercice 71

(a)

: [énoncé]
Puisque de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, la matrice A est
diagonalisable et son polynéme minimal est

My = (X +2)(X —1)(X —3).
La division euclidienne de X™ par Il 4 s’écrit
X" =TI4Q + R avec deg R < 3.
Le polynéme R peut s’écrire
R(X)=a(X —-1)(X —3)+b(X
et ’évaluation de la relation division euclidienne en —2, 1 et 3 donne

15a — 5b+ ¢ = (—2)"

-3)+c

Exercice 72 : [énoncé]

(a) 72 paramétre le quart d’une ellipse partant du sommet A(a,0) jusqu’au

sommet B(0,b).
41 paramétre le segment [A; B] de A vers B.

Le champ de vecteurs V dérive du potentiel U si, et seulement si,

(b)

ou

—(z,y) = eta—U
Oz YY) =Y

a9 (z,y) = 2.

Un tel potentiel est alors de classe C? et ’égalité de Schwarz

02U
Oyox

*U
oxdy

n’étant pas vérifiée, on peut conclure a 'inexistence de U.

La circulation de V le long de 7, est

ab

1
/ —abt +2ab(1 — t)dt =
0
et celle le long de 7, est
/2
/ —absin®(s) + 2abcos?(s) ds
0

Par la différence des deux valeurs obtenues, on retrouve que V' ne dérive pas
d’un potentiel.

2b+c=1
c=3"
puis
_3ntl_(_ogyntl_g

a= gy

b= "5

c=3"
et enfin

3n+1 _ (_2)n+1 -5 3n+1 + (_2)n+3 + 5 3n — (_2)77, -5
R(X) = X2 X+—-——
(X) 30 * 30 + 5
En évaluant la relation de division euclidienne en A, on obtient
n+l _ -9 n+l _ n+1 -2 n+3 _an —_)n

A":R(A):3 (30) 5A2+3 +(30) +5A+ 3 +(5 ) +513-

En vertu de ce qui précéde

13
30

De méme, on obtient

3ch3—-8ch2+5chl ot
30

ch A =aA? + BA + I3

avec
—+oo

ZW+Z

~ 3ch3+2ch2—5chl
n 30 ‘

a =

+001>

et donc

_ 5chl+ch2—ch3
= : .

8=

Exercice 73 : [énoncé]

(a) f est définie sur ]0;+ool, strictement croissante, concave sur ]0;2] et convexe
sur [2;+4o00[. Asymptote verticale en 0 et branche parabolique de direction
Yy = x en +oo.

(b) t =1 est solution et c’est la seule car f est strictement croissante.

=0
=0

(c) g est de classe C'. Recherchons, ses points critiques :
Iny—%2=0

%9 (z,y) — {
Sz, y) s—lnz=0

On conclut que (e, e) est le seul point critique.
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FIGURE 2 — Une représentation de la fonction g

On étudie alors le signe de
d(z,y) = g(z,y) — g(e,;e) =xIny —ylnz.
On procéde & une translation

r=e+u
y=e+v

et & développement limité & ’ordre 2

d(x,y)=(e+u)<1+z—;’Z+u25(v)> —(e+v)(1+:_

2
% + u25(u))

avec € — 0. Aprés simplification

avec € —— 0.
(0,0

En considérant w = 1/n et v = 0 ou, a l'inverse u = 0 et v = 1/n, on obtient
que d prend des signes différents au voisinage de (e, e) qui n’est donc pas
extremum de f.
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